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摘 要

本文在文【们的基础上
,

研究球面各向同性圆锥顶端作用集中力
,

集中力矩时的位移和应力分

布
.

最后讨论了空心锥顶端受力的问题
.

关幼词 球面各向同性圆锥 弹性力学解 压缩 扭转 弯曲

一
、

引 言

1 86 5年
,

S ai n t一V e n a n t首次提 出了球面各向同性的概念
,

并相应地求解了球壳内外表

面作用均匀压力的问题
【2 ,
们

.

自此之肩
,

对球面各向同性弹性力学问 题的研究取得了一定的

进展
.

特别地 19 54 年
,

胡海昌做 了开创性的研究工作
,

他通过引入三个位 移 函 数 来表示位

移
,

简化了不计体积力时基本方程的求解
〔5 ’,

随后
, 1 9 6 6年

,
C h e n 将位移函数展开成球面调

和函数的形式
,

求解了几个经典的轴对称问题
t”’.

1 9 76 年
,

V as ile n k o 〔”将基本方程变换成

一个常微分方程组
,

求解了轴对称多层球壳的问题
.

最近作者完善了文 〔5〕的 研 究
, 从而使

得有可能研究一系列与各向同性相对应的边值问题
〔“’.

许多作者广泛地研究了圆锥顶端受集中力作用的问题
.

在文【1〕
,

有整个一 节 研究各向

同性圆锥问题
.

L ek h ni ski i〔
么, 和胡海昌

〔3 ’
求解了横观各向同性圆锥的拉 伸和弯曲问题

.

本

文将用文 〔9〕给出的方法来研究球面各向同性圆锥顶端作用集中力和集中力矩的问题
.

二
、

圆锥的平衡方程和边界条件

在球生标系 (
r ,

0
,

哟中
,

的弹性常数
.

在不计体积力时
,

球面各向同性材料与横观各向同性材料一样
,

具有 五 个独立

按文〔9〕
,

位移为
:

“, = L IV :F

“。二

一华一
5 l fl 口

口矽

口价

口(L
: F )

口0
(2
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1)
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_ 口价 l

“‘一 后f 一 。宜ho

口(L
: F )

师

式中
:

V 孟=
0

2
d
“ . _ . _

。
口

万乎
~

十 c ‘g U 万了十
l

5 111
2
0

口
2

口价
2

= (C
13 + C 4 ‘

)V
: 一 C“ 一 C ll 一 C l: + C : 3

= C
3 3
V 怪一 2 (C

, , + C , 2 一 C : 3
)+ C“V 要

(2
.

2 )

LL

口
r

V Z = r 一石丁, ~

U r

_
,

口 0
V i == r we 二, r we 万丁

一

U r U r

V 考= V 委+ V :

以及劝和F分别满足下列方程
:

[C
‘4
V 弓一 2 (C

一‘一 C e e
)+ C e oV 至〕叻= o

[V 畜V 弓+ ZD V 乌+ 4L + M V 嚼V 生+ 2 (N + L )V 呈+ N 生V 孟] F = o

(2
.

3)

(2
.

4 )

式中

D = [C 一‘

(C
; 。一 C l: 一 C 1 1

) 一C
3 3

(C
一‘一 C e。

)〕/ (C
s s

C一)

L = (C
一‘一 C 。。

)(C
: : + C : : 一 C 13

)/ (C
s 3

C‘.
)

M = [C llC
3 。一C 1 3

(C
13 + ZC 一)] / (C

3 3

C一‘

)

N = C l , / C
3 3

(2
.

5 )

将式 (2
.

1) 代入几何关系
,

再代入广义虎克定律 ,

a e = C I: 。。+ ZC。。。1+ C 一3。:

a , = C z : 。。+ ZC e ee 3

+ C 13 0 2

a ,
= ZC r。。。+ C 3 se :

可得用叻和F表示的应力表达式
:

(2
.

6 )

一令【旦餐遗
一

D +
瑞箭

一
(卜v 名

)
斋

+ (卜v :
)旦箭

呈
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飞
赫

一 夕丛爵;且
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)
器

1
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、
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十
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2

豁
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式中
:

。。一

告
〔2L I 一 L

Z

〕v , F

即一娜
己1一

t[(
: Iv卜箭

瓜
)
二 一

箭(S in o )」 (2
.
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2
尸+ 鱼了一上一

~

旦鲤、1
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口
, , _ ,

,
、

￡a == 一万二
月

叹乙 IV i厂 )
口 了

对于锥的问题 , 可设F为
.

F = r. y (0
,

哟

将式 (2
.

5) 代入式 (2
.

4 ) 可得
:

V 谧V 毛Y + 2 5 (n )V 要Y + K (
n
)Y = o

式中
:

2 5 (n )= [M n (n + l)+ 2 (N + L )」/ N

K (
n
)= [n

Z

(
n + l)

么

+ ZD n (。+ l)+ 4 L ] / N

假设Y (8
,
价)== Y :

(0
,
价)

,

这里有
:

V 里Y
:
(0

,

功)+ l(l+ l)Y
‘
(0

,

叻) = o

那么将Y :
(e

,

哟代入式 (2
.

的
,

可求得其特征根为
:

(2
.

e )

(2
.

9 )

} (2
.

10 )

(2
.

1 1)

11= [ 一 l+ 扩 一+ 4 5 + 4 双亏可二了
,

12 = 一 l, 一 1

1 3一 [ 一 1 + 研 l+ 4 5 一 4 双国吃兀
,

z
‘

一
2
3 一 I J

类似地假设

叻= r .
y .

(0
,

功)

将式 (2
.

1 3 ) 代入式 (2
.

3 ) 可得
:

C eeV 委Y
:
(口

,

劝)+ [ZC
。。

+ (
n 一 l)(

n + 2 )C
4‘

〕Y :
(8

,

叻) = o

其特征根为
:

l。= [一 l+ 斌 。+ 4 [。 (n + l) 一幻e 4 ‘/ e 。。 〕/ 2
,

l
。一 一 15 一 l

下面我们将考虑如图 l所示的锥壳
,

其顶端作用集中力 F = F
:

玄+ 尸,
了+ F

:

花

M = M声+ MJ + M决
,

其内外表面的边界条件为
:

(2
.

12 )

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

(2
.

15 )

和集中力矩

、
.户矛几.矛八O一了‘‘几‘月几0 = a s a a== 于 e r , e= 于r e r a声= 矛e价

0二夕
, ae = 心 介 , = 代。 r 时 = 嘴 ,

这里东
,

了
,

介为直角里标中的三个单位矢量
, a 和

刀为锥壳的外顶角和内顶角
.

带有
“

一
”

和
“ . ”

的

为已知值
.

为满足锥壳顶端O的平衡条件
,

以 O 点为

球心
,

用半径
r
截出一段锥壳

,

其 平 衡方程如

下 : 图 1 锥壳项端作用粼中栽荷

p +

J:
‘

J;
〔a

·。
,

+ · r , ·。+ · , , 。 , : r Z s in 。、。d价

+

J:
’

J:
〔;

r。。 ,

+ , 。。。+ : 。, 。 , 〕: 、: 、价。in 。

一J
。

J
。
L‘节, e ·

+ J 梦e
, + r

: , “ , 〕r d r d 叻“in 刀一 0 (2
.

15 )

、 +
{
一 “

{)〔
: , 。。 , 一 : , , 。。: : 3 s in 。、。J价

甘 目
7 P
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+

J:
“

I:
〔‘。e ,

一
, e 。〕·

Z
d ·d‘“‘” a

一

广丁:
〔a , “ ,

一 , , “。〕·
Z
d ·d ‘“‘“刀一 。

(2
.

1 9 )

式中
口 , = s in oe o 。叻诬+ : in o s in 价j+ e o ss花

e 。= c o s 0C o s功京+ c o o o s in 沪了一 。in o介 (2
.

2 0 )

e , = 一 s in价谁+ e o s价j

对于圆锥刀= 0 ,

式 (2
.

17) 不必考虑
.

下面我们将首先考虑圆锥问题
,

然后讨论空心锥

问题
.

同时假设内外表面不受外力作用
.

三
、

集中力作用下的圆锥

压缩问题

假设锥顶作用 p = 九几
,

这是一个轴对 称 问 题
,

并且 有
: 介 , = 介 , = 。,

丙
,

外
, a ,

和

r, 。与功无关
,

而价

方程自动满足
,

一 。
.

因为
J:

‘ 。。。叻d叻一

J:
’ 。‘n 功d , 一 0 ,

所以式 (2
·

, ‘, 和 ‘2
·

‘9 , 中有五个

还剩下下式要满足
:

,
·

/ 2 二 + 一

J:
〔a

·。。 s“

一
, ‘n “〕。‘n “d“

+

{:
〔于一。。“a 一 ‘。s‘n a , rd ·“‘n a 一 0

(3
.

la )

假设
:

,
·

/ 2 汀 + ·

丁:
: a

·c o s“

一
s‘n “〕。‘n “d “一。 (3

.

lb )

则从式 (3
.

la ) 中可知
, 于

, 。~ 0 和云。一 。,

只要满足其中一式就可
,

而且a ,

和介 . 与r 一 “

成正比
,

因此取
:

劝一 。以及

式中

将式

F = r 一 ’

〔c 11
, ‘; (e o s o) + c o

P I(e o s口)〕 (3
.

Ic )

l; = 〔一 1 + 斌万燕斌而
~

〕/ 2 (3
.

ld )
。l和‘3

为待定常数
.

P
。

(C O叨)为
。
阶勒让德函数

.

为方便起见
,

以下令才= c o so
.

利用
一

下面的关系式
:

P 乏(e o s乡)= s i n o
d P

。

(e o s夕)

d C O S S

d
一

1
’。

(e o s o)

d P
。

(e o s o )
= 一 d e

(3
.

l e )

d P 乏(e o s 夕)

d 0 d s
么

== n (n + l)P
。

(e o s o) 一 e tg 0P 乏(e o 。夕)

(3
.

l e ) 代入式 (2 一 ) 和 (2
.

6 ) 可得位移和应力
:

“ , = r 一 ’

[ X : c lp ‘, (r) + % : c 3
p ; (*)〕

u 。= r 一 ‘

[x
3 c : P {,

(才) +
、‘c ;

P {(才)〕 (3
.

If)

u 户= 0
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二。= r 一 2

{ 〔(x
, E I+ C I, E Z

)P
: 1

(t) + E
o
P盖

1 (t)〕
c , + [ x

Z
E , + x ‘E

4

」P l (t )
c 3

}

a , = r 一 2

{ [ (x 1E ; + C , Z E
:

)p
, ,

(t) 一E
:
p l

,

(t)〕c
,
+ [二

2
E I + x ‘E

4

jP : (才)
c 3

}

a ,

二 r 一 “
{〔x

l
(2 C

1 3 一 C
2 2

) + C : 3E 2」I
, ‘: (才)c ,

+ [ x :
(2C

1 3 一 C
3 3

)+ Zx ‘
C 1 3」P I

(t)
c 3

} (3
.

19 )
r , = 一C

4 4 r 一“

{ (2
x 3

+ x ,
)P I

,

(t)
c : + (Z x ‘+ x Z

)P { (t)C
3

}

r , 币= 介卢= 0

式中 尸牙(t) 是第一类I阶
,
次连带勒让德 函数

.

义 , ~ l, (11 + 一)(E
;
+ ZC“ )

, x Z = 2 (E
4

+ 2C
4‘

)

x 3 = 一 l; (11 + 一)C
4 ; 一 ZE I ,

E l = C ll + C I: 一 C 1 2 ,
E

Z
=

一 2 C
4 ; 一 2 E I } (3

.

lh )

l
(l

, + 1 )

侧、4 —

x 3
1一(

E
3
= (C

, 2 一 C , 1
)x

3e七9 0
,

E
‘= C , l + C 工2 (3

.

11)

待定常数
‘1和‘3

可用式 (3
.

lb ) 和边界条件
: 0 二 a 时

,
介。二 o来确定

,

也即

P
:

/ 2二 + g 一c : + g : e 3 = o

g 3 c l + g 4 e 3 = O

假设 g ,9 4 一功g :
午 。,

则可求出
:

} (3 一 j)

c , = P
:

9 4

/ [2 二 (9
2 9 。一 9 19 ;

)〕
, e 3 = 一 P

:

g / [ 2二 (9
2 9 3 一 9 19 ‘

)」

式 中
: g ‘

(蓄= 1一 4 )见附录 (A
.

2 )

(3 一 k )

3
.

2
.

弯曲问题

假设锥顶作用集中力 P二 久东
,

显然这是一个弯曲问题
,

并且 炭 平面为其对称面
,

因此

二 , ,

ae
, a , 和·

,0ty
。。s价成
砒

,

而。 , 和了 , , 与s‘n 价
ha

比
.

因

可;
’ s‘n 功c 。。动、一 。,

价
in z4d 功一

J;
‘

co s

啊功一
,

所以式 (2
.

1 8 ) 和 (2
.

1 9 ) 中有四个方程自动满足
,

余下两

个方程要满足
,

即 :

,
·

/ 汀 + r

丁:
〔a

·。‘n “/ 。。: 叻+ 一 c 。。。/ c 。。叻一
, , / 。in 价〕。in 。、。

+

丁:
「‘一“‘n a / C 。“功+ 子。C 。“a / C 。“价一 , 。, / s‘n ‘〕·d ·s‘n a 一 。

一

买
〔一 / c 。。劳一

,
, c o s“/ s‘n 价〕s ‘n “J。

+

丁:
〔‘。/ c o s功一 ‘口, C O “a / “‘n 价〕·

Z
d ·s‘n a 一 0

女口果式 (3
.

2 a ) 中
:

(3
.

Z a )

(3
.

Z b )

*
·

/ 二 + 一

f
〔a

·“, n “/ c 。。功+ 一 c 。。“/ 。。。叻一
, / s , n 价〕“‘n “d“一 。 (3

·

Z c )

则 于, 。= 0 , 云。, 一 。和 于。= 。只有两个是独立的
,

另一式是锥平衡条件的推论
.

随之式 (3
.

2 b )

中

f
〔一 / c o s功一

, c o s“/ s , n 价〕s‘n “d ”一 。

(3
.

Ze )
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也为锥平衡条件的推论
.

从式 (3
.

2c )还可得
,

外
,
介。和介 , 与: 一 “

成正比
,

故可取 :

叻= c o r 一 ‘P 盖
。

(t)s in 功

F = r 一 ’ [c ; P 玉
,

(t)+
c 3
P f(t)] c o 。叻

式中
c : ,

几和几是未知 常数
.

1,
按式 (3

.

ld ) 计算以及
:

l
。
= [一 + 澎万不瓦不石〕/ 2

将式 (3
.

2 d ) 和 (3
.

2e) 代入式 (2
.

1) 和 (2
.

6)
,

可得到位移和应力
:

u ,

= r 一 ‘[x ; e 1P ’I: (t) + 大 : e 3
P 圣(f)] e o s功

u 。= 一 r 一‘[X 3 E oC I+ x ‘Cop l
(t )+ p }

。

(, )c。/ “in e〕c o s价

。 , = r 一 ’{E o c 。+ [二 : c ,p }
:

(t)+ x4 c o
p ; (t)] / s in e}s in价

(3
.

Z d )

(3
.

Ze )

(3
.

Zf)

(3
.

2 9 )

ae = r 一 “{ [ (x
1E I+ C l : E

Z

+ (‘+ e o s “
0)E

3

/ (s in oe o o o))p入(t)

一 E ZE
o
P z; (t )/ x 3

] c ; + [ (大
2 + x ‘)E

‘一 x 2
C 1 3 ] P 至(t )

c 3

+ (C
l : 一C , ,

)E
ee。}e o s价

a , = r 一 2

{ [ (、
, E l + C , Z

E
:

+ (‘+ c o s 2
0)E

。

/ (s in oc o “0))p人(t )

+ E ZE
:
P z: (才)/ x 3

〕c ; + [ (x
Z

+ 从 )E
‘一 x :

C : 。] P 至(t )
c 3

+ (C
, 1一 C : 2

)E
a c。}e o s价 (3

.

2 h )
a
一

r 一 2

{ [x l
(ZC

, 3 一C
3 。

) + C ; :

E Z〕p }
,

(t )
c l

+ 〔2 C 1 3

(x
:

+ % ‘

)一 x Z
C

3 。

〕P {(t)C
3

}e o s功
: , , = 一 C“r 一 2

{ (x l + 2 x 3

)p }
:

·

(t )
c l / s in o + (x

Z + 2 : 4

)
e 3

+ ZE o c 。}s in 功

: ·。一 C “r 一 2

{ (x , + 2 x 3

)E
o c , + (

x Z

+ Zx ‘

)p
l
(‘)

c 3

+ Zp人(‘)
c 。/ s in o }c o so

r 。, 二 C。。r 一 “

{2 二
:
E

了c l + [ 2 (‘+ c o s ,
e)尸九(‘)/ “in

2
0 一 l

。

(l
。

+ , )p }
,

(t)

一 2 1
。

(l
。

+ 一)e tg 0P z。 (t )〕
c 。}“in功

式中 x ‘(i= 一
4 )同式 (3

.

lh )
,

E ‘
(i = 1一 4 )同式 (3

.

11)
,

以及

子
一石

竺
’+ ‘

{
尸

卿
一

{喇愁 份
一

今全
6

+ ‘

)份
)一

{
‘

哪
“’ }

万
,
= L七

。一 c t g 口尸几(才)J/ “In U 尤 。= L七
。一 c t g 口厂15 Lt)J/ s ‘n 口

(3
.

2 1)
将式 (3

.

2 h )代入式 (3
.

2 e )和0 = a 时
, : r , = o , r r , = o从而确定

c l , c 3

和 c 。 .

p
:

/ 二 + f
: c : + f

Zc 3

+ f
。c。= o

f
‘c , + f

。e 3

+ f
oc 。= o

f
, c l + f

se 。= o

假定式 (3
.

2 )) 系数行列式不为零
,

则可求得
:

c l = 一 p
:

/ “ [f
; 一 f

3

f
: / f

。一f
Z
(f

4

f
。一 f

。
f

,

)/ f
o
f
。〕

c 3
= 一 [f

‘一f
。

f
?

/ f
s

〕c , / f
。, c 。= 一 f

? c l /f
a

式 中 f
‘
(‘= l一s) 见附录 (A

.

3)

(3
.

Zj)

} (3
.

Zk )

四
、

集中力矩作用下的圆锥

4
.

1 弯曲问题

假设锥顶作用集中力矩M = M
,
j

.

这是弯曲问题
,

xz 平面为其对称面
.

应力与叻的关系
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同3
.

2节
.

所以式 (2
.

15) 和 (2
.

19 ) 中有四式已自动满足
,

还剩下如下两式要满足
:

一

J:
〔a

·。, n “/ “o 。功+ 一C o ““/ C 。“‘一
, / “‘n ‘〕“‘n ”d“

+

J:
。, 一。, n a / 。。。功+ , 。。o o a / 。o 。价一 , 。, / s , n。〕·、·。in a 一 。 (4

.

, a )

M
,
/ 二+ 一

f
〔r 一 / 。o 。, 一

, 。o 。“/ 。, n 协〕s , n ”d ”

+

f:
〔‘。/ c o 。, 一 , 。, 。。。a / “, n 价〕·

Z
d ·“‘n a 一 。 “

·

‘b ,

正如上节所讨论的那样
,

若

M
,
/ 打、一
买
〔一 / 。o 。功一

, 。o 。“/ : ‘n 价〕。,n “d “一 。 (4
·

Ic )

那么护
。= o 和 几, = o ,

只要满足一式
,

另一式为平衡条件的推论
.

如果再加 上 云, 。~ o ,

则式

(4
.

la )变成
:

一

买
〔a

·。‘n “/ 。o 。价+ r 一。o 。“/ 。。s价一
, / s‘n , 〕。, n 。、。一。 (4

·

l d )

也为锥段平衡条件的推论
.

从式 (4
.

Ic) 可知r. 。的r , ,和 , 一 “与成正比
,

故可取
:

劝= eo r 一 Z
P :

(*)s in 价

F = r 一 2

[ c : p儿(‘)+ c op人(t )〕e o “价

式中 cl ,
几

,
几为待定系数

,

11和几可将
n 二 一 2代入式 (2

.

1 2 ) 中求得
.

将式 (4
.

le ) 和 (4
.

If) 代入式 (2 一 ) 和 (2
.

6 ) 可得位移和应力
:

u ,
== r 一 ’

[。,c lp ;
,

(‘)+ 。: c 3
p }

3

(t)〕c o s协

均== 一 r 一“

[刀
s

D
oe l+ !/ 4

D
oc 3

+ e 。〕e o s叻

u , = r 一 “ [,
3
P一

:

(t)
e l/ 。in s+ 夕

4
P z3 (t)

c :

/ s in o+ c o
P , (t)〕: in 功

a. = r 一 3 { [ (夕
; D : + C ; ID

3

+ g 3D
Z

(‘+ c o S 2
0 )/ s in

2
0)p }

:

(‘)

一几D 3e tg 0P z: (t)〕e
; + [ (夕

Z
D I+ C , , D

4

+ 从D :
((, + c o s 2

0 )/ s in
么
0 )p }

:

(‘)一 D
:

D
‘c 七g op , . (‘)〕

c 3

}Co s价

a , = r 一,
{ [(“

ID : + C , 2 D
3 一。3

D
2

(‘+ C o s 2
0)/ s in

“
e)p人(‘)

+ D ZD
: e tg 夕P z: (t )〕

e ; + [ (夕
Z
D : + C 1 2D

‘

一夕
‘

D :
(1 + e o S Z

e)/ “in
’
0 )p }

:
(t)+ D ZD

‘c tg op ‘: (t)〕
c 3

}e o s功

a ,
= r 一 ’{ [ 2夕,

(C
: 。一C

。3
+ C , 3

D
3

〕p }
:

(t)
e ,

+ [2夕:
(C

, 。一 C
3 3

) + C I。D
‘

] p lls(‘)c
3 }c o “叻

, , , = 一 C“r 一 ’{(。
: + 30

3

)p入(‘)
c , / “in o

+ (。
: + 3。‘)p人(‘)

c 3

/ S in o + 3p l
(‘)

e 。}。in 叻

r r 。= C
4 ‘r 一“

{ (y
; + 39 2

)D
6 e , + (夕

: + 39 ‘)D
。c 。+ s c 。}e o 。叻

re , = C eo r 一 3 {2夕
s
D

, c ; + 2夕‘D
ae 。}s in功

式中
:

夕1 == 11 (I: + l)(C
: 1+ C l : + C : 3

+ 3C “ )

(4
.

le )

(4
.

zf)

(4 一 g )

(4 一 h )
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万:
= l

。

(1
3
+ l )(C

, 1 + C , 2 + C , 3

+ 3 C“ )

双3
= 2 C

3 3 一 11 (11 + l )C
; 4 一 2 (C , , + C 工: 一 C

卜
) (4

.

21)

, ‘= 2 C
3 3 一l

。

(1
3

+ 1 )C
; ‘一 2 (C

l l+ C , : 一 C 工3 )

D l = C , 1 + C 1 2 一 ZC I : ,
D

Z = C 1 2 一 C l , ,
D

3 = 夕3
1,
(I

, + l)
,

D
‘= , ‘

1
3

(1
3

+ 1)

D
。
= l, (l, + , )p , :

(t) 一 c 七g op }
:

(t )

D
。一 I。(1

3 + ‘)p ,3 (‘)一 c 七g op lls(‘)

D
7一 [D

。一 c t g 0I
,

{
:

(‘)」/ “in o D
S 一 [D

。一 c tg op }
,

(t )〕/ s in o

(4
.

x j)

将式 (4
.

lh ) 代入式 (4
.

Ic) 及O一 a
时

,
介。一 。和Te , 二 0可以确定

‘Ic 。和 c 。 .

h Ic l + h
Zc 3

+ 3 c 6 = o

h
3 c , + h

4 c 3 = O (4
.

Ik )

M
, / 二 + h

sc : + h
。c 3

+ h
7 c s = o

假设式 (4
.

Ik ) 的系数行列式不为零
,

故可求出
:

e 、二 一M
,

/ 二 [h
。一 h

。
h
。

/ h
4 一h

,

(h
l 一h

Z
h

3

/ h
4

)/ 3〕

c 3 = 一h
: c : / h

‘, e 。= 一 (h l一 h
Z
h

3

/ h
‘

)
e l/ 3

式中 : h ‘(‘= 1一 7 )见附录 (A
.

4 )

} (4
.

11)

4
.

2 扭转问题

假设锥顶作用集中力矩M
, 二 M

:

及
,

这是扭转问题
,

因此a , = , 二 ae = 介。= 0 ,

介 , 和介 ,

与价无关
.

式 (2
.

1 5) 和 (2 19 ) 中有五式已经 自动满足
,

只要

ZVl z / 2 汀 + r

J
。 丫r , “‘n

一
口d 口+ J

。 了 , , r 一
d r s’n

一
a = 。 (4

.

Z a )

满足即可
.

如果式 (4
.

2 a ) 中的

M
:

/ 2 二 + 一

J:
· ,

, s , n
Z
“d“一 。

那么几 , = 0
.

由式 (4
.

2 b ) 可知
,

T, , 与厂
3

成正比
,

则可取F = o

劝二 ‘1 : 一“
尸 1

(t)

(4
.

Z b )

将式 (4
.

2 c) 及F = O代入式 (2
.

1) 和 (2
.

6 ) 得位移和应力如下
:

”,

= “e= O , “, = 一 c , s in o/ r Z

(4
.

Zp )

(4
.

Zd )

J , 一 a 日= a 价一 丫印一 确价=

(4
.

Z e )
: ,

, 二 3C
4 4 c 工s in s/ r Z

由式 (4
.

2 b ) 可确定cl ,

即

}

e , = 一M
:

/ 〔6 二C
‘;
(2 / 3 一 e o s a + e o s “a / :3)〕 (4

.

Zf)

五
、

空 心 锥 问 题

对于空心锥问题
,

其内外边界条件都要考虑
.

首先来讨论对应于 3
.

1节的压缩问题
,

此时
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式 (3
.

la ) 变成
:

,
:

/ 2 二 + 一

I〔a
, e o S S 一 r , 。s in s〕s in od o

+

f:
〔于

·。C O “a 一‘。s‘n a 〕r“‘n a d ·

一

丁:
·, 。。。“”一”s‘n ”〕

·s‘n ”d一 。
(5

.

1 )

如果式 (5 一 ) 中有

P
:

/ 2 二 + , 2 {
“

[。
, 。。。, 一 r , 。。in o] s in 。、。一 。

J 夕
(5

.

2 )

那么叭 = 0,

类似地
,

于, 。= 0 ,

昨 = D和讨 . = o ,

只有三个是独立的
.

可将F 表示如下
:

F = r 一 ’ [ c ,P z,

(亡)+
c o
P :

(t)+
c Z

Qz,

(t) +
c 4

Q ,
(t) ]

式中Q
,

(t) 为第二类。阶勒让德函数
. c ‘(‘二 1一4 )为积分常数

,

它们可 由式 (5

件0 = a ,

ae = r f . = 0及0 = 刀
,
介。= 0

.

(5
.

3 )

2 ) 和 边界条

其次对于 3
.

2节中的弯曲问题
,

式 (3
.

2 a) 和 (3
.

2b ) 变成 :

,
:

/ 二 + 一

I [a
, s in s/ e o s功+ : r。e o s o / e o s功一 : ,

, / 。in 功〕s in od 6
尹

+

丁:
〔于一s ‘n a / C “s举+ ‘·C O s a / C “s动一 于e, / 8 , n 动口r d 犷s‘n a

一

I:
· :

。。, n 刀/ c 。“功+ a : c o s”/ C O s‘一 , , / s , n 叻〕·d 犷s ‘n “一 0

(5
.

4 )

r “

{
‘

[ :
, 。z。。。功一 : ,

, C 。s。/ 5 in 叻: 。in 。、。

J 夕

+

丁:
〔‘。/ C o s功一 ‘。, C o s a / s‘n 叻〕·d ·s’n a

一

买
〔a : / 。““功一 : , C“s“/ “‘n 叻〕

·d r“, n ”一 。

(5
.

5 )

如果式 (5
.

4 ) 中有
,

f
。 , .

。
,

二
。

, , ,

二
, .

0
. 。

P
二

/ 汀 + r 一

I La , S l n 口/ C O S中+ r , . C 0 s 口/ C O S中一 r 哪 / S lfl 必JS lll 仃d 口= 0
J 尹

(5
.

6 )

那么叭 = 0,

相应地
,

于, 。= 0 ,

几 , = 0 ,

心 = 。, : 节。一 o及嘴 , 一 。,

只有五个是独立的
.

式 (5
.

5 ) 变成 :

_

[:
, 。/ e o s必一 : , , e o s o/ s in 价] s in od o = o

产
(5

.

7 )

月

I
J

3
r

上式可用来校核结果

劝一 r 一 ‘

.

式 (3
.

2 d ) 和 (3
.

2 e ) 变成
:

[ c
o
p九(‘) +

c o

Q人(‘)〕“in 叻

F 一 r 一 ’

〔e , p {
:

(‘) + c o
p ; (‘) +

c Z

Q}
,

(t )+
c ;

Q; (t )〕c o s功

式 中O拭约为第二类
n
阶l次连带勒让德函数

, c ‘

(‘一 1一6 )是积分常数
,

可由式 (5

时内 = 丫 f。= 。, 介 , = o和e = 刀时确 , 二介 , 二 o来确定
.

(5
.

8 )

(5
.

9 )

6 ) 及 8 = a
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同理对于 4
.

2节中的弯曲问题
,

式 (4
.

la) 和 (4
.

lb) 变成
:

r Z

{
“

[。
, s in oze o s叻+ : , 。e o s oze o s价一 : , , zs in 功」。in o、。

J 声

+

{:
〔于一“‘n a / 。。s叻+ ‘。c o s a / c o s价一 * 。, / 。in 价〕·、·。, n a

一

J:
「· , 口“‘n 。/ C o s价+ 仃 : c o s , / c o 。功一 : , / : ‘n 价〕·、·。in , 一 。

(5
.

1 0 )

M
, / 兀 + 一

I
_

「r
r。/ c o s功一 : ,

, c o s o / S in 功] s in od s
声

+

I:
〔‘。/ Co s‘一于。, C o s a / s’n‘〕·

“
d r“’n a

一

J:
。a : / c o s必一, , C o s”/ s‘n ‘〕·

Z
d ·“’n ”一 。

(5
.

1 1 )

假如式 (5
.

1 1 ) 中有

、
,

/ 二 + : 3

{
“

[ :
, 。zC 。s功一 : , , C 。s ozs in 功〕s in o、。一 。

J 声

(5
.

1 2 )

那么
, 于。= o , 于。, = O及 :

答, 一 0 , u

卜 o只有三个是独立的
.

式 (4
.

le ) 和 (4
.

lf) 可改写成下二式
:

劝二 r 一 “

[ e
o
P I(t) + c e

Q} (t)〕s in 功

F 一 r 一 ,

[e
l
p }

:

(‘)+
c 3
p人(‘) +

c :

Q入(‘)+
c ‘
Q入(‘)] c o “必

式中的积分常数
c ‘(‘~ 1一 6 )可 由式 (5

.

1 2 )及e一 a 时丙 ~ Te , = o
, r , 。二 o和0 = 刀时

O
.

类似地
,

对于扭转问题有
:

.

1 3 )
.

14 )

一卜J工卜」
2

戒
、‘、了、

了口价= 0 , r r 口“

M
·

/ 2 二 + 一

丁
二 , 。‘n

Z
“d“+

I:
‘。, 一d ·。‘n

Z a

一

买
·
: , ·‘d ·“‘n

Z

”一 。

(5 一 5 )

如果式 (5
.

1 5 ) 中有

、
:

22 二 + r 3

{竺
: , , : in

Z
。、o一 。

J 声
(5

.

16 )

因此于. , ~ o和嘴 , 一 。只有一个是独立的
.

功可表示为

功= r 一 2

[c ;P l
(r)+

c Z

Q ;
(t)]

式中
: , , c Z由式 (5

.

16 ) 和0 一 a
时

r 时 一 o来确定
.

(5
.

1 7 )

l:

附 录

P
.

(e o s o )P
。
(
e o s o )

s in 口d 6

5 in , a [ p
二
(c 。 s a )户

。

(
。。s a )一 p .

(。。s a )户
二
(
。。。a )]

”(” + 1 )一川 (m + 1)

P孟 (
e o s 6 )P 盆 (e o s口)s in o d 6即、洲

5 in Z口 [p 公(c o s a )户盖(c 。s a )一尸盖(。。 s a )户盆(c 。s a )]

一一一一一一一�协m”1月
CC

”( ” + 1 )一 m (川 + 1 )
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C“一
l:

p “(c o s“)d “
一

p
:

(一s a )+ 尸
,

(1 )

C“一、:
p “‘。。S”, 。。 S”d “

一
p

。

(。。S“ )。。S 。+ 尸
.

(1 )一 e
: 。

C‘一l:
p “‘Co s”)。。5 2

“d ”
一

p
·

(
·。S a )。。S Za + 尸

.

(1 )一 Ze
, ,

(A
.

1 )

e o s o ) =
d P ‘

(e o s 6 )

d (e o s o )

d P 一1 (e o s o )
一 d (e o s 6 )

代
1.一P户

9 1=
f劣 , (ZC , 、一 C , , )+ C , , 戈、l

,

(l, + 1 ) IC I
, i + C

‘通

(Zx 、+ 劣 ,

)C于

[劣
2
(ZC : 3 一 c s3 )+ 2劣一C 1 3 ](1 一 c o s 3 a )3 + C 一‘

(2劣
‘+ 劣 : )(1 /卜

e o sa + e o s 3a / 3 )

(2‘ 3 + ‘ : )p入(c o s a )
.

(2二
一+ 戈 2

)5 in a .

[x , (“C , 3 一 C 3 3 )+ C , 3”, l,
(I

‘+ ‘)] C }
: : + C ‘;

(, : + “x 3
) [l

:
(l, + ‘)C ‘

, i一 C二
, :

]

+ C“ (x , + 2 3 )C }
1 ,

[ 2 C
1 3
(x

: + 二 ‘
)一 x 2C 3 3

] (2 / 3 一 e o s a + e o s 3 a / s)+ C 4 :
(x

Z + Z x ‘)(1 一 e o s ’a )

+ C : ‘
(劣

2 + Z x ‘)(1 一 e o s a )
,

(A
.

2 )
一一一一一一一一乳决g’fl

f
Z =

r
3 一 ZC ; ‘C

聋
, : + ZC 峨4

[‘
5
(‘

s+ ‘) C , 5。一 C二,
:

]

f
‘二 (‘, + 2 x 3 )[l, (l: + 1 )P ‘: (e o s a )一 e t g a P ‘,

(e o s a )]

f
s = (劣

2 + Zx ‘
) e o s a

f
‘= “p 丸(c o s a )/ s ‘n a

f
, 二 2 x 3 [I

,
(1 : + 1 )p l: (c o s a )一 Z c t g p }

:
(c o s a ) i/ s in a

(A
.

3 )

了
。= [ 2(1 + c o s ’“)/ s in ’a 一 15 (l

‘+ ‘)] p }
,
(c o s“ )一 2 1

。
(I。+ 1 )c t g a p l,

(c o , a )

(“: + 3 9 3 )[l: (l: + 1 )p l,
(c o s a )一 c t g a p }

:
(c o s a ) ]

,

(。
2 + 3 。‘ )[ 1

3
(1

3+ 1 )p ‘
:
(c o sa )一

c , g a p几(e o s a ) ]
,

2 0 3

[I
:
(l

, + 1 )p ‘
:
(c o s a )一 Zc ’g p }

,
(c o s a )] / s in a

‘二2

价月口月

(A
.

d )

= ““ [ 1
3
(1

3 + 1 )p ‘
,
(

c o s a )一 “c ‘g p 几(c o sa ) ]/
s‘n a

肠气

h: = C“ (9 1+ 3 9 3
)1

2
(1

1+ 1 )C z:。
,

h。= C “ (夕
2 + 3 夕‘)1

3
(1

3 + 1 )C 13 。
,

h 7 “ C : ‘
(4 一 3 e o sa 一 e o s 3 a )
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