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摘 要

本文应用边界元法求解钢铁生产中连铸工艺出现的自由边界问题
.

首先
.

对较一般的连铸 过

程的数学模型进行简化并给出相应的边界积分方程
,

以及叙述了用边界元法求解该问题的步骤
。

然

后
,

我们给出了一个计算实例
,

并对该方法的收敛快慢
、

对初值的敏感性和对区域形状的适 应 性

等问题进行了探讨
.

最后
,

针对一种简化的模型
,

将数值解与解析解进行比较
,

两者吻合较好
。

关健词 边界元法 自由边界问题 连铸 数值解

一
、

月lJ 舀

近几年来
,

在国 内外的钢铁生产中
,

逐渐采用一种新技术
-

一连铸工艺
【”

.

连铸就是让

精炼好的钢水
,

出钢 的同时直接凝成板坯
,

省去铸锭与初轧两道工序
.

与传统的炼钢方法相

比
,

无论从节能观点
,

还是提高劳动生产率
,

无疑这是技术上的一大进步
.

连铸生产线示意图如图 1〔“’
.

精炼 好 的钢

水
,

通过盛钢桶倒入 中间罐
,

经 由其下部出口

注入结晶器
,

受到结晶强制冷却凝固成壳
,

此

谓之一次冷却
,

脱离结晶器后继续受到喷水冷

却
,

直至完全凝固
.

板坯在拉辊机组的牵引下

快速向前
,

以提高连铸坯生产率
.

连铸生产线是一个典型的分散控制系统
〔‘’.

连铸坯质量的好坏
,

如坯内是否有缺陷等
,

与

冷却过程中的各种参数
,

如拉速
、

凝固层厚度

等
,

有直接的关系
.

本文就是对连铸的一个模

中间罐

喷水
(二次冷却)

型
,

利用边界元法进行计算
,

为连铸过程的控制提供定量的信息
.

二
、

连 铸 的 数 学 模 型

如图l ,

设坐标原点位于结晶器的上端中心
, x 轴为板厚方向

, , 轴沿板宽方问
, z 轴沿拉
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坯方向
.

利用热量平衡关系
,

可得连铸坯中温度
“的基本微 分方程

〔2 ’

_
口“

, , , 、 、
_
口“

尸c 万万 = V
“

又左弋“ )
·

V “ ) 一 尸c ”万二

U 奋 口若
(2

.

1 )

这里p , ‘,
k (幻分别为钢 的密度

、

比热和传热系数
, v
为板坯拉速

.

式 (2
,

l) 右端的最后一项

就是板坯运动所带走的热量
.

假设
:

l) 结晶器壁和喷水的温度不随时间变化 , 2 )拉坯方向 (z 方 向)
_

上导热所产生的

热传导忽略不计 (即小少“/ ‘矛 忽略 ) ; 3 )忽略, 方向上的传热 ; 4 )金属的传热性质不受温度

影响
.

此时
,

凝固的进行认为是稳定的
,

问题归结为二维稳态问题
.

如图 2 所示
,

取连铸坯的

一半
,

记为A C E F
,

其中E F 为沿
二
方向的中轴线

,
A C E F 为矩形

,

曲线A D 为板坯中固液

交界面
,

其参数方程为 x 二 S (z)
,
月B 为一次冷却部分

,
B C 为二次冷却部分

,
A C D 月 (即图

2 中阴影部分 ) 所围区域口
:
为凝固部分

,

口2
为钢水部分

.

在上述假设下
,

可得如下的数学模

型
:

微分万程

口u

晶 - 多
在岛 日。

2

中
又2

.

2

边界条件

u i通F = 甲 。又义 )

口u l
~

二干竺一 } = 伦 I L“ 一 “l )

口 X IA B

口“

口x

J u

口X

“ }~ = u 。

’

A D

仁2
.

3 )

(2
.

4、

(2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

了)

、(奥 1 一

粤 } 、一 。:

\ 口x l
: 二 s (

:
) 一 0 a x .

: = s (
: , + o ,

d s (z )

d z
(2

.

8 )
圈 2

这里
,

h , ,
h

Z

分别为结晶器壁和二次喷水冷却的传热热阻的倒数
,

U
c

为钢的凝固温度
,

L 为

钢的凝固热
, a 一郁户‘ , q7 。

(x) 为钢水从中间罐进入 结晶器时的温度
.

由于板坯中的固液分界线 A D 的位置是事先未知的
,

需要连同板坯中的温度一起求出

因此式 (2
.

2 )、 (2
.

8 )构成数学上的所谓 自由边界问题
〔“’.

三
、

边 界 元 法

我们知道
‘5 ’,

方程 (2
.

2 )的基本解为

u 劳(x
, z ; x 。 , z 。

)= 井=
一

、
e x p

卜
u }之一 君 。 }」

- 一

气x 一 x 。

)
-

4 al z 一 : 。

!」
万 、Z 。

一少 (3
·

‘,

g , (x
, z ; x 。 , : 。

)=

[ 4 二

口“铸

口x

_ l

_
二关 了 , ,

一
, 、

一 下二 奚

一
玉;干肠 、八 ’‘ ; “ o ’‘“/

任 L兀“
一

}之 一 9 0 1
一

」 -

(3
.

2 )

x > 0

x < 0

l0
JIr‘

一一XI
r1

a口

一一a

,

中来其
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将沪处x
,

句 x 。 , 二。

)乘以 (2
.

2 )式两端
,

然后分别在 区域g ,和口
:

上积分
,

利用分部积分公式

和边界条件 (2
.

3 )、 (2
.

7 )
,

可得如下 的边界积分方程
c 。

(x
。 , 二 。) 一 (

。, “d 二一 。

i
。,

粤
、二 一 。

、
。, * l“、二

J C D J D 通 O X J A B

+ 。

l
_

。, u。二 一 。

(
了 A B 砂 刀口

“爷h
Zo d 二 + a 、 q与d 二

“。“. d x 一 a
。 , 。⋯d · + a

{
(x

。, z 。

)〔口口
」

朴h
lu ! d : + a 、 。爷h

Z“Z
d :

(3
.

3 )

c u
(x

。 , 二 。

)一
u 朴u d x 一 a q 爷“d z 一 a

口“

_
J, , , 甲 ‘刁 声 ,

气 封 L 舀‘
_ 砂 ~

、
, 内 J 闷‘

咬U L , 人

: , , 。
、x 一 。

l
。, u 。

、二 (x
。 , 二 。

)〔。
2

, A J A D

(3
.

4 )

刀一 。

爷 。
~

, 。 。 , 、 。

a 份 下
,

.

a
其 中 : :朴一 “签(x

。 , “。 ; x ; z )
, 。长一

云
(x

。 , 2 。; x , 2 、
, “一

方
-

a为点 (x
。 , 二 。

)〔口口 , (或口口
2

) 处相对于边界口口
l

(或J口
2

) 的平面角 (即点 (x 。 , z 。

) 处相反 的

两切线 的夹角 )
.

式 (3
.

3) 是口
,上的边界积分方程

,

式 (3
.

4 )是口
2

上的边界积分方程
.

分别将区域 口
1和口

:

的边界划分为一些小单元
,

如图 3所示
.

利用边界有限元方法或边界

元配置法
,

通过对未知函数的插值和把积分变为在各个小单元上积分之和等步骤
,

把边界积

分方程 (3
.

3 )和 (3
.

4 )分别划为下述线性代数方程 组

A , X l = F , (3
.

5 )

A
:

X
Z
二 F

:

(3
.

6 )

其 中未知 函数X l ,

X
Z

中包含边界积分方程 (3
.

3 )
,

(3
.

4 、的未知函数在节点上的近似值
.

用边界元法求解自由边界问题 (2
.

2 )、仁2
.

8 )的步骤如下
:

l) 给定自由边界 (即固液交界面 ) A D 的初位置 S
。

(z)
,

取定精度
: > 0 和迭代因子 。>

o ,

令k = 0
.

2) 对给定 的A刀的位置S * (幻
,

求解由口
1和口

2

上的边界积分方程 (3
.

3 )和 (3
.

4 、的离散化

而得到的代数方程 组 (3
.

5 )和 (3
.

6 )
,

由此得到自由边界S * (z) 上口 l侧和口
:

侧的 x 方 向的导数

斋}
。 , 、 。

和
斋}

。 , 、 .
。

’

劣= J 自气Z 少一 U 一 ’ 一 ’

X ~ J 掩气z , 宁 U

3 ) 将 2) 中所求得的导数值

粤}
a x 一叉= S *(

z
)一 0

口“

口x x = S 倪(z
) + 0

代入式 (2
.

5) 中
,

若不等式

}、(
一

奥 1 一

粤} 卜
。五鱼孔丝) {‘

。

} \ 口x }二= s 、(
z
)一。 O x l、 = S *

(
z
) + o , a z }

在 S
*

(习上的所有节点处都 成立
,

则认为S
。厂z) 是自由边界刀D 的位置

,

转向4 、
.

否则
,

令

: * , 1
、
二二

, 一 :
,

‘: 二。+ 。

!
。

(会 1
二 _ : 。

(
二。一。一

会 1
二一 : 。(

二。+ 。

)

一 户
·

L
d s 。

(
z )

d 2
(3

.

8 )
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其 中
2 ,
为月D 上节点N 的 之 坐标 (它在A D 的位置进行迭代时不变化 )

,

令 k
: = 掩+ l ,

返回

2 )
。

封 利用 2 )中所得的边界
_

巨的函数值
u及其沿 x 方向的导数值

,

根据下述公式计算板坯内

的任一点 (x
。 , z 。

)温度伎

“(x
。 , 2 。,
一{

, 。。, ‘x
。 , Z 。; 0

, Z )
·

“(0
, Z )d Z

+ a

l
, 。。·‘X

。, “ 。, s · (二 )
, Z )“‘S 七‘: )

, ·
)d

Z

一}
, 。
二(x

。 ,

一 ; 。, ·
)
会

一

(0
, · )d ·

一(
, 。 ! ,·(X

。 , · 。 ; S ·(·)
, ·
)
会

(S ·
(
·)

, ·
)d一

·‘X l , 2 1
)一l

: ; 。’(x
l ,

一 ; ‘
, Z )二 (‘

, 二
)d

·

+ a

(
, 。。,

(x
l , 之 1 ; S 。

(
·
)

, ·
)
。‘S 。

(
·
)

, ·
)d

Z

+
l

, , “’ (x l , 二 1 , x , ”)
·

。。

(x )、
x

(义
。 , 二 。

)〔口 ; (3
.

9 )

一 。

l
。, (、、

, : 、; s
。
(二 )

.

二 )
尹 了ID

见图 3
.

d “

口x
(S

。(z )
. 2 )d z

.

(x
! , 二 l )〔口

2

(3
.

20 )

其中l为 A F 的长度
,

四
、

算 例

4
.

1 本文模型

C

l‘

11
飞刁

在计算时
,

利用了如下的物理数据 (采用厘米
·

克
·

秒制 )

k = 0
.

0 5 , p = 7
.

5 , c , = 0
.

16 ,
L = 6 5

hl = 0
.

0 0 2 ,
h

Z = 0
.

0 0 一, “。 = 1 5 0 3℃

u , = 5 0 oC
, 。2

= 2 5℃
, 切。

(x ) = 一5 3o cC

我 们取A C E F 为正方形
,

A C = E F 二 100 c m
,

刀F 一 C E 二

sc m
,
刃B 一 50 c m

.

将 月 C
,

E F 等分为 2 0 个单 元
,
刀F

,

C E 等分为 5个单元 (如图 3所示、
.

取每个 单元的中点为节

点
,

在每个单元上
,

未知函数用常数逼近
.

对自由边界A D 迭代时
,

月D 上节点的
z 坐标保持不变

, x

坐标变动
.

将A D 划分为 2 0个单元
,

其节点的
z 坐标 与月C 仁

的相同
.

我们在 IB M P C / A T 计算机
_

匕 编制P o r t r a n 程序进

行计算
,

取精度
。 = 。

.

00 1 ,

迭代因子 。 = ! ,

自由边界A D

的初位置为过A
,

E 两点的线段
,

其方程为S
。

(z) = 0
.

o 5 z( o

和初
.

边值条件

图 吝
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簇
z
《 , 0 0 )

.

迭代5次就达到所要求的精度
.

各次迭代的结果见表 1
.

(表 1中仅列出A D 上 1。个节

点处x 坐标的迭代值 )

裹 1 自由边界A D 上节点处x 的计算

111 000 2 000 3 000 4 000 5 000 6 000 7。

l
。。。

000
.

5 0000 J
.

00000 1
.

5 0000 2
.

0 0000 2
.

5 0000 3
.

00000 3
.

5 0 000 4
.

0 0000

000
.

56888 1
.

08333 1
.

4 6777 1
.

7 5 222 2
.

2 1 444 2
.

7 3 222 3
.

3 1 000 3
.

7 5 222

000
.

6琳琳 1
.

04 666 1
.

4 3 555 1
.

65444 2
.

01 222 2
.

6 5 222 3
.

1 1 111 3
.

6 7 000

000
.

6 6333 1
.

07 222 1
.

4 3444 1
.

61 000 1
.

9 3 666 2
.

5 8 111 3
.

1 0666 3
.

58444

000
.

7 0333 1
.

08111 1
.

4 3 333 1
.

6 0999 1
.

83000 2
.

5 3 666 3
.

1 0222 3
.

50777

000
.

70222 1
.

08000 1
.

4 3333 1
.

6 0111 1
.

82 666 2
.

5 2 222 3
.

4 5 111 3
.

4 5 111

从表 l可以看出
,

边界元法是很有效的
,

迭代几次就能达到满意的精度
.

我们又取初始边界 A D 为 A c 上的四 分之一 (或一半 ) 正弦曲线
,

方程 为 s
。

(: )一 5
.

00
·

s in (二 二/ 2 0 0 )(或 S
。

(z ) = 5
.

o o s in (二
z 八 0 0 )(o(

二
《一0 0 )

,

其余数 据同上
,

迭代 5次
,

也达到

精度要求
,

且其节点上 x坐标与表 1 最后一行 的值之差的绝对值小于 。
.

0 0 1
.

这表明我们 的算

法对自由边界 的初始位置是不敏感的
.

4
.

2 更简化的情形

为了将用边界元法求得 的数值解与解析解进行 比较
,

现将模型 (2
.

2 )~ 仁2
.

8) 进行简化
.

再做如下假设
:

l) 从 中间罐流出的钢水温度恒定
,

等于钢的 凝 固 点 温 度 uc ; 2 ) h l一 h
,
=

+ 00
.

此时
,

问题化为只在凝 固区域口
1上求解下列边值问题

口“

口之

a 口
2“

” 口x Z 在口
1中 (4

.

1)

A B

B C

A D

= 封 1

= 份2

(4
.

2 )

(4
.

3 )

(4
.

4 )

k遥竺
.

! 一 。L丝妙 )
o x l二 ·s 一z ) a 之

(4
.

5)

其中x = S (习为A D 的参数方程
.

取
“; ~ 1 2 0 0 ℃

,

姚 ~ 1 100 ℃
,

其余的物理和几何数据同上
.

容易得到问题 (4
.

1)~ (4
.

5) 的N e u m a n n 解析解
【“’,

其 中自由边界 A D 的位置可以表示

为
x 一 0

.

2 5斌万 (o《
2
《50 )

x 二 1
.

8 + 0
.

3 2
·

澎万二污。 (5 0《
z
《 1 0 0 )

我们利用边界元法求问题 (4
.

1 )、 (4
.

5 )的数值解
,

取精度
。一 0

.

00 01
, 。一 0

.

5。。o ,

其余

数据同 4
.

1
.

数值解与解析解在节点上的比较见表 2
.

由表 2 可 以看出
,

利用边界元法求得的自由边界的位置与由解析方 法求得的自由边界的

位置是很接近 的
.



1 1 2 0 李 耀 勇 张 自 吞

衰2 自由边界月D 位互的数值解与解析解的比较

节 点 处
z
值 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 80 9 0 1 00

边界元解 0
.

5 5 86 1
.

1 1 7 4 1
.

36 84 1
.

58 06 1
.

7 6 7 0 2
.

5 6 9 0 3
.

0 9 2 3 3
.

44 2 6 3
.

7 3 1 0 1 4
.

0 00 2

节点处
x
值

解 析 解 ⋯
。

·

5”9。 1
.

1 1 8 2 1
.

36 91 1
.

58 11 1
.

7 6 7 8 2
.

5 6 9 6 3
.

0 9 2 4
’
3

.

4 4 3 0
·

3
.

7 3 1 2
’
4

.

0 00 9

五
、

总 结

l) 本文 的算例表明
,

使用边界元法求解连铸 中的自由边界问题
,

除了具有使问题 降 低

一维
、

计算量小等边界元法 的一般优点外
,

对自由边界问题而言
,

由于该方法只 在 边 界 上

(包括自由边界 ) 列方程和进行计算
,

因而能够避免有限元法出现的单元畸变
、

计算失稳等

缺点
,

能适应任意形状的边界
.

2 ) 利用对连铸过程的数值模拟
,

可以为连铸机的设计和连铸过程的控制等提供有 用 的

信息
.

例如
,

通过改变A B
,

B C的长度
,

能够选择出最优的结晶器和冷凝器的长度
; 通过输

入不 同的 v值
,

确定合理的拉坯速度 , 可以将A C以曲线x = 酬z) 代替
,

对连铸器的几何形状

进行优化设计 , 还可 以将切。

(x) 做为输入项
,

对浇注钢水的最佳温度进行选择
.

本文 中的自由边界问题的模型和有关物理数据
,

作者 曾请教于西安交通大学机械工程系

的朱宪华教授及其他老师
.

对于他们 的热情帮助
,

作者表示衷心的感谢
.
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