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摘 要

本文对具有初速的有限长弹性杆与初始静止的有限长弹性地基梁的横向冲击 问 题 进 行 了研

究
,

用伽辽金原理求出了冲击力的近似公式并对结果进行了讨论
,

得出了有关结论
.

关健词 冲击力 弹性波 伽辽金原理

一
、

概 述

地基梁在工程中具有一定的应用
,

对于地基梁的动力学问题的研究是一个具有工程应用

价值的课题
.

弹性杆与地基梁的横向冲击情况是地基梁受冲击动载荷作用的基本形式之一
,

对于这个问题
,

直接的研究几乎很少有人涉及只有少数学者对于该问题进行了间接的研究
,

他们研究的力学模型是
: 无限长 梁 与 半 无 限 长 弹 性 杆 的 横 向 冲 击 作 用

〔2 1 一 L‘’, 其中

R a n g a n a th
,
5

.

‘“’和 C lif t o n
,
R

.

J
.

〔“’应用了 H e r t z 接触应力理论来建立冲击力与相

对挤压位移的关系
,

小高忠勇
,

中原一郎
〔落〕在研究该问题时作 了两个基本假设

:
假设接触应

力均匀分布及梁的直接受冲击接触作用部分可看作刚性块来处理
,

当然仅是指与弹性杆的截

面尺寸相当的一小部分梁元
.

本文对
一

有限长弹性杆 (具有初速 ) 与有限长弹性地基梁的横 向冲击问题进行了研究
,

文

中采用 了小高忠勇
,

中原一郎
〔们的两个假设

,

然后应用弹性杆的一维波动特征线理论建立了

冲击力与地基梁的速度变化及杆的初速之 间的关系
,

并用伽辽金法及积分变换方法求解了该

问题
.

对于这类问题而言
,

最重要而且最困难的就是求解冲击力
,

一旦确定了冲击力
,

其他

计算则是十分容易的
,

故本文只求解了冲击力 (本文求解限于线弹性范围内 )
.

二
、

力 学 和 数 学 模 型

如图 1所示
,

一根具有初速的有限长弹性杆 与初始静止的有限长弹性地基梁发 生 横向冲

击
.

假设
: 1

.

接触面上的接触应 力均匀分布
; :

.

直接受弹性杆横向冲击接触作用
_

的那部分梁

1 清华大学工程力学系
,
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无作为刚性块来处理
.

1
.

取地基梁为研究对象

对于时间才
,

取刚开始接触的瞬间为时间 t一 。的起点
.

运动方程
:

。 T
口
4 ,

, _

口
2夕

, .

二
_ .

乙 J

飞平
we

宁 价 万砰
一
个八

。, = 。 气x 一 x o jJ “ ) (2
.

1 )

初始静止
,

边界条件视具体条件而定
.

其中
: 夕

—
梁的挠度 ; E

—
梁的弹性模量

; 占(
二一 x 。

)

—
狄拉克函数多 I

—
梁 的截面惯

性矩 , m

—
单位长度梁的质量 ; j( 约

—
冲击力 ; K

。

—
地基的弹性系数 (假设地基是线

弹性的 )
。

2
.

取弹性杆为研究对象 (如图 2所示 )

有限长弹性杆具有初速
。 。 ,

在与梁接触的那一端受到冲击力了(t) 的作用
,

另一端自由
,

下面 由一维弹性波传播的特征线理论来推导冲击力f(t) 与地基梁的运动之 间的关系
:

( i ) 当。习 ( T
。

时
:

T
。
= 2 1

:

/ c
。

沿特征线 1一2 : 二:
+ p c o v : 二 a l + P c ov l

(2
.

2 )

其中a为应力 ; p 为杆的材料密度 ; 几为杆长 ; ‘。

为杆中一维纵波的波速 ; 对于冲击杆来说
,

A 端面是接触端面
,
B 端面是自由端面

,

整个 ( I) 区 (即三 角形A B C所围成的时空区域) 是

非扰动区
,

在 ( I )区内任一点应力为零
,

速度仍为初速巩
,

所以
, a l一 。, 。 1一巩多 又A 端面

与梁接触
,

故
。 2
二
口夕 (x

。 , t )
口t

= 夕(二
。 ,

约
, _

匕标
“ . ”

表示对时间求导数
.

式 (2
.

2 )即
:

lll 份份
偏偏二弄石二二二不二哀二二二二二= 二

一一
rrrrr
长长 lll

图 1 杯与地签梁的冲击 图 2 波传播特征线

J :
= p c ov 。一 p c 。” :

= 户c 。”。一 p c 。夕(x
。 , t)

冲击力
:
f。) = a Z

·

A = p c 。刁。
。一 p c o

A
·

夕(x
。, *)

即
:
f(t) = K

。。一 K 夕(x
。 , t) (o习( T

。

)

其中
: A 为弹性杆截面积

,

K = Pc
。
月

(11) 当 7
’ 。

毛才( 2 7
’
。

时
:

(2
.

3 )
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沿特征线 2一 3 : a : 一 p ‘。”: . a : 一 p . 。” :

其中a
二 o (因为B端面自由)

,

上式即
:

P e。” 3 == Pc 。”: 一 a :
(2

.

4 )

沿特征线3一 4 : a 3 + p c。”3 == a ‘+ p c 。”‘,

即:

内 = p c 。”3 一 p e 。”. (2
.

5 )

把 (2
.

4 )代入 (2
.

5 )
: a ‘== p c 。”。一 p c ov ‘一 Za : ,

即
:

a ‘= Pe 。。。一 p e 。夕(戈
。 , t ). Za (t 一 T

。

)

冲击力
:
f(*) = a ‘

·

A = 刃p c
ov 。一 A p e 。夕(

x 。, t)一 ZA a (t一 T
。

)
,

亦即
:

f (t)= K 口。一 K 夕(x
。, r)一 Zf(才. T

。

) (T
。

习《ZT
。

) (2
.

6 )

(111)
。T

。

习簇 (
n + l)T

。

时
:

通过分析不难得到
:

f (t)= K v 。一 K 夕(
x 。, t)一 Zf(才一 T

。

)一 Zf(t一 ZT
。

)一
·

一
Zf (t一

。T 。
)

(
n = l , 2 , 3 ,

⋯ ) (2
.

7 )

不过通过下面的具体求解发现
,

对 n > 2的情况无需考虑
,

因为冲击过程在此之前已结束

了
,

弹性杆与梁之 间已分离
.

3
.

接触条件

在冲击过程中弹性杆与梁保持接触
,

在接触作用力大小相等
,

方向相反和位移连续
,

这

两个条件巳包括在方程 (2
.

1 )和 (2
.

3 )(2
,

6 )及 (2
.

7 )式中了
.

此外
,

在整个冲击过程中
,

弹性

杆与梁保持接触
,

冲击力j( 约> 。
,

当求解计算中一旦出现 f( 约< o ,

则表示弹性杆与梁已分

离
,

冲击过程结束
,

计算即可以终止
.

三
、

求 解

1
.

取地基梁为研究对象

设g (x
, 才) = F (x )

·

T (t ) (5
.

1)

其中 F (x) 为假定的挠度分布函数
,

取为单位静力集中载荷作用下地基梁的挠度函数
,

可在满足所研究的具体的地基梁的边界条件下求 ,解 E l
少F (劝
d x

4 + K
。
F (% ) = 占(x 一 x 。) 即可

得到
,

也可以以有关工程手册中查得
,

把 (3
.

1) 代入 (2
.

1)
,

其误差为
:

「 一
,

d
4
F rx )

.

, _ _
, 、

1 _
、 _

_
, 、

、
‘

L L尤 , 犷) = L乙
z
一石夕一

一 + 八
。户 (义) ]

’

了 (t) + 川户 (x )
’

I (‘)一 “(戈一 x 。

)j (t )

显然 (3
.

1) 式能满足 (2
.

1) 的与时间无关的边界条件 (指一般的简支
,

固支
、

自由等边界条

件)
.

由伽辽金原理
:

J:
L (

X , , )
·

二 (
二
)。二一 。

即 :

买{!
E ‘里影丝

+ K
O
F (·)〕

·

T (, ) + tn F (·)
·

犷(,卜“(

一
。

)
·

, (, )}
F (·)、X 一 。

(3
.

2 )
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利用 F (x) 的性质
,

并对 (3
.

2 、进行整理即得
:

2
“

(, )+ 。 Z
T (r卜。 Z

f (r) (3
.

3 )

其中
: 。艺

里工乒
, A ;一 。

{
‘

尸
“1 1 J U

对 (3
.

3 )关于时 间t进行

V (x
,

o ) =

L a Pla e e

(x) d x

变换
,

并利用初值条件
,

地基梁初始静止
,

因此
,

夕(义
,

o )= O

从而有
:
了 口)一 少(o ) = 。 即可以得到

:

犷(s )
。2

扩 + 犷
了(

s ) (3
.

4 )

其中 上标
“

、
”

表示变换后的函数
, s
是与你寸应 的变换量

.

2
.

取弹性杆为研究对象

当。、,

、
。

时
:

(
:

。一

普)
由 (3

.

1)可知
: 夕(x

。 , t )二 F (
x 。

)
·

T 。)代入 (2
.

3 ) :

冲击力
:
I( 约= K 。。一 K F (x

。
、

·

T (约

对 (3
.

5 )关于才进行 L a p la c e 变换
,

并利用初值条件

了 (0 ) = o

即得
:

, (
:
)一 K 。。

·

音
一 K F (x

。

)
·

:
·

, (: )

把 (3
.

4 )代入上式并化简得
:

r 1 K F (x
。

)。
艺

川 : 少一 八”。

L丁一 班干J 千天万任万面飞

(3
.

5 )

又令
:

了(
s
)

。二 笙鱼生旦2望{

一 K 。 。

「生
-

L 万

则
:

2 O

币千a)
2
+ 扩一矿

(5
.

6 )

对于 (3 6) 或j(
、

: ”

的 L a p la c e 逆变换可分三种情况进行如下
:

1
.

当。> a 时
:

令 b : = 材 面二一 a

则 (3
.

引 即为
:

击力
:

子‘: )一 尤。 。

f生
-

L 谷

厂
了

嘿一了
一

}
,

对该式进行 L a p la c e 逆变 换即可求得冲
又￡十 “ )

一

十 o 玉 」

, (才卜 K 。 。

(卜
一

子
·

e x p 卜
“‘15 ‘n “!‘ (3

.

7 )

当。二 a 时
:

(。
.

。)即
:

, (
·
)一 K ·

〔
1 Z G

s
(
s + a

)

,

再进行 L a p la c e 逆变换即可得
:

f(t) = K
v 。
(1一 Z a t

·

e X P [ 一 a 才j)

当。< a时
:

令 b : = 斌
。 2 一 。 :

(3
.

8 )

一 一
、

一
, , 、

二 「 1 Z a

贝u(“
·

6 )即
,
J 气S ) = 八 “ 。

L百一
不不不习汀

再进行 L a Pl a c e 逆变换
:
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, (,卜 K 一(
‘一

誉
·

e x p 〔一 。‘〕
·

。‘n h 6 2‘

)
需指出一点

:
在具体问题计算中

,

如果出现了
,

j( t) < o ,

就表示冲击过程结束
,

(3
.

9 )

可 停 止计

算
,

否则
,

继续求解计算
.

(i i) 当T
。

习《 ZT
。

时
,

并假定在。习( T
。

时未出现j( 约< 0
.

冲击力
:

f (t)= K
。。一 K F (x

。

)
·

T (t)一 Zf(t一 T
。

) (3
.

10 )

比较(3
.

1 0) 与 (3
.

5 )式可知
,

当t > T
。

时
、

冲击力j( t) 受到经过弹性杆自由端反射后再传播到

接触处的反射应力波的影响
,

因此
,

在进一步求解之前应首先研究一下在 t = T 言时刻是否 出

现冲击过程结束现象
.

(本文中T 右表示T
。

的右极限
,
T 石表示 T

。

的左极限
, o 十 表示 。的右极

限 )
,

由(3
.

1 0 )可知
:

f(T 右)二 K
。。一 K F (x

。

)少(T 右)一 Zf (T 右一 T
。

)
,

即

f (T 韵 = K
。。一 K F (x

。

)少(T 右)一 Zf(o
十

)

由 (3
.

5 )可知
:
f (o

十

)二 K vo
,

代入上式
,

即得
:

f(T 右) = K
。。一 K F (x

。

)少(T 右)〕一 Z K
。。

(3
.

1 1)

又夕(x
。 ,

t) = F (x 、少(t )应该是连续的
,

因为地基梁只受到有限大的外力作用
,

其运动 的加速

度是有限的
,

从而其运动速度应是连续的
,

即

夕(x
。,

T 古) = 夕(x
。 ,

T ; )

从而有少(T 韵 = 少(T 劝于是有
:

K v 。一 K F (x
。

)少(T 右) = K v 。一 K F (尤
。
)少(T ; )二 f (T ; ) (3

.

1 2 )

把 (3
.

1 2 )代入 (3
.

1 1)
:

f (T 言) = f(T 石)一 ZK v 。

(3
.

13 )

由(3
.

7 )、 (3
.

9 )可知
:

K ”。

(
, 一

誉
·

e x p 〔一 “T
。

〕“‘n b ! T 。

)
K
。。
(1一 Z a T

。 ·

e x P [一 a T
。

〕)

K 一

(
‘一

餐
e x p 〔一 “T

。

〕“‘n h “
Z
T

。

)

(5
.

1 4 )

了fl少、.11、

一一
、
,声.OTf

、.

护
‘

下面分三种情况来分析f (T 言)是否为负值
:

1
.

当。> a 时 :

_

, _

一 Za 、
, . 、 .

~
.

_
_

二 卜 . , , , ,
一

, 、_
、 ,

_
、。, 、

田士 一

瓦夕O L本又甲PJf 有常数
, ”。, “ , 。 , 。 , , O , ,

八 寺竺都为止数 ,
, ”X p L一 “rJ刀

一衰减的正数函数 (t > 0)
.

如果
: s in b : T

。

> o 则j(T 石)《K
v 。

代入 (3
.

1 3 ) :

f(T 扔《一 K 。 。 即 f (T 右)< 0
.

当 : 。‘n “IT
。

< 0记 。“, 一

尝
e x p 〔一 “‘〕s‘n “1‘

,

则在‘〔〔。
,
T

。

, 区间内。“, 至少有一个极值

点
,

而且第一个极值点是极大值点
,

该极大值为正数并且绝对值也一定是最大的
,

这一结论

只要分析一下川t) 是一个幅值不断衰减的振荡函数等性质即可证明
,

记川t) 的最大值为州 t。)

(t
。

为第一个极值点
,

也是最大值点
.

) 因为进行T
。

习《ZT
。

区间求解的前提就是在

o ( 才《万
,
。

时
,

f(t )> o ,

因此有
:

当 *〔[o
,
T

。

〕时
:
f(t) = K 口。[一 g (t )〕》o
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从而有 g (t)《 l及g 汁
。

)簇 1 ,

由于 {夕(T
。

)】( g (t
。

)
,

即 】g (T
。

) {< l ,

可见 :

f (T ; )= K
v 。 [ 1 一 g (T

。

)l< ZK
。。,

故
:

f (T ; )二 f(T ; )一 Z K 。。< 0 ,

即
:

f (T 韵 < 。

2
.

当。 = a
时

:

显然 Z a T
。

·

e x p [ 一 a了
、。

〕> o ,

f(T ; ) < K 。 。 (当然f (T 石)> o )
,

故
:

f (T 畜)二 f (T ; )一 ZK
”。< 。 即f(T 右)< o

3
.

当。< 。时 :

文

由于
登

e X p 卜
·T

。

〕“‘n h“
Z
T

。

> 。 因此
: 。( f‘T ; , < K ”。 ,

从而 :

f(T 言)= f(T
。

)一 ZK 。。< o ,

即f(T 右)< 。

综上三种情况所述
,

总有了(T 言)< 0

因此可以得出结论
:

当才一 T 右时
,

冲击过程结束
,

弹性杆与梁分离
,

因此冲击力 为
:

K 一
(

, 一

尝
e x p 〔一

,〕s‘n “1

t’)
K 。 。

(l 一 Z a te x P [ 一 a t」)

K 一
(

, 一餐
一 e x p 〔一

‘〕s‘n h“
2 ,

)

(。>
。, o芍《T

。

)

(。=
a , o《t《T

。

)

(。<
a , o《t《T

。

)

(t> T
.

)

(3 一 5 )

Z‘.,l少
J

es

、l!
t、

一一
手‘

口

护
‘

(3
.

15) 中各常数定义见文中有关各式
.

四
、

分 析 和 讨 论

分析本文的求解过程 与结果可以得到以下结论
:

( l ) 本文的近似解能精确满足问题的边界条件
,

初值条件
,

弹性杆中的一维波动方程

(一维弹性波沿特征线传播 ) 及近似满足地基梁的运动方程 (用伽辽金原理近似满足 ) 故可

以认为
:

本文解答能 近似地反映实际的冲击力
,

同时冲击力公式显得十分简洁
,

因此
,

使用

十分方便
.

( 2 ) 冲击力f( t) 取决于弹性杆的冲击初速度
,

杆
,

地基
,

梁的材料性质
,

几何尺寸
,

梁的边界条件
,

初值 条件
,

冲击处的位置
.

( 3 ) 冲击力的大小与弹性杆的初速成正比
,

冲击力大小与系数K 有关 (K = Pc aA )
,

但

与弹性杆长度无关
,

这说明冲击力大小与弹性杆的材料性能
,

截面尺寸有关
,

而与弹性杆的

质量无关
,

弹性杆的长度仅决定了冲击过程可能持续的最大持续时间
: 丁

。
一

普
,

当然
,

也

有可能在才< T
。

时冲击过程 巳结束
,

视具体情况而定
.

( 4 ) 在 广一 o时刻
,

冲击力达到第一峰值 K ”。 ,

以后是否还出现峰值及峰值的大小视具

体情况而定
.

( 5 ) 在求解结果 (3
.

15 )式中
,

若令几。 co
,

即T
。

。 co 则就可得到半无限长弹性杆与有

限长地基梁横向冲击情况时的解答
,

显然结果不变
,

只是T
。

、 co 而已
.
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五
、

结 语

本文求解了有限长弹性杆与有限长地基梁的横向冲击问题
,

得出了冲击力的近似公式
,

并推广到了半无限长弹性杆时的情况
,

从本文的求解过程可知
,

该冲击力公式可以近似反映

实际的冲击力
,

具有一定的工程应用价值
.

[ 1 ]

[ 2 ]

[ 3 ]

[ 4 ]
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