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摘 要

本文分析了一种非定常振荡的不稳定性问题
.

其特点是
.

应用偏微分方程特征理论以及 O 一S

方程特征值的展开
,

求解扰动波的相函数而不是预先给定扰动彼的波 动 形 式
.

本文研 究 平 面

Po i se u ille流与其垂向振荡流的组合流动系统
.

对于连续振荡源导致的波包演化
,

该系统存在 不

稳定性
。

关. 祠 C五a r p s it方法 相函数 P fa ff ia n 方程

一
、

引 言

本文研究在上平板有一运动截面的二维槽道流动
,

该截面在磁力作用下做周期性上下振

动
.

这样的流动被广泛应用于医学工程中的人工供氧系统
.

这种通道流由两部分组成
:
一是

由压力梯度驱动的平面 P oi “ui n e 流而另一部分则为类似流经二维压力轴承的振荡流动
.

这种通道流跟描述两平板间距的函数h( X
,

T )有关
.

如果用 H (T ) 表示运动截面的振荡

则h( X
,

T )可以视为H (T )在全区域的一种延拓
.

h( X
,

T )与运动截面之比是一小量O (1 0
一 ‘

),

基于这一事实
,

本文采用窄缝近似
.

关于流动稳定性的大多数研究只是涉及平行剪切流
,

采用的方法是先给定扰动波的波动

形式
,

如e x P[ ‘(
a x 一 ‘舀 〕

,

然后确定特征值a 及。 ,

本 文研究的流动是时间和两个空间坐标的

函数
,

因此
,

上述方法是不适用的
,

需要一种新的稳定性分析方法
.

因为通道流依赖于变量T
,

X 及刀
,

那么
,

稳定性方程的系数必定是T
,

X 及刀的函数
,

显

然
,

这组方程不存在 T
,

X 及叮的指数型解
.

为此
,

假定扰动波具有以下形式
.

, (x
,

: )。x pf粤。(x
,

: )了[。
。

(。
,

: )+ : 。 , (。
,

: )+ ⋯〕
L U J

(1
.

1 )

此处X 及刀分别为平行与垂直平板的无量纲坐标
,
了为无量纲时间

.

在第二节中
,

我们从N 一S方程出发
,

采用窄缝近似得出通道流的基本特征
.

然后
,

在第

三节
,

采用C h ar p s it 方法
,

导出扰动波的相函数O (X
,

7 )所满足的微分方程
.

从而
,

该流动

的稳定性问题归结为寻求偏微分方程解的问题
.

同时
,

应用 F or s y t h理论讨论了方程的适定

性并给出了它的通解
.

最后
,

本文求出连续振动源 引起的扰动波的初值问题的解并讨论了该

系统的不稳定性
.

1 9 9 3年6月20 日收到初稿
.
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二
、

通 道 流 基 本 特 征

2
.

1 控制方程

我们考虑不可压缩流体通过图 l所示系统
,

设运动截面的长度 为 2b
,

两平板间的 间隙为

2a, 取下平板上正对运动截面中点处为坐标原点
, ‘ 轴平行于壁面而与壁面垂直的方向为 y

轴
.

相应的速度分量为
。 和 。 ,

压 力为 P
,

用 t 表示时间
,

劝表示流函数
,

则 流动 的控制方

程为
:

口雪
一

.

刃丁 , .

a 不
~ v V

Z

亡(2
.

1 )
_

{h(x
·

7
’

)

U 1

此一、即一?尤一、
即一由

式中 亡= 一 V
Z

叻 (2
.

2 )

, 表示流体的运动粘性系数
。

我们选U
。

和b为无量纲化速度和长度的特

征量
,

并且定义下列无纲量变量
:

卜一花r 一~

圈1 人工供妞系统示惫圈

: 一

粤
,

X 一
会

,

雪

U
。

才 了
’ 。 a

丁-

一
~ 丫

。
O ~ 、

-

a 口 O }
X

~ 万
, 刀=

~
, ; ,

功
相 岁 ~ 百两

~

U LJ O

(2
.

3 )
X

a
a h (X

,

T )

式 中 占量小量级 (l。
一弓

)参数
.

由流体运动方程得

* 一

黔
,

*一夸
一。R ‘,

·

‘,

R 是雷诺数
,
R 。
是流体惯性的一个度量

,

在润滑理论中称为修正雷诺数
,
己及R .

皆为小量
.

将 (2
.

3 )定义的无量纲变量代入流体运动方程 (戴 1 )
,

我们得下面含有两个小参数占及刀
.

的方程
:

(箭
一、
午命)vz

二 +

责臀
一

易
、

2
梦 一

贵
一

晶
梦

会
v
“
梦一“

一 ‘
V ‘梦

(2
.

5 )

式中
口

2
_

一 日
2 ,

日h

v
‘

一
窗

一

十平万护
~

, ” ,

一丽
(2

.

6、 2
.

7 )

其对应的边界条件是
:

一。
,

尝
一O

一。
,

纂一、

(当 叮= o )

(当 刀= 2 )

(2
.

8 )理一、刃一助

梦= 梦 (X
,

刀
,

T
, : ,

占
,

R 。 、

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

2
.

2 基本流动

由上面的分析可以 看出
,

流函数劝不仅是变量X
、

占
·

刀 和T 的函数
,

而且 与参数乙和 R 。 有

关
.

这就启示我们寻找下面形式的逼近解

渐近解
,

对于层流未扰动流场
,

有

,

将流函数展开成乙及R 。的幂级数找出 (2
.

5、式的

梦 a = 梦刀0 0 + 占梦 , z。+ R 。岁 B 。1 + ⋯

此处吵
, ‘,是X

, 勺, :
及T 的函数

.

(2
.

1 1)
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将展开式 (2
.

1 1) 代入方程 (2
.

5 )
,

并且归并占和R 。的同幂次项
,

可 以得到一组序列方程
,

其首次逼近式为
:

l 口
.

1 口
吸一了厅;

一

十 下 一 一二二
. 一

岁 B 。。

\ (j l n o 叮 夕雪 h 刁睿
岁刀。。

J刀
v ,
梦 , 。。

一 R
一 ‘
v

‘
梦 , 。。

(2
‘

12 )
、、.夕了尸一刀d一

、口(一门O

忽略对流项得
:

l 口
2

.

1 口
2 、

气百驴
~

十平万了)
少 B 。。

二 O (2
.

13 )

而功
, 。。

需满足边界条件 f2 8、及‘2
.

9 )
.

钱通过该系统的流动由两部分构成
,

一个是流体通

过压力轴承的运动
,

它的作用象弹簧加滴漏应一样
,

另一个是平面 P oi “eui lle 流
.

我们令

梦

一
X 犷。

‘。
,
T , + 备

R ·

(
。2 一

合
。3

)
式中 R ,

表示平面P o io e s ille流雷诺数
.

将 (2
.

14、代入方程 (2
.

1 3 )
,

3 1
,

1
.
\

,

厂 。
= 一下吸刀

-

一育泞”
n T

‘ 、 J ,

(2 一 4 )

我们求 得未知函数

(2
.

1 5 )

层流运动的速度分量为
:

U 口=

犷B =

一

普‘
X ”一R ·)“

一

‘”’

一

粤
‘

(
。2 一

含
。3
。
’

)
”·

(2
.

1 6 )

(2
_

1 7 )

式中 刀伪) = 2刀一冲2 .

如果令刀= 一+ 夕
,

则U可以变成平面P o is e u ille速度U 勺) = 1 一夕2

流场的压力分布则由下面的方程求得
【”,

上兰边一
, ,

P 口X

口
2 , ,

一: : - ; 厂 U 凡

口y
“

式中 p 表示流体密度
, x 和 , 是有量纲的坐标变量

.

程
‘3 , 。

将U
a

代入 (2 一 s)积分得

(2
.

18 )

方程 (2
.

1 8 )在润滑理论中 称 为雷诺方

3b
P = 一

—

ZPvU
a ”

hs 丫华一
* , x + ,

。

、
、 乙 /

(2 1 9 、

p
。

是 由p 在x = 士 1处的连续性决定的常数
.

同时以上推导还说明雷诺方程 (2
.

St
o k e : 方程的首次逼近

.

我们
一

没振荡截面的运动速度是下列函数砂丁的导数
.

h (X
,

T ) = 1 + K (X )H (T )

由于运动截面的运动垂直于槽道的壁面
,

函数K (X )必须满足关系式

, 8 )是 N a v ie r -

(2
.

2 0 、

尤 ‘X) 一

{
a (e o n s ta n t )

O

〔当 IX !< l、

(当 IX I> l )

lim
X , i +

lim
X * 1 -

d K
d X

0 ,

1im
X * 一 1 +

d K

d X
= 。,

lim
X 一 一 1一

d K

d X

(2
.

2 1 )

(2
.

2 2 、
一一

K一Xd
一d

K (x )在 x 一 士 1 处间断
,

然而它的导数在整个区斌连续
.

同时
,

假定运动截面在初始时刻
,

与上平面在同一位置
,

即H 勺
_

, 一 。
.

三
、

流 动 稳 定 性 分 析

3
.

1 扰动波方程

梦= 岁 , + 岁
/

(3
.

1 )

式中 劝B
是层流通道流的流函数

,

训是小扰动的扰动波
.
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将(3
.

1) 代入方程 (2
.

5 )
,

得势
,

所满足的方程

l 口
。 _

hr 口 、 _
, , , , , ,

1 3 。
, 、 , 、, , .

。
、 。

口 _
, , r , ,

灭
一

.

瓦厂一
“, 万

-

刁不) v
一

岁
’

十下万“ 叨八 一‘ ” , , It , ) 。豆牙v
一

犷

.

1
。 ,

。
, , . 、 , , 、 .

。
, 。 。、 ,

口
, r 一 ,

占f 3 /
,

l 八
,

宁矛 L甲
‘

’“ , 十人 “ r , , 十口‘“
一

月
一

而
~ 岁

‘

一万L一 百气叮一 了,
一

,
“ ,

3 hx

一万万

.

一
、

1 口
。 . _
二 1

。

口

仪刁一刀
“

八 一人 n , 十式a) 卜万二二 V
“

岁
‘

一了 O
一

.

万压万V
“

岁
‘

J U ,I , ‘ 以 z ‘

·

【号声
U , ,

卜X ”· + R ·
, + O ‘“

2

, 1
一“

一 ‘
v
‘

梦
‘

(3
.

2 )

设训为一具有相函数O (X
,
T )

,

沿x 轴方向传播
,

随时间T 增长 (或衰减 ) 的 非 线 性波

系
,

而且依据
“

窄缝逼近理论
” ,

设它与运动截面到下平面的距离是可比的
.

这样
,

我们在下

面分析中
,

将寻找如下形式的解
.

, (x
,
: )。x p f粤

。 (x
,
: )1[。

。

(。: ) + 。。
1
(。: )+ ⋯ ]

L O J

(3
.

3 )

式中 A (X
,

T )是相关振幅
,

咖为依赖变量 , 和T 的振幅函数
.

将 (3
.

3 )代入 (3
.

2 )得到含参数O及h的导数的常微分方程序列
,

其首次逼近式为
:

_ 2 1 口
2 ~

.

、 ~
.

3 f 。
、 、, , .

。
、

八 1 1 )口
2 。

,

、~
f日

,

l诀买气
一

一日乡1中
。

+ 子会U (叮) (一 X h , + R , ) 日x
《么

~

资了 一 O蚕】巾
。

’

口 ?

气h
Z

矽刀
2 “ x l‘

。 ‘ Zh 一 、
’

‘ ’ 、 “ ” ,

” “ ’ ‘ 一 人
、h

,
口刀

2 一 关

I一
。

一

责
U

, ,

‘一 X “· + “
·

’。· ,
。
-

1 1 1 口
2 ~

.

、

二子 . 石 尸二 -

一 曰冬 .
扰 \九

一 o 刀
一 “ /

中
。

(3
.

4 )

即 「叭功
一
菩

L J

O T h

(X h
, 一R , )O x

一

!于 Rh ‘一X ”
·
+ “

〕(奋
一”

’
”头)

,
。一右

, , ‘
。

)。·

」
一 ’

(斋
一”

2
。;
)
“

,
。

(3
.

5 )

,

~
二

2 0
,
h

如朱令 了 (x h , 一R ,
)‘

-

h
Z
o } = a Z

号
R ”(一X h· + “·

, ”
X 一 a R

‘

(3
.

6 a )

(3
.

6 b )

(3
.

6 e )

、.夕户

�‘
.

心J
J

f
、

则方程 (3
.

5 )与平面P o i s e u i lle 流O r r 一S p m m e r f e ld 方程相同
.

其边界条件为
:

巾。
(0 ) = 中毛(o ) = 中

。

( l) = 巾急( l) = o

四阶常微分方程 ( 3
.

5) 和边界条件 (3
.

7 )构成一特征关系式

, F
, ,

。
,

3 。
, , 、, , .

n
、

。
厂 l 月 一

廿 i 一 丫犷 式刀 气一人 月T 十兀 刀) 口X -

L 一
’

艺

2 0 , h
一了不刁禹不不礴斤

_ ( 3
.

8 )

而且函数F 与O r r 一S o m m e r f e ld 特征关系式

F (a
Z , a R , c

) = o

是同一的
。

对于未知函数 日 (X
,

T ) 和 h( X
,

丁) 而言
,

程
.

下面我们将讨论它的解
.

( 3
.

9 )

方程 ( 3
.

5) 是一个一阶非线性偏微分方

3
.

2 C h a r P日i t方程及解的适定性

现在我们讨论用 C h a r p si 乞方法求解包含一未知函数F 的方程 ( 3
.

5) 的数学问题
.

为此令

e
,

二 P
,

e , = q ,

则 ( 3
.

5 )可以写成下面的一般形式
:



一种非定常振荡流的稳定性分析 2 75

。 f
, , . ,

3 n
, ,

。
, .

。
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2
厂 I n 一

P一 下
一

It n L一人 n , 个八 ) P , 下,

L
.

乙 J

q h

(X h, 一R ,
)P}

一 。
(3

.

1 0 )

其特征方程 (C h a r Ps it
’

E
.

Q
.

)是
【弓’

d x

2几
“
夕尸 ; + 粤刀人(一x 人

艺

, + R ,
)F二互二二巫二二泛

-

3 (X h , 一 R a
)P

么一 “

(X h, 一R ,
)P

一d P

F
3

d T

兰 h 尸
_

2

3

d日

2 *
“
夕

2
尸 1 + 粤刀人(

一x 。, + 刀,
)户F

:

乙

一d q

一 C (X
,
T

,

h
,
P

, g ) D (X
,

T
,

h
,
P

, g )
(3

.

1 1)

式中 F , ,
F

:

和F
3

分别表示F 对特征参数a Z , a R 和‘的导数
,

且分母中的函数C (X
,
T

,
h

,
P

,

刃

和刀(X
,
T

,

h
,

P
,

哟分别为
:

e (x
,

犷
,

,
,

夕
, 。)一 : 、, 二户

2

尸 , + 冬[、(一 x , 二 , 一* ,
)一 x 、x 、, + 尸, 、二]夕F

:

‘

29 「 h , h (X hx , 一h ,
)1 。

, ~ 了万二尸 l
户

, 吞下一一一万布一
一

一 万下丁了一
.

—
石产可r .f 3

j 夕 L A 刀 , 一IT 习 、A “ 了 一八 刀) J
(3

.

1 2 )

D (X
,

T
,

h
,

,
, 。)一 2”hX ,

’

F l +
普

, R ‘”, X + ”·R一X ”h, ,
)F

:

Zq 「
, ~ 一丈下:, l

j P L

hr hX h牙r

X h , 一 R ,
(X h , 一 R B

) I
F

3

(3
.

1 3 )

经线性组合
,

得 (3
.

1 1) 的等价方程
:

d x

2h
夕尸 ; + 粤尸、(一 x 。, + 尸, )尸

2 一粤了万了

卫一
尸

3

艺 3 气八 月 , 一八刀 )夕

q h

d T

Z h 县
万 7 7 百丁二万丁不不F

3
.

d O

Zh
“

, F l +
普

R h‘一X ”
· + R ,

, , F :

d o 一Pd x 一 q d T

0

卜价 l
_ _ _

h , , 、
j .

h
, , , , .

~
, , ,

_
‘ , .

~

二
_

、

代
‘+ X

带少
““+

带Xd
, 一E

(X, T)( , + 州T)

0

(5
.

1妞)
函数E定义为

E( x
,

T) 一
汀* , 一 x 五罕丛

一

+ xh
, 二

、
n 、 n l

(3
.

1 4 b )

除后面两个线性组合以外
,

的线性组合
。

为了求得全微分形式
,

线性组合
,

使得方程

不可能有分母为零的情况
,

因为不可能有第三个对应于分母为零

我们引入两个积分因子G 和 Q
,

它们分别对应于分母为零的两个

「 /
. 、 ,

h
, Y 、

, .

h
, , , , ‘

一
、 , _

、 、 ,

~
. ,

。
、

1 0
. , ,。 _ _ , v _

_
, 。

、 l 、

! 一 ! l十人 一云二 Id q 十 一亡二人 以P 一 乙 (人
, 1 八口廿十 q 以 1 ) l叼个 气u 口 一 尸u 八 一 甘u l ) LI =

. ,

‘ 、 “r , “ r J

(3
.

15 )

为全微分
.

此处G 和Q依赖于X
,

T
.

日
,
p

, q及h
.
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一
一

一
一

,

一
-

一 ~

一
一
一

—
一一

—
一 一 一 - 一

.

一
一

一
为了简便起见

,

将 (3
.

5 )写成标准形式

艺凡dx
‘二 o (3

.

1 6 )

式中 x ‘和X ‘
分别表示

xl 一 q ,

从 = X
, x :

= P, x ‘
一 O

, x 。
~ 7

1

x
:

一
3
G

,

、
。

一鲁
Q

(3
.

1 7a )

及 xl 一(l+
X

鲁妈
X

‘
= G 一 D (x

: , x 。

)
,

X
6
= 一 x l [G + D (x

: , x 。)Q〕

依照F o rs y 七h
’
8 理论

,

(3
.

16 )可解的充分必要条件是
a 。 , 二

X
,

+ a 。 , ,

X . + a , , 。X
。
= o

对于 (m
, n , r

)在序列笼1
, 2 , 3 , 4 , 5 }中取任意三个的组合都成立

.

中只 有六个是线性独立的
〔‘二.

式 中系数价
, 则由下式定义

:

(3
.

1 7 b )

(3
.

1 8 )

这共有十个这样的组合
.

但其

口X o d X
。

阮
, “
一豆石

~

一石又奋

口X
二

口X
r

‘
, ,

一百天丁一不砰

口X
,

口X 。

‘
’ ”一 瓦蕊

.

一不万

了3 x g )

由条件 (3
_

15) 可以推出下列结果
:

兰望二、
月

产
,

(3
.

Zo a )

由于希望d e 一 Pd X 一q d T是全微分
,

其积分因子Q铸 。,

则有

G H
“

_
一 H

O

(2
.

Z o b )

口 I G 、
.

G I G
-

瓦可气飞丁
一

夕十
-

百
-

叹
‘

百
万

产 、

十下下一万少下不产 刃‘ U
1

.

1~ 注、 2 1 1

(3
.

2 1 a )

积分得运动截面与底部平板的距离函数H (T )所满足的微分方程
:

H
11 a

H
’

万了 ~ (l + K H )
‘/ “

(3
.

Z lb )

根据运动截面的运动特点
,

取K 三 1 ,

H (0) 二 1 ,

积分两次得

H (T )= (l 一 。T )
口 一 1 (3

.

Z l e )

且 h (X
,
T ) = (1 一

。T )
“

(3
.

Z ld )

式中 a 和 。
为 两个参数

.

当 }X !> 1 , 。 = 。时 h( X
,
T )= 1 ,

描述运动截面以外的 情况
.

当

】X l< l运动截面向上运动时
, 。< 0 ,

肠> 0 ,

运动截面与下平板间的间隙增加
.

当运动截面

向下运动时
,

取
。> 。,

则场 < o (见图 2 )
.

C
.

将 (3
.

2 0 b) 和气3
.

2 1 d) 代入方程 (3
.

12 )积分得一全微分形式的附加方程

(Z
a 一 1), + (1 一

a
)X 尸 一含(1 一

: T )一 “
1

将 (3
.

2 1d) 代入特征关系式 (3
.

1 0) 所得方程 与 (3
.

2 2 )一起构成对于未知函数

由此出发
,

求解相函数的 P ffa fi a n 方程

d o 一 Pd X 一 q d T = o

(3
.

2 2 )

P和 q 的方程组
。

(3
.

2 3 )
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3
.

3 P ffa fia n 方程的通解

让我们从求解P和q的方程组着手
,

求方程 (3
.

2 3 )的通解

{
(Z

a 一 l)。+ (
a 一 l)X , +

(告
一T

)
。一 k l

F

[
a Z , a R

, ,

号」
一 “

(3
.

2 4 a )

(3
.

2 4 b)

式中 F是由四阶常微分方程所确定的特征关系式
,

显然该未知函数将引起求解 上 的 困难
.

然而对于一些特殊的
“值

,

如
a = l ,

我们还是可以 由 (3
.

24 )求得p 和q的
.

,竺
1 0 0 2 0 0 3力 0

(a )运动截面向上振动

4 D0 5
.

0 0 2 0 0 雌 00

(b ) 运动效 面 rn] 下振动

- 三 _

_
_

_ _ ~ ~ J _

已 O口 吕 0 0

图 2 通过供妞系统的签本流场

此时(3
.

24 )成为

。 一‘生
一了、。=k

工

\ 乙 /

j3
.

2 5 a )

二

!
(1一7

、

,
“
p
艺 ,

3 n
,

二
.

。
、 , .

。

万式 L￡A 一“。) L ‘一“1 )P
, (l 一 。T )Q

(
。X + R ,

)P 」
一 “ ‘3

·

2 5 b ,

由(3
.

2 4 b )解出a ,

用 G 表示F 的逆函数
,

我们有
:

a = G (R
, 。 )

对于 (3
.

2 5 b )有

(3
.

2 6 a )

。: 一、
·

) , 一‘

[号
R (“X + R ·’

, 2 0 1一 。了
’

)
“g

3 (
。X + R 。)

由方程 (3
.

2 5a )和 (3
.

2 6 b )联立求解
.

得
:

(日一 k l
)
。

1 一 ￡T

1 ~ 「3 。
, 、, ,

n
、

=
~ , 厂一一一二石 一

~

行 l气
一

式 t召人 十式B ) ,

1 一 忍I L 艺

2 。
(l 一

。T )(日一 k l)
￡X + R 习

代入P ffa fia n 方程 (3
.

10 )
,

G

!号
R ‘

“X + “·
’

,

我们得到一全微分方程

2 。
(l 一

。T )(日一 k , )
3 ￡X + R 刀 ]

d X 一 (1 一
。T )d 日+ 。

(O 一k ,
)d T

(3
.

2 8 )

引入变量替换

U = (e 一 k ;
)(1 一

。T )

Y 一

号
R (

。X + R ,
,

,
犷-

￡R U

Y

(3
.

2 9 a )

(3
.

2 9 b
, e )

它们有下面的全微分

“Y 一

普及
“X

,
“犷

君R d U
= 一

,

一F一

￡R U d Y

Y
2 (3

.

Z gd
, e)
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由(3
.

2 9 )我们可以推出下面的方程

d U 3
二 ,

d 犷 3
二,

- 玉 玉于
= 一 ~

, I
勿
ee 7 二二一 一 = 二 y

a
J
瓜 2 口 I 艺

(3
.

3 0 )

将 (3
.

2的和 (3
.

3 0) 代入方程 (3
.

2 8 )
,

我们得下面的非线性常微分方程

d 厂
.

2 1 ~
, , , , 、 .

犷
了「十了了行又Y

, 厂 ) 十厂 一 U (3
.

3 1 )

现在让我们在R 一a平面上的点 (R
。 , 。。

)的邻域
,

将函数展开成 (R 一R
。

)和 (。 一 。
。

)的级数

形式
a 二 G (R

, 。 ) = a 。

+ b l。

(R 一 R
。

)+ b
。; (。 一 。

。

)+ b : 。

(尸一R
。

)
“

+ b , 1
(R 一R 。

)(。 一。
。
)

+ b
o Z

(。 一。
。

)
“

+ b
乙。

(R 一R
。

)
”+ b : ;

(R 一 R
。

)
“

(。 一 。
。

)

+ b , :

(R 一R
。

)(。 一。
。

)
“

+ b
o 3

(。 一。
。

)
“ .

(3
.

3 2 )

式中系数阮
, 的值列在表 1之中

,

它是由文献〔l] 的展开式系数计算而得到的
.

在线性情况下
,

(3
.

3 2 )可以简化为
:

a 一 a 。。
+ 6 ; 。尸+ 6

。,。 (3
.

3 3 )

此处 a 。。
= a 。一b l。R

。一b
。、。

有 G (Y
,

犷)二 a 。。

+ b loy + b
。, 犷 (3

.

34 )

把 (3
.

3 4 )代入方程 (3
.

3 1)得

袋
+
(普

。
。1 + 1

)纂
+

号(
一

令
。

+ “1
。

)
一 。

(3
.

3 5 )

它的通解是
飞.lJ目J

一J上了L

叮

勺
2万_ 兰仁止互竺一 牛 些; 旦犷

3 L 2 入 , , ’

2 人 土
。

— 口 0 1
.

1
. .

1
、

花户口 0 1
.

〕we ‘

3 3

+ k
:
Y (5

.

3 6 )

由此式我们可以求得扰动波的相函数的通解

9白+
口O2一3

+
夕O2一3

。 。X + R , f
. , -

一 一厂丁一一一一下子井- 呢

(l 一 召1 )￡ L

b 一
。

号
R ‘

“X + 尸,
’

+ 、
:

【
一

粤* (。x + * , ) 1
一

誉60--
’

不+ 、
,

L 乙 」 J
(3

.

3 7 )

式中 k , 和从为两个任意常数
,

它们将在下节的初值问题中确定
.

四
、

初 值 问 题

4
.

1 初值问题

设在T = 0时刻
,

扰动波在某给定位置 S 处
,

相函数是日
。,

即

O ~ O 。,
.

X = S
,

(当 T 一 。)

代入 (3
.

3 3 )得待定常数kl
为

(4
.

1 )

普
R 、“S + R ·’

O�

0+
bl一b0l

2一3
+

+
‘

口2一3

。1一 。
。

(s ) 一 兰S

手丘{
\
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+ 。:

l号
* (

·s + * ,
)
]
一

“
。‘一’

} (4
.

2 )

对S求微分
,

我们求得另一待定常数气为

a o o
一

奥
一 3 * (: s + * , ) 下r粤* (。: 、* , )1‘

“。: + ‘

二b
n 一+ 2 几

乙 」

3

(4
.

3 )

+
甘口2一3

一 3 r 。
,

探“一厄石石丁飞妙6 一

将k l
代入 (3

.

3 3 )
,

对方程j( X
,

T
,

k
Z

) = o求包络则得S 所满足的关系式

3一
口

O
一,�一一

。S + R , = (
。X + R ,

) ( 1 一
。7

’

)
n 。 ,

现在
,

我们 已得到仅仅依赖初始扰动日
。

(S )的相函数

(4
.

4 )

。一 。
。

( : )七尹业期鱼匕
「, 一〔, 一。: ) ·。+ , :

t巴 b
。 1 + x 】(一

: T ) 。
-

、 3 /
’

3 _ _ _ _

b , 。

丫左 (￡尤 + R ,
)
乙

气和万两而
〔‘一 “一

“T ’2
”。

“〕 (4
.

5 )

在下面的分析中我们将讨论初始扰动日
。 .

4
.

2 特殊的初值问题

作为一个特殊的初值问题
,

让我们考虑具有以
一

『形式的初始扰动波

e x p

{含
〔a : (X 一 X

。

)
2

+ ‘K X 〕
}

式中 K 是实数
,

端是一描述扰动波扩散的参数
,

则描述波的扩散
,

K X 表示波的传播速度
.

参考 ( 3
.

3) 式得

( 4
.

6 )

X
。

表示初始扰动的波动中心
,

而毗 ( x 一% 。

)
:

日。= 一 i a 落[ (
。X + R ,

) ( 1 一
。7

’

)
n 。 一X 。]

“

+ K (
。X + R ,

) ( l 一
。T )

”。

我们选取X
。

满足关系式

( 4
.

7 )

“X
。

+ “一鲁
式中 R

。

是平面P oi s e ui n e 流在 R 一a平面内某点的雷诺数
.

流动的雷诺数
.

将 (4
.

7 )代入 ( 4
.

5 )我们得满足此特殊初始扰动的相函数

( 4
.

8 )

R 是我们所研究的通过该系统的

O (S ) = 一 i a 毛[ (
: X + R ,

) ( 1 一
。T )

n 。一 X
。

]
“

+ K (
。X + R ,

) ( 1一
。T )

”。

嘴置瓮繁
〔( 1一了”

一 ‘一 “一T ’
”。

〕

\ 3 1

。, 。

号
* (

。X + R ·
,
“

b。一+ 2
〔( l 一

。了)
一‘一 ( z一 。T ) Z

n 。

〕 ( 4
.

9 )
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五
、

讨 论

(4
.

9 )式的虚部为

O ‘
(S ) = 一 a 丢[ (

e X + R ,
)(l 一

。T )
”。 一X

。

a 0 0‘
(
:
X + R ,

)

(号
“
。1 + ,

)
·

[ (l 一
。了

’

)
一 ’一 (l 一

: T )
”。

]

誉
。1

。‘R (
。X + “·

,
2

(号
b

O I+ 2

)
·

[ (l一
。了

’

)
一 ‘一 (1 一 。T )2

”。

〕 (5
.

1)

它可以写成一般形式

O‘
(S )= 一。

毛(T ) [ (
。X + R ,

)一 X , (T )〕
“

+ X
:

(了
’

)

式中 踢 (T )
,

X ;
(T )和X :

(T )分别是
e
毛(T ) = a 毛(1一

e T )2
”o

(5
.

2 )

(5
.

3 )

X
l
‘丁 , 一‘

。

“一T , 一 +

筛{画羚雨
〔“一T , 一 2”。一‘一“一T , 一

”。

〕

、 3
一

,

少碳氛
一

子
‘
·X + R ·

, 〔‘1一T , 一 2”。一‘一 , 」
}

、 3
一

,

(5
.

4 )

X :
(T )= 一 a急X 毛一瑞 (T )X 全(T )

在 T 、 0情况下
,

即在扰动波的中心位置
,

表示式 (5
.

3 )至 (5
.

5 )有下面的 逼近形式
:

。孟(T )二 a 吉(l 一 2 ”。。T )

(5
.

5 )

(5
.

6 )

v
,

。
、

,
.

, ( ,
,

I F
, ,

3R
, 、,

.

。
、 ,

、

‘ ’L‘ ) 之‘
。

十才

往人
。召n 云一茄干L

a 。。‘n 。十 ”’。‘n 。一万一 L“人 十式B ) J了 (5
.

7 )

v
,

,
、

, F v
. ,

v 3 R
,

v
.

n
、

A Z 气J ) 之”。才

[
.

“。。‘人
。

个O ‘。‘A
。

万一 气“人 十Jt B )

根据线性稳定性理论
, a 。

(表示波数 ) 是实数
, c 。 (表示波速 ) 是负数

.

a o o‘= 一b lofR
。
一 b o la 。c 。‘

代入 (5
.

5) 得

(5
.

8 )

则 a 。。

的虚部为

(5
.

9 )

x :
(T ) = 一普

,
’

X
Oa 。‘。‘

(5
.

10 )

参照 (5
.

2 )至 (5
.

1 0) 式
,

扰动波的相函数可以写成

e = 日
, 一i。丢(T ) [ (

eX + R ,
) 一X

l
(T )]

“

+ iX
Z

(T )
.

现在
,

我们所求的扰动波巳经完全确定
,

它可以表示成下面的逼近形式

(5
.

1 1 )

梦 , 一 A (X
,

T )
·

e x p

转
〔‘”

·

+ 。; (T , (X 一X l
(T ))

2

+
手
X

Oa 。‘。·〕
}

,
。

‘,
,
T ) (5

.

12 )

式中 。
,

表示扰动波的形 状
,

粤x oa
oco 。表示波的增长速度

.

J

根据线性稳定性理论
,

当该系统的通道流的雷诺数大于R = 3R0 / ZX 。
时

,
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生 T x
3

。a o c 。‘> 0 (5
.

1 3 )

扰动波指数状增加
,

流动是不稳定的
,

相反当R < 3R
。

/ ZX
。

时
,

2 ~
v ,

了 1 人
。a 。“。‘义 0 (

c 。‘< o ) (5
.

1 4 )

该流动是稳定的
.

最后应该指出的是
,

在讨论稳定性方程的解的适定性的过程中
,

我们发现该方程可用于

描述上下平板的距离有以下形式变化的振荡运动

, , 、 , ~
、 .

A
,

~
、

_

n ‘人
, 1 )用 = l +

目

灭下
~

t l 一 ￡1 ,
户

式中 A 和拌为任意常数
.

说明上面的数学分析适用于非平行流稳定性分析
,

的工作将在以后的研究中出现
.

(5
.

1 5 )

我 们相信这样

最后
,

笔者十分感谢帝国理工学院院长 st u ar t教授和已故的D IP ri m a 教授

他们在用C h a r p ist
’
s方法

,

讨论解的适定性的数学研究中
,

曾给出了很好的建议

(美国 )
,
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