
应用数学和力学
,

第17 卷 第 5 期 (加96 年 5 身;

A p P lie d M a t h e m a t ie s a n d M e e ha n ie s

应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

一类奇异二阶非线性方程两点
边值问题正解存在性

’

杨 作 东
,

(林宗池推荐
,

1 9 9 3年4月15 日收到
,

1 9 9 5年4月5 日收到修改稿 )

摘 要

在本文中
,

我们证明了方程
:

(!g ‘

}”
一2驴)

‘十f( 才
,

功 二。 (P> l) 两点边值问题解的存在性
.

这

里f允许在 , 二O处奇异
。

关幼饲 奇异边值问题 非线性 正解 存在性

一
、

引 言

奇异 的二阶非线性常微分方程
:

(1,
‘

1
’一 2夕‘)

‘

+ f (才
, 夕)二 o (P > 1 ) (1

.

1 )

刀(o ) = 夕(1 ) = o 或 , (o ) = o ,
夕
‘

(1 )= c
) O (1

.

2 )

是以反应扩散及非牛顿流体理论等许多物理 问题为背景提出的数学模型
〔‘一 “’.

当p = 2 时已经

取得了丰硕的成果
,

例如参见〔4、洲
.

当p > 1时
,

M
.

N
.

P in or
‘。’
等证明了方 程 (1

.

1 )
,

(1
.

2 )非奇异弱解的存在性
.

作者在 〔1 1〕中研究了当f (公
,

功关于川卜增 且 li m f (t ,

功 = 、奇
夕一 0+

一异的条件下得到了正解存在性
.

本文进一步研究当f以
,

功关于夕既不非增又不非减且 j( t ,

功

在y = o处奇异的条件下得到了正解的存在性 ; 从而推广了〔4、 9 , 1 1〕中的结果
,

补充了 〔1 0]

中的绪果
.

兰
、

非 奇 异 情 形

本节中
,

首先建立边值问题
:

干叻
’

(”
‘

”
’+ ‘

{
‘·“,

:

、

y (0 ) = a , y
‘

(l ) =

(2
.

1)

(2
.

2 )

解的存在性定理
,

这里
: 功,

(功 = }川
, 一2夕 (P > l)

定理2
‘

1 设f (t , 夕)
: [ o , 1 ] 又 R , R 连续

,

且对边值问题
:

.
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(功
,

(夕
‘

))
产+ 几f (才

, 夕) = o

夕(o ) = a , 夕‘(1) = b
} (2

.

3 )

的任一解刀
,

存在与艇 (o ,

l) 无关的常数K 使得
:

至少存在一个解刀〔口 [ o ,

习
.

陌 }
。

= s u p 陌 }《K
.

则问题 (2
.

1 )
,

(2
.

2 )
f o , I J

证明 求问题 (2
.

3 )的解等价于求 g 〔C [0
,

月满足

。(才)一+

买
功; 1

(
功

,

(“) + “

芡
, (

· , 。)“
·

)
、·

定冬N
: : C a 〔0 , 1 ]” C , [ 0 , ‘〕

.

C , [ o , 1〕一 {g 〔C [ o , 1」
, 刀(o )二

a , 刀‘(1 ) = b }

(N 久。) (矛卜
·+

丁:
价石

’
(功

,
(“) +

硕;
f了Z , 。)d ·

)d ·

(2
.

3 )等价于N 沼 = y存在不动点
.

下证N * :
C , [0

, 1〕* C式 。,

l] 是全连续
.

令口二C 。〔0
,

月是

有界的
.

即对 v 。。“有
:

}。}
。

、M
O .

于是有
:

}N 久。!、 {“}+

买
‘(·)“二

这里
: G (

:
) = m a x { !叻了

‘

(1叻
,

(b ) l+ M
, s

) }
,

}价石
‘

(一 !功
,

(b ) j一M
ls

) !}
.

M
I= 。u p }f (t , “) }表

示f在〔o ,

门 x 〔一M
。 ,

M
。

〕上的上确界
.

故N * (口 )是有界的
.

再证N *
(口)在〔0 , 1〕上等度连续

,

对 V g 〔口
, s , t〔[ o , 空〕有

, N 久v “, 一 N ·。‘
·

) }、
J:

G 、·)d 二
(2

.

4 )

于是推出N ;
(口)在【0 , l〕上等度连续

,

令

U 二 {刀〔C , [ o , z〕:
f夕{

。

< Z K 十M
:

+ 2 }
. ’

故
“〔d U 时

:
(I 一N :

)(功笋 0
.

因而由 L er a y 一S c h a u d er 度理论知
:

d e g (I一 N 工,

U
, o )二 d g g (I 一N

。 ,

U
, o )

因N 心 = a + b才= 8 (t ) (这里取 }
a

}
,

lb }< K + 1 )

}N
。g {< Z K + 2

.

从而N
。“= 0汁)〔U

.

故 d e g (I 一N l ,

U
, o )= d e g (I

,

U
,

0 (才)) = 1笋 。

这就证明了方程N : 夕= 夕在U 内至少存在一个解且夕〔C [0
, 1〕和丫 (1 ) = b

.

下面证明
:

(叻
,

(, ,
))

/ + f (t ,
刀)二 0 、

夕(0 )= a , 夕(1) = b

解的存在性定理
.

(2
.

5 )

定理 2
.

2 设f
: [0

, 1〕x R , R 连 续
,

且对边值问题
:

(叻,
(刀

‘

))
‘

牛几f (才
, , )= o

, (o )二
a , , (l ) = b } (2

.

6)

的任一解, ,

存在与几〔(0
,

1 )无关的常数K 关 > o使得
:

!川
。

( K 关 .

则问题 (2
.

5 )至少存在一个

解g 任C [ o , 1」

证明 求问题 (2
.

6) 的解等价于求刀〔C〔o
,

1」使得
:

其中A满足
:

。(才)一斌州
“ 一

丁;、
,

, 。“

小

。

一丁;
叻、1

(
、 一

买Af( 一。) “

加 (2
.

8 )
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首先证明‘存在且唯一 设 H (、 一

丁;、
二一“(、“·

其中
:
“(

·
)一

买
; , (

· , 。)d二 因 。(
·
)在〔0 , 1〕

一

:: 连 续
,

存在
·。, 一。〔。

, , 〕使得
: “(一 )、”(

·
)、

0 (
: ,

)
,

贝叮有
:

价石‘ (义一 0 (
s ,

))《H (戈)镇价石
‘
(% 一 e(

: 。

))

由连续函数介值定理
,

存在 A〔(一 co
,

+ co )侧得
:

H (A ) = b 一。 .

由‘
‘
为严格单调增得A 是唯一的

.

定义 N : :
C , 〔o , 1〕, C , [ o , 1〕

,

这 里
:

C , [ o , 1〕= 笼夕任C [ o , 1」
, 夕(o )= a , , (1 ) = b }

.

N ; 。
一+J: 材介

一

小
, (一、补

,

这里“满
廊

·

8 ,
·

我们证从是连续的
·

设在 〔0
, ‘〕

上一致有
: 万。

* 刀
.

我们需证在〔o ,

l] 上一致有
: N 沼

。

、N 沼
.

由于
:

N 几。一N 久, 一

J:「
功; ‘

(
A一“

J;
, (

· , 。·

)d ·

)
一叻; !

(
, 一 ;

丁;
, (

· , 。)d ·

)」
d ·

(2
.

9 )

注意到
:

买区怀
一、

如
一

州
·

)
一功

冲
一“

咖
2 ,

、
·

净
一 。

(2
.

1 0 )

我们能证明
:

h m 通
。

= A
.

注意到 (2
.

9 )以及杯
‘

和f的连续性可保证N
;
是连续的

.

为证

h m 月
。

= A
.

由 (2
.

1 0) 及中值定理得
:

叻; 1

(
、

。 一 ;
(
工

, (
Z , 。。)、

二

)
一价; 1

(
、 一、

(
土

, (
: , 。)、

二

)
U . 甲 、 .

Tj ,

这里机〔「O
, 1〕

.

因此有
:

月一从
’

.

刀
.

由夕
。

”刀
,

故有
: h m 法

f(
: , 。二

户
: 一 A 一

从
‘

j(
: , 。)d :

下证N : 全连续
,

设口二 C。〔o , l〕的有界集
,

即对 V , 〔日
,

存在M > o有
:

}川
。
《M

.

首先

证对任意夕〔口存在N 关> 0有
: }月, }《万气 因为

:

。

一加
1

(
“二 “

加
一。)dz 卜

利用积分中值公式得
:

。 1

A , = \ 几f (: , g )d : + 功,
(b 一 a )

.

从而
:

}“
,

}
。

1 + 价,
‘“一 )一万

、, .

其次证明N 几
(“少是有界的

.

由 !“
几·

;、 : }+ l;
‘、S )“

·

其中 1 1
5
) = m a x { j沪;

’

(一N ‘ 一 l 一M
,

(1 一 s
) ) !

,

j叻石
’

(N , + 1 + 叮
1
(1 一 s

)) j}

M
l一。u PJ f( t

,

切) }是在 〔。
,

l」X 〔一M
,

M〕上的上确界
.

由此知 N :
(口)是有界的屯再证N ;

(口)

是〔O
, 1〕上等度连续

,

对 V 万〔口和 : , 才〔[ 0 , 1〕有
:

}、
; 。 (才) 一N 几。(

·
, .、}:

‘(
·)d ·

因此有 A r z e la 一A 。。01 1 定理推出N ; 是
、

全连续的
.

其余证明与定理 2
.

1类似
。

在此略
.
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二
_

券 且
,

嗜 报 丁

一
、 曰J / 1 j l刁 J L z J-

这节考察边值问题
:

(价
,

(夕
,
) )

/

+ f (t , 夕) = o 、

y (0 ) = 刀
,

(1 ) ~ 0

正解的存在性
.

这里了满足
:

(5
.

1)

f在 [ o , 1〕又 (o ,

oo )上连续
,

且对

任意才〔(o , l )
,

lim f。
, 夕) = co

g 峙 。十

} (3
.

2 )

在 (o , 1 ) x (o ,

oo )上有
: o < f (t刀)( 夕勿)h勿)

r
。)

.

这里 g > o

和h> o在(o ,

oo )上连续且非增以及
:

(约连续

对任一常数M > o ,

存在〔o
, 1〕上连续函数吵(约

} (3
.

3 )

定理 3
.

1

在(0 , l )上沪(t)> o ,

使得在 (o , l) X (o ,

M ]上有
:

设了满足条件 (3
.

2 )
、

(3
.

3 )
、

(3. 4 )以及条件
:

}:
。(二 , )* (二 , )

·
(, )、, < -

f (矛
, 夕)> 沪(才)

对任意K > 。有
:

}
‘3

·

‘,

(3
.

5 )

则方程(3
.

1) 至少存在一个正解
.

证明 为了避开了(t ,

g) 在y二 o处奇性
,

(功
,

(g ‘) )
产+ 几f

。

(t ,
夕) = o

考虑方程
:

。(。)一音
, , 产

(1)一 。 (。< “< l ) } (3
.

6 )艾

”〔N = 王1 , 2 ,

⋯ }
.

其中
:

(
, (‘

,
。, (,。‘、音)

,
·

(‘
,
“)一 }

, , 、 ,

几
、

气j气
‘,

育) 又}夕j> 育)

对(3
.

6 ):任一解有
:

(, ,
(。

,
))

,
< 。,

推出
: 。, > 。, 。 > 青于是可得

:

一 ‘叻
,
‘。

,
) )

产

、。(青)
”

(青)
·
“)、。(音)

“

(音)于只P
: ·
“,一M

:

故有

}夕
,

}

方程
:

!功
,

(,
,

) }、
卜l;

(功
,

(,
,

) )
, d ·

{
、M

Z

(与“无关 )

《万
2不1任M

,
(与几无关 )

.

}川 ( M
l
+ 1 , M

。

(与几无关)
,

由定理2
.

1 可得对 V n任N

(价
,

(g ,
))

产

+ f
,

(t ,
夕) = o

。(。)一告
, 。,

(l )一 。
(3

.

7 )



一类奇异二阶非线性方程两点边值问题正解存在性

至少存在一个正热挤。> 0
.

为了证明方程(3
.

1) 有正解
,
,

需证对 (3
.

7 )的任一解y
。 ,

存在与。无

关的常数 K
l
) o ,

K ‘) o便得
:

}夕
。

}( 万
: ,

l夕二I《K
么 .

设 夕为 (3
.

7 )的解由条件(3
.

3 )得
:

一

{:
(。

,
(。

,
))

尸、· 、}:
。(。(

·
))。(。(

·
))

·
(
·

)公
·

则有
:

叻
,

(。
尹
)、: (。(, )。(。(才))}:

·
(
·

)、
·

、(
。一

青)
“

(
。一

食)
二g

,

K 一

l;
·
‘
·

, d ·

K2簇成
一力
‘�

龟
、.口产对、1一

nd
?

夕夕
"

/‘.、
,刀

、,刀Zr1一
n

一--1一
"夕)

户

汀胶u(1
r...J自‘.、、J

从而得
:

耳口
:

_
、

“ d “ _ _ 、 _

“
‘ . _

.
, _ . ‘ .

_ ~

令 “ (到 二 、

—
,

G (封
: L0

,

co 少” L0
,

co )上正递增连续函数
.

[ g (
“
)h (

u
)〕两

则
:

G

(
。(‘卜命)、K , 。“,、‘+ G

一

“K ,

从而有
:

‘

夕(才) 《 l + G 一 ‘
(K ) = K

l

由条件 (3
.

4 )得
:

一 (功,
(g

,
) )

/
> 势仕)

.

推出

即有
:

(与 n 无关)

。, > , ;
1

(J:
, (

·
)d

·

)
.

令Q“, 一 l:((

。 (才) > (l;
‘

:
, (

· )、之 )

“‘,“
:

)街
“:

街
、二 Q

,

( ,
卜(}:

, (
·
)d

·

冲
八

, _ 、

, ‘1
. , 、 ,

、一上
-

~
、 _

~
,

一一 、 _ , . _ , , _
,

.

,
, _ ,

一 ~
. 、

_

K
。 .

_
Q’ ( 0) = 《、势(封 d 二 )面

一 K
O
> 。

.

则存在
。> o使得对才〔〔0

, 。丁有
: O (t) 》 二竿 才

.

而
、J 。” , 一

’ 一

”
’ -

一
一 犷、 “

‘
’

, 一 “ “ ’‘ ’ 一 、 了 一 2

O r才)
, , , 、

一 _ _ 。
, ,

一一 一
二, 、 _

~
,。 八

,
.

、

、
, ,

.

~ _

一
,

I K
。 , , 、

_

之粉仁在〔
“, ‘〕上有正下界

,

从而存在尤
3
> 0使得

: Q (‘) > K 人 取厂 一 m i n又谓
一 ,

K
3

夕>
0 ,

则对 V t〔[o
, x〕有

:
Q (‘) > 了‘

.

即对 V ‘〔[o
, 1〕有

: 刀(t )》万‘
.

于是从条件 ( 3
.

3 )可得
:

一 (叻
,
(。

/

) )
,
、。(‘, )“(‘ , )

·
(才)、功

,
(。

尸
) 、l:

。 (‘才)“(‘才)
· (, )d , 一M 2 .

、 !。
,

}
。

2

街

二K :
(与

n
无关 )

.

综上所述对 ( 3
.

7 )的解夕
,

有
:

19
,

I《K
: ,

I夕二I《尤
: ,

故 { , 。

}一致有界
,

等度 连 续
,

由 A r z e la 一A o e p li 定 理 可

得协在〔0, 1〕上存在子列 , 。 ,

~ 致收敛于 , CC [0
,

们且y> 0
.

又 g 。 ,

满足
:

。
一 l:

叻;
1

(l;
, 〔一。一 )d ·)

“·+
告 ( 3

.

5 )

由于f在〔o
, 1〕又 ( o

,

M
。

〕的紧子身上一致连续
,

故对。〔仁。
, 2 3有

: f (s
,
召
。 ,

)才f (s
, 刀)

因此对 (3
.

5) 两边令丫 , oo 得
:

。(‘卜 l:
价; ‘

(}‘(
一 , ) d ·)

d ·
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则有
: ‘

(叻
,

(。
‘

))
‘

+ f (, , 。)一 。
, 。(o )一。

‘

(1 )一 。

定理 3
.

2 设f满足条件 (3
.

2 )
、

(3
.

3 )
、

(3
.

4 )以及条件
:

证毕

ao,占0月‘�吸、J户tt住,J

对V a 〔( 0
,

OO )有
:

对 V K > 。 有
:

则方程 ( 3
.

1) 至少存在一个正解
.

h (
u
)d “< 。

夕 (K t ) d 才< co { (3
.

9 )

证明 与定理 3
.

1证明完全类似可证对 V n〔I N 方程 ( 3
.

7 )至少存在一个正解g 。

且 1夕
。

}《

K
工
(与

n 无关)
.

而由 (3
.

7 )可得
:

一 (叻
,
(夕二) )

/

( g (夕
。

)h (夕
。

)
r
(才)

两边同乘川且在从惬JI 积分得
:

(
‘一

食)
‘“‘,

’
《“‘“

·

’”‘“
·

’“篇s u P r
( t ) = 夕(刀

。

) h (夕
。

)夕孟
[ 0

。

1 〕
M

。s

其中M
。
= s u p :

(t )
.

与定理 2
.

1类似可证
:

t o 。 1 1
存在K > 0使得

: 刀。

(t) > K 才
.

从而得
:

1 1 、 tl
桥 _ _

己
_ 。K l

气
‘一
卞) {

。

(”4)
’d ‘( M

。

}
。 g (兀‘)“‘{

。
“(

“
)“

“

故存在M
l > o有

:
}巩 IILI, 《M ,

(与
。无关 )

.

以下证明与定理 3
.

1类似
.

定理3
.

3 设f满足条件 ( 3
.

2 )
、

(3
.

3 )
、

( 3
.

封以及条件
:
对任意K > o有

:

};
‘(K , )

·
(才) d , < 一 ( 3

.

1。)

如佃)在 ( o
,

co )上非减 ( 3
.

2 1 )

则方程 ( 3
.

1) 至少存在一个正解
.

证明 与定理 2
.

1类似可证对 V 。〔N 方程 ( 3
.

7 )至少存在一个正解从且 y :

( K 工
(与

。
无关 )

以及存在K
Z

> 0使得
: 夕。

(才)> K 砂
.

于是由 ( 3
.

7 )得
:

一 (价
, (夕,

) )
产

( g (夕
。

)h (夕
。

)
r
(才)

.

两边同乘 gn 且。到 1积分得
:

即
:

亦即
:

一

(:
(功

,

、。二) )
/。

·
d ·、K

l。 (K
l
) (:
“(‘

2 , )
·
(‘) d ‘

{;
(v ; )

·。·、K
l。(K

l
) {;
‘(K

Z , )·( , )d ‘:’M
l

}{夙 !}夕《M
l( 与。无关 )

.

以下证明与定理 3
.

1类似
.

在此略
.

四
、

奇 异 情 形 五

这节设了满足条件
:

在 ( o
, x ) x ( o

,

oo )上有
: o< f (‘

,
琴)成夕勿) h勿 )

r
(‘)

这里
:

( a) g > 。在 (。
,

co )上连续且非增
.

(b ) “> 。在 (。
,

一 ) 上连续
,

且 {;
“(·) d

·< 一 以及
·(‘)在 〔。

, 1〕上连续
.

(4
.

1 )

对非负常数尤
1
和K

:
存在N > 0使得对

二> 0

d “

。

( g (
。
) )

’l 夕《Kl 咖
·
)“

·

)
1/

狱
2

推出
·

。 { ( 4
.

2 )

定理 4
.

1 设f满足条件 ( 3
.

2 )
、

〔4
.

1 )
、

(4
,

2 ) 以及 ( 3
.

4 )
,

则方程 ( 3
.

1) 至少存在一个正解
.
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_

些巨l
一

证明 与定理3
.

1完全类似可证对 V n 〔N 方程 (3
.

7 )至少存在一个正解, , .

下证对 (3
.

7 )的

任一解存在与
。无关的常数M

。

乡。,

M
l> (准得

:

}y 。

!《M
。,

1y’ I《M
,
对(3

.

7 )的任一解有
:

一 (功
,

(, 二))
/

《g (夕
,

)h (, ,

)
r

(亡)《M g (夕
。

)h (, 。

)

其中
:

M = s u p :
(才)

.

两边同乘犷且从续JI积分
,

得
:

,
0 , 1 ]

则有
:

(卜合)
(, 二)

·
、M 。‘,

。

)(:
”

“’、(
·

): ·

、淤示
·、

(
K

l

(:
”

(‘’* (·): ·

)
’‘’

U
。

(1 )

从。到 1积分得
:

d “ _

,
, , f g

,

(i )
, , 、 ,

、1 2。

而而万而 簇灭八
’

、
。 “L“)“ “)

d “

(夕(
u ))

’l 户

z
, _ r ,

。

(1 )
, , 、 ,

、1 2 ,
.

‘l d “

镇灭八
‘

!
。 “L” , a u

) 十 !
。

而而万而

l’n翻
即 :

由条件(4
.

2 )得
: 夕。

(才)( 夕。 (l )《N二M
。

(与
n 无关)

以下证明与定理 3
.

1完全类似
.

注 条件 (4
.

2) 可用下面条件代替
:

对正数K l> 。和K
Z

存在N > 。使得对二> o0,l,李、d夕
.

·《

(
K !

h(“ )d u + K
2 .

推出
: 二( N

定理4
,

2 设f满足条件 (3
.

2、
、

存在一个正解
.

定理4
.

3 设f满足条件 (3
.

2 )
、

(3
.

1 )至少存在一正解
.

最后我们考虑问题
:

(功
,

(, ‘
))

‘+ f (才
, , )= o

, (0 ) = , (1 )= o

(3
.

4 )
、

(3
.

9 )以及条件〔4
.

1 )
、

(4
.

2 )
,

则 方程 (3
.

1 )至少

(3
.

4 )
、

(3
.

1 0 )
、

(3
.

1 2 )以及条件(4
.

1 )
、

(4
.

2 )
,

则方程

} (4
.

3 )

定理4
.

4 设了满足条件(3
.

2 )
、

(3
.

3 )
、

(3
.

4 )以及条件
:
对丫K > 0有

:

(;
。(K , (1 一 ‘))“(K ‘(, 一 ‘) ,

·
(‘,“‘< -

(4
.

4 )

则方程 (4
.

3 )至少存在一个正解
.

证明 考察方程
:

(价
,

(, ‘

))
‘

+ 几f
。

(t , g )= o

。(。)一 , (1)一告
了‘

(4
.

5 )又

其中
。〔N 一 { 1 , 2 ,

一 }
,

f
。

(才
,

功与定理 3
.

1 证明中的f
,

(公
,

川一致
.

对〔4
.

5 )贾的任一解夕有
:

帅
,

(g ‘

))
‘

< 0
.

由, (o )二 , (1 )推出存在公
。
〔(o , 1 )有

: 夕‘(t。)一 。
。

从 而 t) ‘。

咖
/

(‘)成。; ‘< t。时

, ,

(才)》 0
.

从 而有才〔〔o
, l〕有

: 夕(矛)> 1/ 。
.

于是从 (3
.

1 6 )又得
:

一 (价
,

(。
产

))
,

、。

(音)
”
(青)

s u p r
(才)二 M

:
(与几〔(o , l )无关)

.

[ o , 1 〕

从而可推出存在M
。

> o使得
: g 《M

。

(与久〔(0 ,

l) 无关)
.

由定理 2
.

2可得对(4
.

5 )全V 。〔N
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至少存在一个正解
.

即对方程
:

(价
,

(,
‘

))
‘

+ f
,

(t , , )二 o

。(。)一 。(l )一含 }
(4

.

5 ) r

V n 〔N 至少存在一个正解
.

下证对 (4
.

5 )全的任一解夕
,

存在与
n
无关的常数 M

。
> 0

、

M
l > 0 使

得
:

l夕
,

{《材
。 ,

19 二l《M
, .

从 (4
.

5 )全得
:

一 (价
,

(。
产
) )

产

、。
(
。一

青)
”

(
。一

青)
·
“,

当‘〔‘“
, ‘。〕时

, ”“‘, > 0
·

对上式两边从‘到‘
。
积分得

: (。
,

,一、。(
。一

告)
‘

(
。一

含){:
·

(, )“,

:
。, 产

/ [
·

如
一

青)
,

(一青)]六
、(:

·
(! )。!一 、 即有

:

()
“
。
, 一鲁“

·
/ 〔·(

·)”(
·

)〕六 《K
.

令 G (
“

)一 l
。d u / 〔g (

“
)h (

u
)]而从而推得

:

夕(t )《, (才
。

)《l + G
一 ’

(K )= M
。

(与
n
无关 )

贝。G :
(。

,

co ), (0 ,

co )是增函数可得, (才
。

)、G 一 (K )+

青
.

由条件(3
.

4 )得
: 一 (功

,
(y ‘

))
产

> 叻(t)

当, 、, 。时
, 。(才)> };({:

, (
·

)d ·
)六

“·
.

令。(,卜 l:(l:
, (

·
)“今击

“·
,

Q
/

(,卜({:
。

, (
·

)“
·

广
Q 产 (。卜({:

。

, (
·

)d ·

)击
一 K

。

> 。,

这里注意到‘
。
〔‘。

, , ,我们断言必有一> 。使得
: ‘。> ”一

万不幸了
.

事实上取”
。
一

音
,

若 ‘。》合结论成立
.

若 t0 <合取刀
! 一

奋
贝。 , 。 > 奋或

t0 <
奋

.

若 t0

》奋结论成立
.

若 九<
奋再取、

2一

奋
.

贝。‘。>奋或
t0 <
奋

.

若 t0 >奋结论成立
, 若 公。<

奋再

取刀
3
一

奋
.

若一直有 九<
专

, 才。<
奋

, ‘。<
春

,

⋯九 <

声
一刀

·
⋯贝。得序列刀一声

且

:州一
。> 矛。矛盾

.

故必存在
·。

> 。使得
: 才。)
瑞有

.

从而。
/

(。)> (贸
n

协(
·

)、
·

)击
一 K

。

> 。
.

。
. ,

~ 一 、 _

~ ~ _
,

~ 一
.

,
, _ ,

_ ~
_ 、

_

K
。 、 i

。 , . 、

_ _ O r约
_

则存在
“

> “,

使得对任意 ‘〔[0
, “〕有

: Q (t )>
、

号
‘> 号

‘(‘一‘) 而 又 立于
么 )

r 。。 r夕
”。 、

卫
- , z

L、
。

上
’ 一“

诚
“

冲尸
一 ‘“习/

‘在 [s, ‘。〕上 有正下界
,

则存在K
, > 0使得

:

Q (‘)》K “》K
,‘(’

,

一‘)
·

取
:
二一

in

跨
,

二
1

)
> 。 ,

则对任意 ,〔〔。
, , 。〕有

: , 〔, )> K , (卜
, )类似可证当 , > , 。时

:

存在万 > 使得V r〔〔t
。 , z」有

: , (矛)> 厂t (l 一 t)
.

从而取K
釜 ~ m in (K

,

万 )> 0
.

则对 V t〔〔o
, x〕

有; ”
仃). > 气狱协红{

以州

)
,

于是从方程 (4
.

5 )至和条件(3
.

3 )和 (4
.

4 )得
:

矿冲铆(K
, , (卜

t ))h (K
, * (1 一了) ), (才)
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令

对‘> ‘。有
: 一 (叻

,
(。

,
)) <

!;
。(K

·‘(1 一‘) )“(K
·‘(l 一‘))r (‘)d ‘一 M

l
< -

即有
:

lu ‘!《M
r下万 = M

:
(与

n
无关 )

对 t< t 。有类似结果
.

以下证明与定理 3
.

1类似
.

定理 4
.

5 设f满足 (3
.

2 )
、

(3
.

3 )
、

(汉 4 )以及条件
:

对v 二> 。有
:

l;
* (。 (l 一 , ) )

·
(, )d , < 一且。。(。)在(。

,

一 )“。减
(4

.

6 )

则方程(4
.

3 )至少存在一个正解
.

证明 仿定理4
.

4和定理 3
.

3可证
.

定理 4
.

0 设f满足(3
.

2 )
、

、

(3
.

3 )
、

(3
.

4 )以及条件
:

俨
意 “〔‘。

,

一’

贾
’

‘0on
‘“’““< -

贬对任意K > O 有
:

{
。g (K ‘(‘一 ‘)

犷
(‘)J‘< co

(4
.

7 )

则方程(4
.

3 )至少存在一个正解
.

证明 仿定理 4
.

4 和定理 3
.

2可证

对方程(3
.

14 )对应定理4
.

1、定理 4
.

3相应定理
:

定理4
.

7 设f满足条件(3
.

2 )
、

(4
.

1 )
、

(4
.

2 )以及条件(4
.

3 )
、

(4
.

连)
,

则方程 (4
.

3 )至少

存在一个正解
.

定理4
.

8 设 f满足 (3
.

2 )
、

(3
.

4 )
、

(4
.

1 )
、

(4
.

2 )和 (4
.

6 )
,

则方程 (4
.

3 )至少存在一个

正解

定理 4
.

9 设f满足 (3. “)
、

(3 、4 )
、

(4. ‘)
、

(4. 2 )和 (4
·

7 ), 则方程 (4. 3 )至少存在一个正解
·

例 1 边值问题
:

{
(叻

,
(,

‘

) )
产+ , 一声+ 刀

a

= o

, (0 ) = 夕
,

(1 )= o

至少存在一个正解, 〔C [ o , 1 ] 门C
‘

(0 , 1 )
.

这里 0 < 刀< 2 , 0《a < l

这里可由定理4. 3可得
,

其中
:

(约二 1 ,

斌功 = , 一 ‘

(3
.

2 )
、

(4
.

1 )
、

(4
.

2 )
.

取劝(t )一 M
一 声即可满足 (3

.

4 )
.

例 2 边值问题
:

{
(叻

,
(夕

‘

) )
/ + 矛”夕一

“

+ 才了y 一 声= o

, (o )二 , ,

(1 ) = o

以及 h (g ) = v 一声+ ‘+ ,
a + ’.

显 然满足
·

由a < 1 ,

(3
.

1 0 )
、

(3
.

1 1 )满足
.

(习< 才< 1 )

至少存在一个正解
.

这里 1《a < 2 , 1《刀< 2 , p , :
> 。

这里由定理 3
.

3 可得
,

其中
r

(t)二 1 , g 勿) = , 一 ’ 以 及 h勿) = 夕
一 “ 十 ‘+ , 一声+ ‘.

显 然 满足

(3
.

2 )
、

(3
.

3 )
、

(3
.

1 0 )
、

(3
.

1 1)
.

取劝汁) = t p
M

一 a

+ ‘,

M
一声即可满足 (3

.

4 )
.

例 3 边值问题
:

{
(功

,
(, ‘

) )
‘

+ 才” (一才)
了

夕, + 才” (l一才)
“万一 “

~ o

g (0 )= 夕(1 )= o

(0 < i < l)

至少存在一个正解
.

这里刀> 2 , a 》 2
.

户= m in (p , 。
)) 刀一 2和 g = m in (

二 ,

二)) 刀一 2

/.、/吸、

这里可由定理 4
.

5可得
.

其中
:

(l’) 一尸

然满足 (3
.

2 )
、

(3
.

3 )
、

(4
.

6 )
.

取势(t二二 才
p

1 一 公)
“ .

9 (, )= 夕一 ’ 以及 h (, )= 夕一夕+ ‘+ , 一 a + ’.

显
1 一t)

节

M
一夕+ t” (l 一 矛)“河

一 “

满足 (3
.

4 )
,
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