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摘 要

本文给出了函数的F e n e五e l次微分
、

F r e e he t次微分
,

H a d a m a r d次微分
,

G a t e a u x 次微分

的一些重要性质
,

并对函数的性质尤其是凸性给出其次微分刻画
.

关扭甸 次微分 广义中值定理 凸性质 L ip sc 五itz 性质 单调
。

一
、

引 言

在凸分析及其应用中
,

F e n c h el 次微分是最重要的概念之一
〔‘, 2 ’.

为了描述一般函数的

性质
,
人们 引入了其它许多类型的次微分如 C la r k e次微分

,
F r e c h e t次微分

,

G a 七e a u x 次

微分
, H a d a m ar d 次微分等

,

他们在非凸分析
、

非光滑分析及许多应用领域中起着重要作

用‘3 , 弓 ,s, 。, .

这些次微分也用来刻画函数的凸性并给出了许多 有 关 单 调 和 凸 性 之 间 的关

系
‘” , 7 , 吕’.

最近R
.

C or re a等在〔9] 中证明了定义在自反B a n ac h空间上的下半连续是凸的 当

且仅当其C lar k e次微分是单调的
,

在〔1 0〕中他们将这一结果推广 到一般B a n ac h空间上
.

其

中用到了如〔1 1〕中的逼近中值定理 (见〔9
, 10 〕) 而建立此中值定理的关键是 f 的次微分必须

满足如下性质

口
c

(f+ 几g )(x )g 口
o

f(x )+ 几口g (x ) (e )

这里少 E 令R 是连续凸函数
.

非常遗憾的是上述性质对一般其它的次微分尤其是F re h et 次微

分
,

P r o x im a l次微分
, G a t e a u x 次微分

,

及H a d a m a r d次微分等都不满足
〔8 ’.

本文中对F r e c h et
,

H a d a m a r d 及 G at ea u x 次微分我们利用光滑变分原理
〔’Z J证明如

〔1 0
, 1 1〕中的广义中值定理仍然成立

,

并给出函数的凸性
,

L IP Sc hi tz 性 质及局部常数性质

的次微分刻画
.

最后我们讨论了严格凸与严格单调之间的关系
.

二
、

预 备 知 识

本文中E 表示自反B a n a c h 空间
,

f
, E ”R U { + oo } 是下半连续函数

,

D f = {x 〔E 】了(x)

< + co }
.
二〔E

,

f(x) 有限
.

份
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f在x 的F r c h e七次微分是集合

。; , (二 )一丁
。〔E , ,lim in f兰互丝鱼二

.

立且二垫鱼匕》。
飞

L 扩令
。 !y !

一

J

这里 E 荣
表示 E 之共珑空间

,

<
·

,
·

>是E 与E 苦之共辘对
.

f在%的 G a te a u x 次微分是集合

口叮 (“ , 一{
_

厂 二二 , 1 :
_

: _ 。
f( x + 勿)一了(% )、

, _ _
.

、 、 , ‘

二 。

拐〔乙
”

}i 王1 1 1 1 1 1 1

—
‘多又“ , 甘/ , V 沙亡乙 }

f在火的 H a d a m a r d 次微分是集合

口H
f(二) ~ {。〔E } f

H
(戈

, , )李 <。
, 夕)

,

V 夕〔E }

这里 f
H
(大

, , )= in f
g
月

叶g

1 ;。 ; 。尹
立丝些

夕。

卜f(二)

t
n

, 0 +

若f(劝 ~ + co
,

则尹了(劝 二 日H f( x) = 口“f( x) 二功
.

若口叮(劝归叮(劝
,

咨只f(劝 )非空
,

则称f是

F r e eh e t (G a 七e a u x ,

H a d a m a r d )次可微的、分别以口f(二 )
,

d
“

f(x )记函数了在
x 的F e n e h e l

次微分和 C la r k e次微分
.

有性质
’

1
.

引理 1 〔‘
, , 〕 口叮 (劝 互口H f伙 )互口af (x)

,
口j( x) 二刁Ff 娜)g 口cf (刘

, 、〔E
.

如果f是凸

函数
,

则口Ff (x) = 口H
f(劝 = 口“f(x) 二少f(劝 ~ 口f (劝

.

2
.

如果 E 是自反B a n ac h空间
,

那么f在其有效域少
_

是稠密F 一次可微
.

设 T
:

E ” ZE 苦

是集值映射
.

T 是单调的
,

如果 <“ 一件“一功> D ,

V ‘ , , 〔E
, “任T (劝

,

。任T (川
.

T 是严格单调的
,

如果二笋 y时不等式严格成立
.

三
、

主 要 结 果

命题1 如果少 E 、尸U { + 。 }在二。 F re c h e七可微
,

那么

尹(j + 川 (x
。

)互尹f( x 。

)+ 尹以 x 。

)
,

.

尹 (f + 动 (x
。

)互尹j( x 。

)+ 砂斌大。)
,

·

:
· ,

:
、

一

尹 (f + 川 (丸) g 尹f( x 。
)+ 尹g( x 。

)
. ‘ _

‘

一
:

-

由次微分定义及下极限性质容易验证
.

这里d 夕创 ‘。

)二尹斌有 )一 d勺 (戈
。

)二 {g
‘

(所 )}
.

命题 2 若% 。

是f的局部极小值点
,

那么

o〔口夕f(二
。

)门口
万
f(x

。

) 自口口g (%
。

)
.

定理 1 设 E 是自反 B a n ac h 空间 (其范数可微 )
,

f
:

E 今R U { + OO }下半连续
. a ,

卜

b〔

E
,

f(
a
)

,

f(b )〔R
.

那么一定存在 、。
〔 [ a

,

b )
,

序列 {x * }
, % * , 二。 及 x 贯任尹f (x

。
)(口

H
f(火

。
)

,

口口f(劣
。
))

,

lim

lim
舌一) + ; 。

_

}‘一b }
, 、

, , 、 、

s”p 丈x l
’““一 ”夕簇

.

!不而丁‘J (。 )一 J (”) ,

。u p < 对
, a 一 b> ( f(

a )一 f(b )

证明 设 }
·

}表 E 之范数
,

有

,

口’“ 一

{
{x 肠任万 ! }x 关」二 1 ,

<x 劳 , x > = {x }}

林
芳任曰 }沪 }《玲 (% 二 0)

(x 笋 0)

且当 x举 。时 }
·

}在 x 可微
,
进一步 !

·

I
“

在E 上可微
.
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令 g (g )“ f(夕)+
f (b )一 f (

a
)

{b一 a
l

{夕一 b } (V 夕任E )

由〔1 1〕中引理 4
.

2 及 W
e ie r就 r a 。。 定理

,

存在
。。> o , 义 。

〔[ a
,

b )
,

使得f在 B ([
a ,

b〕
, 。。

) =

{%〔E 】d
。。 , 。〕

(x )《
。。}是下有界且g (x

。

)簇 g (, )
,

V 夕〔[ a
,
b〕

.

(
一
)

这里d 〔。 , 。 :
(% )叠in f{ {夕一 x }

,
夕〔〔a

,
b〕}

.

容易证明函数d 〔。 , 。 J

(
·

)在二 诺[ a
,
b j 是可微的

.

如令 d 〔一 。 :
(‘)一 J‘一 u

J
, u〔[ a

,
b〕

,

则d 厂
· , 。 :

(x )一口,‘一
“ I

, x 诺〔
“ ,

b〕
·

d 卢
· , 。:

(
·

) 在E 上
一

可微
·

对任给的正整数j
,

令

夕,
(, ) = jd 舒

。 , 。:
(夕)+ g (夕) (丫 g 〔E )

.

任给常数
。> 0 ,

由g 的下半连续性
,
一定存在邻域B (〔

a ,
b〕

,
乙
。

)(占
。

< 。。
)

.

夕(夕)) 夕(x
。

)一
e ,

V , 任B ([ a
,

b〕
,
占
。

)

取定任一正整数j
,

满足j
。

乡{g (x
。

)一 in f (g (夕)
, 刀〔刀([

a ,

b ]
, 。。

))}/ 占丢
,

当j> j
。,

V 夕〔B ([ a
,

b〕
, : 。

)\B ([ a
,
bj

,
占
。

)
,

d 〔。 , 。:
(, )> 占

。, 夕,
(夕)> g (x

。

)二 g ,
(x

。

)
.

当 , 任B ([
a ,

b〕
,
d
。

)
, g ,

(y )>

夕(夕)> 夕(x
。

)一
。= 夕,

(义
。

)一
。 .

因此任给
。> 0 ,

存在正整数j
, ,

当j> j
。 ,

in f {g ,
(g )

,
夕〔B ([

a ,

b〕
, 。。

)}> 夕,
(x

。

)一 2 0 .

于是由 [ 1 2〕中定理 2
.

6及 5
,

2 ,

取
。= 2 / k (k固定)

,
久= l/ 斌万

,

存在

正整数j,
及切

, , * , ” , ,。〔B (〔a
,
b〕

, 。。

) (j》j,
)

x ) lx
。一 刀 , , ,

}< l/ 材下
,
】田 , , , 一 。, , * }< l / 材百

.

2 ) 夕, (叨 , , 。
)( in f {夕,

(夕)
, 夕〔B ([

a ,

b〕
, 。。

)} + 2 / k《g (x 。

)+ 2 / k
.

3 ) g , (叨
, ,
掩)+ 2 1阴力 。一 。, , ,

}
“

《g ,
(g )+ 2 !, 一

。, , 。 }
“

(V 刀〔B ([
a ,

b〕
, 。。) )

.

由不等式 2易得

lim d 〔。 , 。】
(。

, , 。
)二 o (V k〔万 )

.

了~
) 斗 。介

因此存在 {“ , 、 , * }之某子列及序列 {阴。}二 〔a
,
b〕

,

使得 h m 田 ,
。 ,

。二 二 、,

V k‘N
.

但显然 。。、
洲 一 ) 。二〕

% 。

(k , + co )
,

我们可选择子列 {田翩
,

。}(j
” ,
严格增 ) 使阴八

.

。”‘。

(k ” + co )
.

记 田八:
,

*一协
,

。 , n、
.

; = 介
,

当l/ 斌百 < 2 。。, 二 , , 夕。〔in tB ([
a ,

b ]
, 。。

)且函数 g ,
。、(夕)+ 2 !刀一 夕

。 !
:

在二 ,
取得局部

极小 (V k〔N )
.

由于戈 , ” x 。

关 b
,

我们可假设 x , 簇 b( V k)
.

. ‘

由命题 l
、

2
.

。。。;
(。(二

。
)+ j

” , 。)
。 , 。 :

(二
,
)+ 2一二

, 一 。。 }
2

)二。
·
, (二

。
)+

一

蝉井群, 。}二 , 一。r

l口 一 u !

+ 2口F
j二

* 一 夕。 J
久

+ j
。 , 口d {

。 , 。:
(x

。
)

.

令 x 璧〔d 尸f(欠* )
, 。戈〔

f(b )一 f(
a
)

}b 一 a }
口}%

。一 b }
, 二
贯二 2 }欠

* 一夕*
J
a
贯

, a t〔口{x
。一 夕。 }

时 = j
, , d : 。 , 。 :

(%。)
e贯, e

贯〔口d
〔。 , 。:

(x
。
)

.

满足

对 + 心 + 时 + 时 = 。 (V k (l/ 斌下 < 2 。。))

容易验证
:

<时
,
b 一介> = j

。 。d 〔。 , 。 J

(x
,
)<昨

,

b 一介>< 0
.

<介
,

b 一 % 。>二 2 }x 。一 , 。 }<
a
贯

,

b 一 x 。>, 0 (k , co )

<吐
,
b 一 % 。> = 一 f(b )一 f(a )

}b 一 a
l

Ib 一% 。
{

因此

lim “u P< %贯
, 戈。一 b> (

f (
a
)一 f(b )
}b 一 a }

}b 一 x 。

}
.

七一) 。匀

由于d : 。 , , 〕
(x 。)< }介一 b !

,
容易验证(e

t冲一
a )( o ,
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lim o u p < x 贯
, a 一 b> 《lim “u p < u

节
,
b 一 a > 二 lim o u p

含侧

)
C。 舌 .

) 的 七一) 《X 加

}b 一 a }
一「正, 一刃下 ~

咬u t
, O 一 X 。

)
} U 一 人。 }

二 f(a )一 f(b )
.

对H a d a m a r d (G a te a u x )次微分的验证完全一样
.

命题3 如果E 是自反空 间
,

’

口F
f(口H

f
,
口G

f )单调
,

那么尹f(x )(口
H
f (二)

,
口a

f(x )) = 口f(
x
)

,

尤〔E
.

证明 取二任E
,

沪〔口叮 (劝 笋叻
.

对任意d 任E ,
如果 j( 二+ d )〔R 有限

,

由定理 1, 存在
c 〔(x

, x + d ]
,

序列 {% , }
, x , 、 c , x 贯〔d 了f(%

,
)

,

因为尹f单调
.

,(x +d 卜 , (/ )》

晋织
su P<x 卜

一
x>.

了i
/ + “卜 , (·)) 丁

黯{Lmcos
o p

怖
、一、一

晋他一x>

设
‘= 兄x + (几一 1 )(% + d )(几笋 l)

, 。一 % ~ (l一 幻d

f(% + d) 一 f(x )》<二气 d > (V d 任E )

若f(x + d) 一 + 加
,

上不等式显然成立
,

说明 x 关〔。f(x)
,

护f(x) 二好 (x)

命题 4 如果D (口j) 一 {x 〔E }口f (x) 铸叻}在其凸有效域中稠密
,

那 么了是凸函数
.

证明 取
x 〔D 归f)

, x , 〔口f(x)
.

f(川 一 f(x) 》 < x 爷 , g 一 x> (V 刀〔E )
.

f
“

(哟 ( <二气 x > 一f (x )

这里jc (
“
)一泛缪{<“

, x > 一 f(‘ )}是f的共扼函数
·

它是下半连续凸的
.

jc (义勺 + f(劝《 <、气x> 《产(x 粉 + fc
“

(劝
.

所以f(x) 一 jc
“

(x)
.

若y任in tD f
,

让 , 。

〔D (口f )
, 夕。

、夕
,

f
c c

在 , 是连续的 (夕是D f
c c

的内点 )

f
c c

(, )( f(y )簇 lim f(万
。

) ~ lim f
c c

(夕
。

) = f
c “

(, )
.

f(万)= f
C c

(g )
.

若夕任D f\i n tD f
,

此时fc
“

(川 < + co
.

取
。
曰 n 七D f

, 几〔(o
,

l) 那么匆 + (1一 幻
。
巨 n 七刀f

.

令

或幻会fc
“

(句 + (1 一久)
u
)

:

〔0
, 1〕户R

,

它是〔0
, 1〕上的下半连续凸函数容易证明它是连续的

.

f(g )《 lim f(几夕+ (l 一几)
。
)= lim f

c C

(久g + (1 一几)
u
)= lim g (几) ~ 夕(1 ) = f

c c

(夕)
.

几- ) i 几 - ) 1 久 - ) 1

因此

f佃)一 fc
“

(刀)
,

V 夕任D f
,

f是凸函数
.

定理2 如果 E 是自反B a n a c h空间且 d 尸f(尹f
,

口“f) 是单调的
,

那么f是凸函数
.

证 明 让 C二刀f是任一凸子集
,

f
。 = f !

。 .

取x 〔C
, 。〔尹f(幻 二刁f(劝

.

易知
“〔口f

口
(x)

.

由引理 1及命题 4知
,

了
。
是凸的

,

这就是说f在D f之任一凸子集上是凸的
.

取 x 。
〔D f

, 夕。任D (口
F
f )

,
几〔(o

, 1 )
, c 二 几二

。

+ (1 一几)g
。 .

若f(
c
) = + co

,

令

r f (x ) (x 子
c )

(x = c
)

这里m 是任一给定大于f(x
。

)的正实数
.

利用定理 1 ,

那么存在序列 {“。}
, 。。、u , u 〔【义

。 , 。
)

,

。
贯〔d

Fh(
二

小
“、/

。

卜”(
·
))

禹胃
上l‘m ·u p <· ,

,

一
>

、
福呀斗

、、“

一
>+ “m “u p‘·,

, “。一>‘
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一

畏寻{尚
,‘m 一p <· ,

,

一
> + ‘“

一
>

}
李

德碧
二<“’

,

严一>

这里尹任口叮 (夕
。

)
,

这显然与m 的任意性相矛盾
.

因此 V 几〔(o
, 1 )

,

加 + (1一 幻b〔刀f
.

任取 a ,

b〔D f
,

让 b
。

〔D 归
F
f)

, b
。

, b
,

f(b
。

)、f(b )
.

由上述
,

久a + (1 一几)b
。

〔D f
,
且

f以
a + (l 一几)b

”

)( 几f (
a
)+ (1 一几)f (b

。

)
.

因此

f(几a + (l 一几)b )《几f(a )+ (1 一几)f (b )
.

定理 3 如果E 是自反B a n a c h空间
.

U g E 是开集
,

那么

1
.

了在U 上满足常数为L的L IP 朗hi tz 条件当且仅当d叮 (d
H
f

,
口叮 )在U 上有界且此界为

L
.

2
.

f在U 上是常数当且仅当尹f(x) (尹f
,

尹j) = {0} (%〔U )
.

由定义及定理 1容易证明上述定理真
。

下面我们讨论严格单调与严格凸之间的关系

定理 4 l
.

f是严格凸函数今口f是严格单调的
.

2
.

尹f(尹f
,

尹f )是严格单调的、f在D (口叮)生是严格凸的
.

证明 1
.

取 x , , x :〔D f
, 。〔口f(x

,
)

, 。〔口f(x
:

)
, h = x : 一 x l .

9 (t )= f(尤
1 + th)一 f(二

1
)

,

t> 0
.

很显然g 是〔0
, 1〕上的严格凸函数以 0) = 0

.

任取 0 < tZ

< tl簇 1 ,

记几= t : /t , .

此时创 才: )=

_ , , ‘ 、 / , _ , 二 、 g (t
Z

) / g (t
,
) 。

. , , _

g 以t ,
)< 元g 汁

1
)

,
一

兰卫竺立 < 夕 、, 左
.

因此
. 、 一 ‘ 、 。

、 ‘ 了 尹

九 、 tl
.

一 护 “

。(l)> lim

型
》 <。

,
、>

,

这就是了(二
:
)一了(二

1
)> <。

, 二 : 一 二 1>

t 一) 0 十

同理 f (x
J
)一 f(%

:

)> <。
, x , 一 x 办

.

两式相加便有

<“一 口, X l一 x : >> 0
.

2
.

由定理2知了是凸函数
.

借助如下事实可得到f的严格凸性
.

引理 2 〔‘
“’ g : E 、R U { + OO }是凸函数

, a ,
b〔D 夕

.

若存在爬 (o
, l)满足

夕以
a + (1一 几)b )= 几g (

a
)+ (l一几、夕(b )

,

那么口g 以
a + (l几)b )里口g (

a
)门口g (b )

.

若f在 D (口f) 上不是严格凸的
,

那么存在 几〔(o
,

l)
, a 笋b任E

,

加 + (l一 几)b〔D (口f )
,

f口
a + (一几)b ) = 几f(

a
)+ (1一几)f(b )

,

由上 面 引 理
.

口f林
a + (1 一之)b )里口f(

a
)自口f(b )

,

口f(a) n 口f(b) 铸 叻
.

这与口f的严格单调性矛盾
.

一般地
,

当口f是严格单调时
,

f是 D (口j) 上的严格凸函数而不一定是刀f上的严格凸函

数
.

由于D (口f) 二in 七D f
,

f的不严格凸性只可能出现在刀f的边界上
,
此时刀f的边界必含有

一维数低于刀f之维数的凸子集
.
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