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摘 要

本文
,

我们讨论了一类高阶椭圆型偏微分方程奇异摄动问题
.

给出了连续问题解的先验估计
.

另外
,

我们还提供了一种数值求解该类问题的指数型差分格式
.

最后
,

证明了差分问题的解 在 能

量范数意义下关于小参数一致收敛到连续问题的解
.

关衬词 椭圆型 奇异摄动 差分格式 一致收敛
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。 j二 = o (1
.
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这就是说奇异摄动问题 (1
.

1) 在边界厂 附近 出现边界层
.

在文 〔5 〕[ 6 〕中
,

我们曾经讨论过类

似的问题
.

但是在证明差分格式的一致收敛性时所利用的导数估计是通过
,

形式渐近解粗糙

估计出来的
.

本文中
,

我们针对差分问题的解进行了细致的分析
,

从而严格地证明了差分格

式的一致收敛性
.

本文的结构如下
:

在第二节中
,
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1) 解的导数估计

及相关性质
.

为了数值求解问题 (1
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在第三节中
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我们构造了一类 指数型拟合差分格式
,

并对差分方程的解进行了分析
.
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,
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,

我们证明了所构造的差分
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.

1 1) 式成立
.

故略去
。

定理3
.

3 如果假设H l
、H 3

成立
,

那么

11叻‘, 一 u ‘, ]}委《C
。。Z

m a x (h
, : , 。2

) (3
.

1 2 )

证明 若令
。‘, = 叻‘, 一 “‘, ,

那么”‘,
满足

￡叠
, ‘”‘, = 一 “2

(a
, v

·

万
·

+ a Z
v ,

夕
,
)

2“‘,
·

(3
.

‘3a )

v ‘, = o (‘二 o ,

N
,

j二可丽
, j = o ,

M
,

踌瓦元 ) (3
.

1 3b )
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v
:

万
: 。‘, 二 一 v

:

示
: 。‘, (‘= x ,

万 一 1 ,

j= 瓦丽 ) 、

v ,
7

, ”‘, = 一 v ,
万

, 。‘,
(j一 l ,

M 一 1 ,
‘= o ,

N ) J

用h‘叭 ,乘以方程 (3
.

1 3a) 的两边
,

再对‘
,

j求和
,

得

(男念
, ’。‘, , 。‘, )= (一

。2

(。
IV

二

万
:

+ 。 :
v ,

令
,
)
2。‘, , 。‘,

)

为了估计上式
,
计算如下

:

((a
1V

:

万
:

+ a : V ,
万

,
)
“。 : , , 。‘, )= (V

:

万
二

(a 圣
。‘,

)
,

V
二

示
: 。‘, )

+ (V
,
万

,
(a 孟。

‘,
)

,
V ,
甲

, 。‘,
)+ 2 (a

l。: V
:

V , 。‘, ,
V

:

V , 。‘, )

(3
.

1 3e )

(3
.

1 4 )

一军
v

·

万
一

甲
·

‘·‘一 ,
!::犷

一 ’ 一“

军
V ,
万

,

一 万
,
(a ,一 , , 二 卫 一 1

(3
.

15 )

因为

1
:

￡ v
二

万
: 。 , ,

·

,
二

(a :。‘, )!
一

{
:

兄 、
:

万
, 。‘,

·

万
:

(a : 。
‘, )

,

”
f

《 d
一’0 :

兄 (v
:

甲
: u ‘, )

2

+ j。
一 ’:

E (币
:

(a 妾
。‘, ))

2

i 犷

另外
,

利用离散化迹定理
‘

“’

(i = 1 ,

N 一 1 ) (3
.

16 )

:

军
u
: , ‘命

‘
u ‘, , “‘,

, + ‘L + ‘, h‘v
·“‘, ,

v
·“‘,

, (‘= l ,

N 一 1 ) (3
.

17 )

这里 f嘴L《M
,

可得
·

军‘万
·

‘a ‘一 , ,
“

簇
命

‘寸
·

‘。 ,一 ,
,

示
·

‘a ’一 ,’

+ (L + 1 )h (v
:

示
二

(a 盆
。‘, )

,
V

:

万
二

(a f
。‘,

))

所以
,

如果在(3
.

1 6 )中取。 = m a x (h
, 。2

)
,

在 (3
.

18 )中取L =

再利用定理 2
.

2 ,

引理 3
.

2和定理 3
.

1 ,

那么我们有

(
: = I ,

N 一 l) (3
.

1 8 )

匀+ , (这里 :
.

:表示取整 )
,

I ‘ J

。2 :

乙 v
二

万
:
。‘,

·

示
:

(a 圣
v ‘,

)
2

‘二N 一 l

‘一 :

}粼
, 。Z

m a x (、
, 。么

)

+ C : 占[。
2

(a 圣V
:

万
: 。‘, ,

V
二

万
:
”‘, )+ (V

: ”‘, ,
V

: 刀‘, )+ (
。‘, , ”‘, )] (3

.

1 9 )

同理可得

}
一“
军

v ,

甲
,

一 万
·

‘a ,一 ,
“

}::了
一 ’

J
‘c l·Z

m 一‘一
“
,

+ C Z占[。
2

(a 全V
,
万

, 。‘, ,
v ,
万

, 。‘,
)+ (V

, 。‘, ,
V , 。‘, )+ (。

、, , 。‘, )] (3
.

2 0 )

最后
,
我们不难得

((
a ‘, v

二

示
二

+ b‘, v ,
示

, + e ‘,
令

二

+ d ‘,
令

, + e . , )
。‘, , 。‘, )

一 (
。‘, v

二。‘, ,
v

二。‘, )一 (。
‘, v , 。‘, ,

v , 。‘, )+ ((
。‘, + 妾(v

:

甲
二a ‘, + v ,

甲
,。‘,

、 ’ J v ‘ ’ J ’ , . ’ J / 、 一 ’ J v , ’ J ’ , ,

一
J z ’ 、 、 一 ’ J ’

2
、 ’ . 下 ‘

一令
二
C ‘, 一 令

, d ‘, )
。‘, , 。‘, )

‘

(3
.

2 、)

将 (3
.

1 9 )、 (3
.

2 1 )代入 (3
.

14 )
,

(3
.

2 5 ) 中
,

并取己充分小
,
然后利用不等式 (3

.

1 0 )和假

设H : ,

可知 (3
.

1 2 )式 成立
.

证毕
.

四
、

一 致 收 敛
‘

性

在这一节里
,

我们来研究差分问题的收敛性一方面
,

利用定理 2
.

4和定理 3. 3 ,

我们有
〔”〔‘’
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}}功‘, 一价(大
‘, 夕,

)}1至= 11功‘, 一 。‘, + u ‘, 一 。
(x

‘, 夕,
) +

u
(二

‘, 夕,
)一功(x

‘,

封,
) !{盆

叹 11功
‘, 一。‘, 11; + }1

。‘, 一 。
(x

‘, , ,
)l}孟+ {!叻(x

‘ , , ,
)一

u
(x

‘ , 夕,
)l}孟

《C
。

(
。Z

m a x (
。2 ,

h
, :
)+ h

“

+ : 2

+ 。4

)

另一方面
,

考虑截断误差

R : , 二男仁
, ’

(功
‘, 一功(x

: , 夕,
))

= 一 L叠
, ’

价(x
‘, 夕,

)

= [。
2

(a
lv

:

甲
:

+ a : V ,
万

,
)

2

+ a ‘, V
,

示
:

+ b‘, V ,
甲

,

+ 。‘,
令

:

+ d : ,
示

, + d ‘, 〕
·

功(二
‘

,

。, )

利用拟合系数a , , a Z的性质
汇。’

】a
。一 1 1《C

op 二 (
s = 1 , 2 )

1al a : 一 lj 《C
。

(p 圣+ P全)

和定理2
.

2“ 2
.

4 ,

我们 有
厂。’

(4
.

1 )

,,“‘,
,, ,《C

。

((竺买)
2

+

鲁) (4
.

2 )

另外
,

若设劝
‘, 二 功‘, 一价(x

‘ , 夕,
)

,

则功
‘,
满足

另尝
, 下

功‘j = R ‘,

劝‘, = o (‘= o或N
,

j= 万不访
。 v

二

令
:

势‘, ~ 一 v
二

令
:

叻(x
‘, g , )

L v
,

令
,劝‘, = 一 v ,

万
, 价(二

‘夕‘)

考虑到

j = o或M
, f= o ,

N )

(‘= 1 ,

N 一 1 ,

j= 百厕)

(j= 1 ,

M 一 1 ,

i== 瓦灭 )

·

军‘
v

·

行
·

价一 ,
“
一”

“·
「

军(鲁)
2

“一。
,

,

簇“
2

[
2占

一‘

(器
一

鲁)
+ j

(会
,

令)〕 (
s = l

,

N 一 1 )

令d 二 。,

利用方程 (1
.

la) 及定理 2
,

2 ,

得
·

艺 (v
:

,
二

叻
: , )

2

、 e
。

乡

* E (v
,
万

, 叻‘
:

)
2

、 C
。

酥

(
: = 1 ,

N 一 1 )

同理

(
s = 一,

M 一 1 )

因此
,

类似于定理 3
.

3的证明 (注意这时取。 = m a x (h
, ‘ , 。

))
,

我们有

!},
‘,
!! ;、e

。

(竺拼一
(*

, · , ·
)

洲李
三尘) (4

.

3 )

由(4
.

1) 和 (4
.

3 )容易导出如下的定理
.

定理4
.

1 如果假设 H , ,
H : 和H

3

满足
,

且 h与‘同量级时
,

那么有

lj功
‘, 一叻(二

‘ , , j
)J!孟《C

。

(h
Z

+ : 2

) (4
.

4 )

证明 当扩》h或
:
时

,

由 (4
.

3 )得 (4
.

4 )式成立 ; 当扩簇 h或邓寸
,

由 L4
.

l) 得 (4
.

4 )式成立
.

定理证毕
.
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