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摘 要

文章求解了舫抛物
撇

界教二维瘫介质的湘
G r ee ”函数

,

一种是自由边界问题
,

另一

种是刚性边界问题
·

我们还隶得了当种物线边界退化成半无限裂纹或半无限刚性裂纹时裂纹尖端
的奇异场

,

得到了集中力作用子边界的基本解
,

这个基本解使得我们可以通过沿边界积分确定任

意分布荷铆勺弹性解
、

·
‘ ·

_

:
丫

· 一J ·

关健询 St r 。五公式
‘

特征值
,

应力强度因子

己l 性当
山

7 ! 厂 J

最近几年
,

许多的研究人员研究了各向异性弹性材料的G re e n 函数
,

这个函数是边界元

的基础
〔‘, “, .

通常由于弹性体的边界条件难以满足
,

在工程中有限元或边界元这些数值万法

被广泛地使 用着
,

团比如何有效地获得弹性材料的 G r e e n 函数显得尤为重要
.

S t r o h
,

A
·

Nt
。’
在研究各向异性介质中的位错及表面波时曾发展了一个非常 有 用 的 特 征 值 方 法

,

即

s t r “h方法
,

该方法通过特征函数的形式将各向异性攀性介质的平面问题的一般 解 表 示 出
来

,

使得求解过程异常简洁
,

后来 T o n n in g 和 In g e b r ig 七“e n 哗
’
(1 9 6 9 )对 S tr o h 方法做了

改进和推广
,

紧接着M al e n 及L ot h e等人
〔“‘ 7 ’
对该方法做了更进一步地整理

,

使其更加实用
.

Mal e n[
“’
还利用它求解了各向异性弹性介质的G re e n 函数问题

,
T in g 等还求得了无限或半

无限介质的平面问题的 G re e n 函数
『“ ‘ ’“’.

但在工程 中
,

经常会遇到具有曲线边界的二维介

质问题
,

由于在它们的边界上难以满足给定的边界条件
,

使得其G r e e n 函数难以求解
.

最近

H w u 及Y e n[
“’

利用 S tr o h 方法及映射函数法突破性地求得了含椭圆孔洞的二维无限介质的

G r e e n 函数 ; 为研究材料中的微结构问题奠定了基础
.

在本文考虑到通过映射也可以将抛物线边界映射成实轴 (x ,轴 )
,

因此我们利用 S tr o h

方法求解了具有抛物线边界的弹性介质的G re e n 函数问题
,

并且还研究了当抛物线退化成半

无限裂纹或半无限刚性裂纹时的尖端奇异场
.

华中理工大学力学系
,

武汉 4 3。。74
.

上海大学
,

上海市应用数学和力学研究所
,

上海 2 。。。7 2

3 77
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二
、

基 本 方 程

这一部分首先简要介绍一下 S tr o h 方法
. _

在一直角坐标系 二‘(、= 1 ,

幻 3 )中
,

取钩
, 。‘,

及匀
, 分别表示位移

,

应力及应变
,

那么应

力应变关系及平衡方程可写成
:

a ‘, = C ‘, , : 。。 , ‘
(2

.

1 )
a .

川 “ o (2
.

2 )

其中
C ‘, 。 : = C , . , : = C ‘, : , = C 。: ‘, (2

.

3 )

是材料的弹性系数
,

除非特别声 明
,

重复指标总表示哑标
,

逗号表示求偏导
.

平面变形的特征要求
。‘
及。‘,

仅为x ,与 x Z

的函数
,

所以 (2
.

2 )成为
a l‘ , 1 + 二王‘

, : = o (‘= 1 , 2 , 3 ) (2
.

4 )

由
_ _

卜面的方程发现
,

我们可 以构造一个三维矢量粼 x , , 多:
)
‘“’

功
‘、x , , 、 : 、一 (

x ‘ 二: ‘

(:
, a : )、; 一 (

“’a l‘
(、

1 , 。)、。
.

(2
.

5 )

a l和几是任意实数
.

由(2 4) 及 (2
.

5 )容易发 现
, 二 ‘, 与功之间存在下列关系

:

a l , ~ 一 功‘
, , a : ‘~ 协‘

, 1

联合 (2
.

1 )与 (2
.

6 )
,

(2
.

6 )

R (。)
。 , 1一 Q

(晋)
“ , 2

+ 价
, 1一 0

一 Q (。)
。 , , 一 R

(号)
“ ,

广 ‘
, 2一 O

(2
.

7 )

式中

Q ‘,
(0 )= C ‘1 , ,

尸‘,
(o ) = 一 C ‘, , 飞

引入一个新的六维矢量

才 ~ <
“ ,

价
r

。‘,

(号)
一 C : 2 , 2

R ‘,

(誉)
一 C一 , 2

(2
.

8 )

(2
.

9 )

右上标T 表示转置
,

将(“
·

7 )写成六维整体举式
卜

N (o )牙
, : 一W

, :

二 o

式 中

(2
.

10 )

万‘。, 一

盘:}凳忽
)
)

N l
(0 ,一

Q
一 ‘

(号)
R ·

(晋)

N
Z

‘0 , 一Q
一‘

(号)
一N T‘“,

N
,

(。)一 R

(号)
Q一

(号)
R ·

(豹
一 Q‘“, 一N“ “,

(2
.

1 1 )
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因此
,

各向异性弹性材料的二维变形问题的一般解就可写成
〔。’

平 = 名 j
。

(
二。

)雪
。 z 。

~ x ; + 夕
O

(o )x
:

(a = 1 , 2 , ⋯ , 6 ) (2
.

12 )

其中P
。

(o )
,
如是N (0) 的特征值及相关的特征矢量

,
且

雪
。

, <a
。 , b

。

>
,

a ,
及瓦是三维矢量

.

方程 (2
.

12 )为二维各向异性弹性力学的S tr o h解
,

在工程应用中
,

我们可以由给定的边

界条件决定待定函数f
。

(
·

)的形式
. ,

为了后面运算的需要
,
引入下列矩阵

A 二(a
: , a ” a s

) (2
.

1 3 )

B , (b;
,
阮

, b。) (
一

2
.

14 )

H 二 ZIA A , , L二 一 ZIB B r , S 二‘(ZA B
, 一 I) (2

.

1 5 )

式中 I为三维单位阵
,

i= 斌
~ 二了

,

很容易证明
:
(2

.

1 5) 式 中的三个矩阵是纯实的
,

而且H

及L对称正定
.

在这三个矩阵中还存在下列关系

L S + S , L二。
.

H S r + SH 二 o ,

H L 一 5
2

= I (2
.

16 )

三
、

具有抛物线边界。的各向异性平面的G re e n 函数

A
.

自由表面

材料占据林< a对 (
a
> 0) 空间

,

一个线力了作用在点

(x ;
, 劣 :

)= (戈罗
, 戈另)

假设抛物线方程为

(3
.

1 )

义: , a尤要 (a > o )

这个问题的弹性解就是其G r e e n 函数
.

矛。= 功
, ,

= o (沿口)

(3
.

2 )

若是自由边界
,

则边界条件为

l
。
“‘= f ‘沿任意包含x ’点的封闭曲线

‘
,

。‘, , o (在无限远处)

式中 场为沿抛物线边界上的表面力
,

表面法

向为m ,

标与价
, 。

之间的互等性可见〔1 1〕
.

式中”

为边界的切向 (见图l)
,
(3

.

3 )式中的第二个

{ (3
.

3 )

方程来源于力的平衡条件
.

为满足(3
.

3 )式
,
关键是选择 f

。

(
: 。 、的形

式
,
(3

.

3 )第二式表示价必须是沿砂点的多值函

数
,
但与应力场相关联的 价的一阶导数必须单

值
,

而且在 }川 今OO 时
,

其导数也趋于0
.

所以满

足(3. 3 )式的最好选择是对数函数
.

因此位移及

应力场可选为
:

阵‘上去三空⋯
x o

\
厂

圈1 橄物线

。一
毋
‘m ‘A“n ‘“,

一 : : )>。
。

; +

云告
; m 、, <l。 (:

, 一。: )>。
。
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功一
青
‘m { B <‘n ‘: , 一““)>

。。} +

户毋
‘m {B <‘· (。一‘)>q (3

.

4 )

其中 q0 及qa 是待定常数
,

斌 1 + 4 a P
a 二。 一 l

斌 1 + 4a P碑 2 一 1

Za P
a

Z a P
a

(a = z , 2 , 3 ) (3
.

5 )

<八 (外一具)>= d ia g {f
l
信 , 一鱿卜 f

Z

传
: 二省全)

,

f
3
信

。一蚕g)}

<f
.
(‘

, 一歇 )>= di a g{ 向氨一歇 )
,

f
Z

傲
一歇)

,

jb( ‘
3一配 )} (s. 6)

f
。

(. )表示任意的函数形式
. ,

「

为了决定q 。 (吞== 。, 1 , 2 , 3 )
,

我们必须计算沿口的叻
, 。 ,

习的方程由 (3. 2 )给出
.

利用求导的链式法则

口F _ 口F 口亡
。
「口z

。

口x l
,

口2
。

口x
Z 〕

一苍井了一

一一三不一
一

一 不丁一
.

1 一荞二
-

一下 , 一
十 二;

一 一下二 , l
口 n 以 5 0 U z a L U X I U n O X Z O 刀 」

(3
.

7 )

式中

口雪
。

““

一礼 万牙奋~
l

1 + Za P
a x l

口% 1 。

一下甲一 ~ C O 吕口
a 作

口x
,

.

0
.

,

一二二一 = 5 lfl 以
5

S l n 口=O n

Z a X I

斌 1 + 4a 玩
C O S O=

V l + 4矿川{ (3
.

8 )

将上述结果代入 (3
.

4 )中
,

得到

<In (互一雪翼)>
, 。
= d ia g 【C , ,

C
Z ,

C
·

卜乙 C 。I。

<In (g
。一 云昙))

, , 。

二口。I。 (汽= z ; 2 , 3 ) } (3
.

9 )

认一片里一
‘

, ‘

一

丫 1 + 4少x 1 XI 一互艾
(3

.

1 0)

I , == d ia g { l
, o , o }

,
I : = d ia g {o

, l , o }
,
1

3

‘d ia g 诬。
,

o
, 1 } (3

.

1 1)

一个平凡等式是

乙 几 = I (3
.

12 )

将(3
.

4 )第二式和 (3
.

9 )代入 (3
.

3 )第一式中
,

就可得到外

q 。= B
一 ‘

石I 。互
。

(k = 1 , 2 , 3 )

力的平衡性条件(3
.

3 )第二式和位移的单值性要求将提供下面两个方程

(3
.

1 3 )

ZR e (B q
。

)= f

ZR e (月q 。)= 0 } (3
.

1 4 )

中此其因

仇 = A ,

f

于是
,

介质的 G r e e n 函数就可以写成

(3
.

15 )
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、,
产

.八匕

八J哎
、

、

、..1.、了1....产
。一
告
‘m {A <‘“‘“一““)>

A · }, 十
艺毋

Im {A( ln (;
* 一 : :

一告Im {。<In (:
, 一 : : )>, ·}, + 分于

Im {。<l。 (:
, 一云

“

“
不万

“‘

)B
, ’万I。月r

)B
一 ‘

石I。亘,

}f

}f

介质中的应力场为

tl= 一叻
, 2

_ _ 工T , f 。/ -

-
.

2 丝一- - - 二一
-

\二飞
,

一 _ 二 1 二 . 、 工子、 了产 _ 户 O 、 / 了 丁下
- 二 1

.

/ J 二 「J
开 、 ’

\、5 肠 一 5 带 j恻 1 月. 任“夕肠 Z 肠 / 夕

一

告户
m

喊二
二

至
~

合不;石亢不冲
一 ‘

”‘。‘,

}‘

才: = 价
, 1 (3

.

17 )

一

笋
m
{帐云抢刃六

丽
丽>

“ ,

}‘

+
毋户

m

树
一万酥万曹贾下万了不而瓦不

二

歹
”一”‘。, ·

}了

式中 tl ~ (a
l , a : : a : 3

)
? , 才: ”又a : : a : 2 。 : 3

)
全 , a 3 3

可 由条件
。3 3一 o来确定

.

尤其是当令 (3
.

1 7 )中的
a ” OO 时

,

图 1 示的抛物线边界口将退化成一半无限裂纹
,

因此

这个结构的应力场为

, 1一

命
‘m
{水顽

(念
二砂衷户‘}

‘

女乡
m
{水 P肠

材耳(刚尹一 斌刁)

砖命
‘m
{农五

、万
六
二

而
)一>‘}

‘

(3
.

1 5 )

一卫
- Im 矛那

一
袖

一 ‘

尉
、

尹飞f
艺汀 L

、
\ V Z 朴气V Z 劳 一习 z 丢2 1 夕

由 (3
.

1 8 )可以发现
:

a
.

应力场在裂纹尖点A是奇异的

b
.

当 {川、 oo 时
,

沂, 、 0

当集中力f作用在边界习上时
,

即

邓 二 a( 川 )
“

联合 (3 一 6 )及 (3 一 。)
,

就可得此时的G r e e n 函数为

3
.

1 9 )

’
。一

令
‘m {A <‘n (:

。 一 x : , >。}

叻一
分
‘m 、B <‘n ‘“

, 一 ‘ 2, >。‘ (3
.

2 0 )

其中
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g = B
一‘
了

当令
。‘o且让 (暇

,

可得其表面G r e e n 函数

胡 元 太 赵 兴 华

(3
.

2 1 )

对 )= (0
, 0 )时

,

图 1 示的空间将退化成半无限平面
, 因此由(3

.

20 )

。一
令
‘m ‘A <‘n

, 。
>g ‘

, 一
令
‘m ‘B“n ‘。>。‘

(3
.

2 2 )

这个结果正是 T
.

C
.

T
.

T in g 的结论
〔‘“’.

设g是义 :的函数
, 那么用 (3

.

2 0) 式我们还可求解沿抛物线。作用分布荷载的弹性场
.

(3
.

20 )还可以表示成另一等价形式

一笋
m

{奄
”

卜
一

侧飘好
‘一笋

m
{咖卜

一

侧飘好 (3
.

2 3 )

(当 x 呈> 0)

(当x 全< 0)
(3

.

2 4 )

J胜1J.1

一

‘

‘‘‘

一一
P

由(3
.

2 3 )
,

可以得到介质中的应力场为

t , ~ 一上Im {
‘

(而寄耘蔺、括澎好

知何。
二

而衬蕊刁郊
“

、 门, a l

} (3
.

2 5 )

l 中的 a , OO
,

则抛物线边界将退化成一半无限裂纹 (图 2 ) 因此 (3
.

25 )成为

件图其让

(3
.

2 6 )

、,.、了.1少‘

l、
.L子‘1

一命
‘m

{
B

(丽
二硒子谕

万而i
。

‘2一公
‘m
{
B

i万而
,

不寿丽而动
。

}
因此

,

当a ” co 且 (对
,
对 )= (。

,

b) 时
,

裂纹尖端的应力强度因子为

K ~ h m 澎二范万蕊才
, = 不粤宕f

八尸 乙汀U
(5

.

2 7)
男 2叶 0

劣1叶 0

上式表明
,

K 与材料性质无关
,

它恒等于各向同性材料的应力强度因子
r “’.

这个结果是给定

力的边界条件所要求的
.

B 刚性表面

见图 1 ,

材料占据空间x :

< a川且一个线力f作用在点 x 二 (川
,

川 )
,

在口面上
,

位移为0,

即给定刚性位移边界条件
,

所以沿着口的条件可写成

、

l
2|
价

C线曲闭封的火

材= 0

}
。“‘

(沿口)

= f (沿任意包含点 (川
,

(3
.

2 8 )

伪潇今 0 (在无限远处 )
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一
一{

”

/
/

\ 、

一故

一裂

?

⋯
朴
l

;
面‘一表

一性一刚

圈2 自由表面裂纹

类似地
,

也可得到这种情形下的G r e e n 函数为

田3

含
‘m 、A <‘· (“一“: )>。

。

} +

户告
‘m 、A <‘· (。一 g 忿)>粉

。

}

(3
.

2 9 )
一
音
‘m {B <‘· (。一 : : )>。

。

}+

兵令
‘m {B <‘n (:一‘: )>

。· }

式中 粉。及如是三维待定矢
.

量
.

经过同样的过程可以求得
:

如= A
一 ‘又几有

。

刀。三A ,
f

所以
,

G r e e n 函数为

‘“一 ‘, 2 , 3’
} (3

.

3 0 )

一知
、A< ‘·(头 一。: )>A

· }了+音户
m {A< ‘· (。 一 , : )>A

一 , “
· },

功一
青
‘m 、B <, · (:一 : : )>A

· , , +告户
‘m {B <‘· (。一“: )>A

一 , ‘·, ·}, (3
.

3 1 )

同样
,

介质中的应力场为

‘

、.尹
自今八j

.

八j

户了.t
、

‘!

一笋
m

{闪褚刁洽赫丽爸‘}
了

一

分户
m
沙卜云花丽务蔽硕俞}才

! , I, , ·

},

九一

笋
m

{网~
下
满不亦藏

二

)‘}
‘

+
分户

m

{帐
一可‘

.

二歇击不而病蓬才
1 , , 。; ·

},

令 (3
.

3 2 )中的
a ” co 就得到一半无限刚性裂纹 (图 3 )

,

它的应力场为
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l 了
_ _ _

( n 7 P劳 又
, ,
、

f

T l = 一

—
1 111 呢 Zj 《}一一万

一 厂- 万

一
一 - 万下于蔽芍一 于2 了1 一 产J

z汀 L 八 丫 2 肠气习 之带 一 V 之姜) 勺 J
-

一井 价: m 矛筋
艺汀

~
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因此裂纹尖端的应力强度因子为
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特别是
,

当心 = 0时

K = 0
,

( 3
.

3 5 )

从 ( 3
.

34 )发现
,

此时的应力强度因子与材料性质有关
,

这是由于在边界上给定的是位移

的刚性边界条件
.

四
、

结 论

我们产解了具有抛物线边界的二维弹性介质的两种 G r e “n 函数
,

一种是自由边 界 问

题
,

另一种是刚性边界问题
,

在此基础上研究了半无限裂纹问题
,

求得了裂纹尖端的应力强

度 因子
,

并且发现
,

若在裂纹边界上给定力的边界条件时
,
其应力强度因子与材料的弹性性

质无关
,

而 当给定裂纹面
_

卜的位移条件时
,

应力强度因子将本质地依据于材料性质
.
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