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A) 型概率收缩与Men ger PN
一

空间中

非线性算子方程的解
’

方 锦 暄1

(张石生推荐
,

1 9 9 4年n 月22 日收到
,

1 9 9 5年n 月 27 日收到修改稿 )

摘 要

本文在M e n g e r 概率赋范空间中引入了(中
,

么)型概率收缩的概念
,

研究了M比 g er 概率赋范空

间中具有这类概率收缩的非线性算子方程的解的存在性与唯一性
.

发展和改进了引文【1 1
、

【4、s]

的相应结果
.

关键词 M
e n g er PN 一空间 h型卜范数 概率收缩 算子方程

一
、

引 言 与 定 义

最近
,

张石生
〔‘’
在概率赋范空间 (简称 P N 一空 间) 中引入了由某一函数叫 t) 确定的

“

概

率收缩
”

的概念
,

并在具有 h 型 t一范数的非阿基米德M e n g er P N 一空 间中
,

证明了具这类

收缩的非线性算子方程解的存在性与唯一性定理
.

之后
,

张石生和彭永成
〔2 ’

又在这类空间中

研究了具概率收缩偶的非线性算子方程组的解的存在性与唯一性
.

众所周知
,

非阿基米德M e n g er P N 一空间是M e n g er P N 一空间的特殊 子类
.

因此
,

人

们自然会问
:
能否在一般的 M e n g er P N 一空间中建立具概率收缩的非线性算子方程的解的

存在性与唯一性定理 ? 引文〔1]
.

〔4 〕中
,

仅就州t) 二 t/ M (0 < M < l) 这一特殊情形作了某些

研究
.

本文将就一般情形对这一问题作进一步的讨论
.

我们引入 (中
,

川型概率收缩的概念
,

并在具 h型 卜范数的一般的 M e n g er P N 一空间中建立具有这类收缩的非线性算子方程解的

存在性与唯一性定理
.

作为其应用
,

还证明了 M e n g e r P N 一空 间和赋范空间中的两个不动

点定理
,

改进和发展了引文〔l」
、

队、 8 」的相应结果
.

以下记 R = (一 oo
,

+ co )
,

R
+
= 〔o

,

+ co )
,

Z
十

表全体正整数的集合
,
△表卜范数

,

牙表一

切左连续的分布函数的集合
,

H
: R ”〔0

, 1〕表一特殊的分布函数
,

其定义为
。 1 , 才> 0

H (t )= 嘴
0 , 宕簇0

M e n g e r P N 一空间的定义及其它有关术语见〔3 〕
.
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49 2 方 锦 暄

定义 1[
。“ 卜范数A称为是h型的

,

如果函数族 {△饥 (t )} :
二 1
在 矛= 1处是等度连 续的

,

其中

八
,

(才)二 A (才
, 才)

,
八讯 (公) = 八(才

,

A 仍
一 ‘

(t ))
, t〔 [ 0

, l〕
,

m 一 1 , 2 ,
·

⋯

注1 △二 m in 是 h型卜范数
,

〔71 中还列举了其它形式的h型 卜范数
.

夕 。,

定义2 称函数巾
:

R
+

”R
十

满足条件(小 )
,

如果 巾 (约不减
,

且乙 巾
”

(t )< + co (V ‘> 0 )
,

其中中
“

(约是巾 (t) 的
”
次迭代

.

容易看出
,

如果函数 巾 :R
“

”“
‘

满足条件 (小 )
,

则 11兜萝
”

(‘)一 。,

巾(“)一 O且巾 (‘)< ‘

(V 才> 0 )
.

定义3 设X
,
Y是线性空 间

,

映射T
,
Y ”X 称为奇算子

,

如果T (一刃 = 一 T (功(V , 〔Y ).

记 L (Y
,

X )为y 到X 的一切奇算子的集合
.

定义 4 设(x
,

了
,
△)和 (Y

,

萝
,

A) 是M e n g e r P N 一空 间
,

设尸
: D (p )c X , Y , 厂 : x ,

L( Y
,

X )
.

厂称为尸的 (巾
,
△)型概率收缩

,

如果存在满足条件 (中 )的函数中
: R

+

, R
+ ,
使得对

一切义〔D (尸)
, g 〔Y有x + 厂 (x) g 〔D (P )

,

且

户, (
: + r (

:
), ) 一 , 卜 ,

(中 (才))》△(户
,
(t)

,

A (户
, ,

(t)
,

户r + , :

(t)))
,

V t> o (1
.

1 )

二
、

主 要 结 果

定理 1 设(X
,

了
,
△)是了

一
完备的M e n g er P N 一空间

,

(Y
,

了
,
八)是 M e n g er P N 一空

间
,
△是h型卜范数

.

设尸
,
D (尸 )二 X ”Y 是了一闭算子

,
厂 , X ”L( Y

,

X )
.

若满足下列条件
:

( i ) r 是尸的 (必
,

么 )型概率收缩 ,

(ii ) 存在常数M > o ,

使得对一切
二〔D (P )

, , 任Y有

F r (
二
),
(t )》户

,
(t/ M )

,

V t李。 (2
.

1 )

则非线性算子方程

尸义一 0 (2
.

2 )

在刀(尸)中有解
,

且对任一 x 。
〔D (P )

,

迭代序列

x 。
= 多卜 : 一 r (%卜 ,

)(p X卜 ,
) (2

.

3 )

了
一收敛于该方程之一解

.

又若存在某一 勇〔X
,

使得厂 (到
:
Y 、X 是满射乡 则方程 (2

.

2 )在D (尸 ) 中有唯一解
.

证 由条件(i) 及 (2
.

3 )式知
,

诬x
。

}仁D (尸 )
,

且

户尸 , ,

(巾
”

(才)) = 户尸(、卜
, 一 r (二卜

1
)(尸、卜

;
))一尸、卜 : 一 (一 尸x 卜 :

) (中
”

(t ))

》△(户一尸
二卜 1

弋必
” 一’

(t ))
,

A (户尸
x 卜 1

(小
” 一’

(t ))
,

户。(中
”厂 ‘

(t川 )

= 八(夕尸
x 卜 ;

(由
” 一 ’

(t) )
,

户尸 x 卜 ,

(少
” 一 ‘

(t )))

> 犷 (户尸、
_ 2

(小
” 一 2

(t )))> ⋯

》八
2 ”

一 ‘
(户尸

二。 (t))
,

V t》 o (2
.

4 )

由条件(11)及(2
.

4 )式得

尸、一二。 * ,

(M山
tt

(才))= F r (, 。

)(尸二
n

) (M中
”

(, ))> 户尸
, ,

(巾
”

(t ))

> A Z ”

一 ‘
(户尸

x 。

(t ))
,

V t> o (2
.

5 )

因么是h型t一范数
,

所以对任何几侧 o
,
1 )

,

存在乙侧 0 ,

l)
,
使得当

￡> 占时有

么“(s) > 1 一凡
,

丫几〔Z
+

(2
.

6 )



(巾
,

么)型概率收缩与M e其g e r PN 一空间中非线性算子方程的解

注意到 织p 户p 二。 (’)一 ‘,

所以存在‘
。

> 0 ,

使户p 二。

(‘
。

)> 占
,

从而 A 殆
(户p 二。

(‘
。

))> ‘一久(V 舜〔

z+ )
.

又因乙 巾
,

(才
。

)< + OO
,

故对任 何 t> o ,

存在 N (t
,

幻〔Z
十 ,
使当

。> N (t
,

幻 时 有

E 中‘
(t
。
)< 才/ M

,

于是由 (2
.

5 )式得

F

一
“, > F

一(鑫
M , ‘

(‘))

> △(F
二。一 , 。+ :

(M中
。

(才
。

))
,
八(F

二。+ , 一 、。+ :
(M巾

招 + ‘

(t
。

))
,

⋯
,

△(F
二。 _ : 一 x 。 _ :

(M巾
“ 一 “

(t
。

))
,

F 二 。 _ : 一 二
。

(M巾
‘“ ’

(t。)))⋯ )

》△(么
2
一

,
(户尸

x 。

(, 。))
,
△(△

2 ”+ , 一 1
(户尸端(才

。

))
,

⋯
,

A (A
Z “ 一 , 一 ,

(户尸
二。

(t
。

))
,
么2 ’一 , 一 ,

(户尸
二 。

(, 。)))⋯ )

> 八(△2 ’ 一, 一 ,
(户尸

二。

(t
。
))

,
A (△

2 ‘ 一, 一 ‘
(户尸

x 。

(t
。

))
,

一
,

△(△2
’ 一, 一 ,

(户尸
二。

(t
。
))

,
A Z ’一 , 一 ,

(护尸
* 。

(t
。

)))⋯ )

= △“
一

卜 ‘
(么

2 “ 一 , 一 ,
(户尸

二。

(t
。

)))

二么(。 一
”
)2 ’一‘一 , (户尸

二。

(t
。

))) l 一几
,

V m , n〔Z
+ ,

m ) 。> N

所以 {二
。

}
解中的 ,

一c a u 。hy 列
,

由x 的完备性
,

可设 二。

与
戈铃。x

.

又 因lim 中
”

(t
。

) = o ,

所以对任何才) o ,

存在N ;
(t

,
几)任Z

十

使得当
n
) N l

(‘
,

几)时有 巾
”

(才
。
)

< t
.

于是

护尸二
。一口(t )》△(户尸

二 ,

(中
”

(亡
。

))
,

户
一。

(t一 中
”

(t
。

)))

> 八(八
2 ‘
一 ,

(户尸
x 。

(t
。

))
, 1 )= △

2 ’

一 ,
(户尸

二 。

(t
。

))) 1 一凡 n
) N l

(t
,

凡)

故 尸二
。 , , 0

.

注意到 二。

芝, 介
,
尸是了一闭算子

,

所以介〔D (尸)且尸x

一。
,

即介是方程(2
.

2 )

的解
.

由肠之, 介知
,

迭代序列 (2
.

3 )了一收敛于劣二

最后证明当r (至)
: Y , X (云〔D (P ))为满射时

, x ,
是方程(2

.

2 )的唯一解
.

假设 介
.
也是

方程(2
.

2 )的解
,

则 由r (幻 的满射性知
,
存在刀〔Y使介

, 一介 = r (幻夕
,

于是
,
我们有

户,
(中

”

(‘)) = 户尸(二
, + 厂 (牙)。)一尸, , 一。(中

”

(才))

> A (户
,

(巾卜
’
(t ))

,
A (户尸

, ,

(中
” 一 ’

(才))
,

户, + 尸, ,

(巾
介 一 ‘

(才))))

= A (户
,
(中

” 一 ’
(t ))

,

户,
(中一

,

(才)))

》⋯ > A Z ”

一 ,
(户

,
(t ))

,

V t > o (2
.

7 )

因s u p 户,
(t )= 1 ,

所以存在才
;
) o使户

,
(才

1
)> d

.

于是由(2
.

6 )
、

(2
.

7)式得
止) 0

户,

(巾
”

(才
1
))> △2

”
一 i (户

,
(才

1
))) 一几

令。 , + oo
,
得户

,
(0+ )》 1 一几

.

由几的任意性
,
即知户

,
(。

+

)二 1
.

所以 户
,
(约= l ,

V 矛> 。
.

故

g == 0 , 即 x . , == 戈二

定理2 设 (X
,

了
,

‘

八)是了
一完备的M e n g er PN 一空间

, 八是 h型 t
范数

,
设算子尸

:
X ,

X 满足下列条件
.

对一切x , 夕〔X 及 t > o有
‘

F , 、. + r )一 , , 一 r
(巾(t))> △(F

,
(才)

,

△(F
, :

(亡)
,

F , + , :

(公)))
_

(2
.

5 )
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其中函数中
: R

+

、 R
十

满足条件 (少 )
,

则算子方程尸x = 0在X 中有唯一解介
,

且对任一 拘〔X
,

迭代序列
x 。

= 戈 , _ 1 一P 大”
_ 1

J产- 收敛于梅
.

证 令r(
二 )封 (v :

以 )
,

其中助x 上的恒同映象
.

由定理 1的证明知
, 、。三~ 沂x

,

尸% 。

里、 0 (注意
,

定理 l的这段证明中
,

没有用到 尸 的闭性
,

故对本定理仍适用)
.

其 中迭

代序列

大。
~ x 。 一 , 一 r (火

二 一 ,
)(尸x : 一 ,

)一 x 二 一 , 一尸x 。 一 1

下面只需重证尸介 = 0
.

事实上
,

由(2
.

8 )式得

F 尸二, 一尸二
。
一 (, , 一 二。

)(t )> F户(, :
+ (x

, 一 x ,

))一尸二
,
一 (二

, 一 , ,

)(少 (才))

> A (F
x , 一 x 。

(t )
,

A (F 尸, ,

(t )
,

F (二, 一 二 ,

)+ 尸、。

(才)))
_ _ 夕 。 夕

。 _
‘ , 、 ,

_
, _ 、 , . 、 , 一 ,

二

又因 。 , co
,

肠书~ 峥火二
,
尸肠‘二

) 0且八(
·

,
·

)在点(l ,

l) 处连续
,
故有

lim F 尸二
, 一 尸二。一 (二

, 一 二
。

)(矛) = l (V t) o )
从而尸二

。

乌狱
.

注意到 , 是Ha
u s

do
r ff 的

,

故有Px
二 一 。

.

定理 3 设 (X
,

了
,

八)
,

(Y
,

萝
,

匀
,
尸及厂如定理 1 ,

在定理 l中
,

将条件 (i) 换为

(i)
‘

存在满足条件(中 )的函数小 (约
,

使得对任何 x 〔D (尸)及g 〔Y
,

有 二 + r (劝 , 〔D (尸 )

且
户尸(

: , 二 (
:
) , ) _ , : 一 ;

(中 (矛))> A (户
,
(t )

,
A (户尸

、 一。。(‘)
,

户(。一。
。
)+ 尸二

(t )))

V 云》0 (2川
其中统〔Y 为任一固定元

.

其余条件不变
,

_

则算子方程

P x = 夕
。

(2
.

2 )
,

在 D (P )中有解
,

且对任一 x 。
〔D (尸 )

,

迭代序列

x 。
= 尤。 一 工一厂 (x 卜

1
)(P x 。 一 , 一夕。) (2

.

3 )
/

了
一收敛于方程(2

.

2 )
‘
之一解

.

又若存在某一至〔X
,

使得厂 (幻
:
y ”X 为满射

,

则方程(2
.

2 )
‘

在 D (尸 ) 中有唯一解
.

证 令厂x 一尸% 一从
,

易知厂
,

厂满足定理 1的所有条件
.

因此
,

本定理的结论可 由定理 1

推得
.

取中 (才) = q t (0 < q < l )
,

△ = m in
,

由定理 3即得如下推论
,

推论 1 设(X
,

了
,

八)
,

(Y
,

夕
,

A)
,
尸

,
r 与定理 1中的相同

,

如果满足以下条黔
:

(i)
”

存在常数q侧 o , l)
,

使得对任何火〔D (P )
, , 〔y

,

有x + 厂 (劝夕〔D (尸 )且

户尸(: + : (
:
), ) 一 , : 一 ;

(才)> m in 王户,
(t/ q )

,

户尸二一。。(t/ g )
,

户(。一。
。
)+ 尸二(‘/ Q) }

,

V t> o (2
.

1 0 )

(ii ) 存在常数M > 0 ,

使得对一切 x 〔D (尸)
, , 〔Y 有

F r (
:
) ,
(t )) 户

;

(t/ M )
,

V t> o

则定理 3的结论仍成立
.

注2 [l 」中定理4
、

〔4 」中定理 3
.

1都是推论 1的特例
,

从而更是定理3的特例
.

定理3也是〔11 中定理 1 在

某种意义下的改进和推广
.



(中
,

△ )型概率收缩与M e n g e , PN 一空间中非线性算子方程的解

三
、

应 用

作为应用
,

在这一节中我们将利用上节得到的结果来证明 M e n g “ r P N 一空间和赋范空

间中的两个不动点定理
.

定理 4 设 (X
,

了
,

△)是了一完雀涵勺M
e n g e r P N 一空间

,
△是h型才

范数
,

T , X ”X 是映

象
,

如果存在满足条件(中)的函数中
, R

‘

”R
‘

及函数m: X ” Z
+ ·

使得对一切价 “〔X

F ? 。 ‘! ,火一犷 ”‘
y , u (山 (t

.

))李么(F ‘一 ,
(t )

,
A (F

、一 犷
。‘, , 二

(才)
,

F少 犷, ‘, ,二
(t )))

,

V t> 0 (3
.

1 )

贝叮在尤中有唯一不动点介
,

且对任一肠〔X
,

迭代序列 x 。
= 了”(“

一 1)x
。一 :

了
一收敛于介

.

证 今p x ~ x 一 T “
闰州 v 大〔X )

,

则T “川 x = 义一尸 %
.

于是 (3
.

1 )式化为

F (、: , )一 (, : : , , )(中 (t ))> 么(F 卜
, (才)

,
△(F

, :

(才)
,
F 卜

: + , :

(t ))) (3
.

1 )
了

再在上式中以x + y换夕
,

即得(2
.

8 )式
. ,

因此
,

由定理2知方程尸% = 0在X 中有唯一解% 。
.

即二
,

气 户

是7ha (城)的唯乙不动点
,

且迭代序列

x 。
= % 。 一 1 尸 尸% , _ l ~ T m (介

一 ,
) x 。 _ 1

务喊执
.
二注意妙而

.

)(T 娜卜州Tm (x. )x* )一介
, ,

即介
二
也是Tm 同解赫

.

从

而T 介 ~ 介
,

即介也是T 的不动点
.

若肠
。
也是T 的不动点

,

则 由了鞠
, 一介

*
可推得T 川(“)介

二 =

介
. ,

因 x .
是T 川(“)的唯一不动点

,

故介
, 二介

.

这便证明了介是T 的唯一不动点
.

在件
.

仆式中令必 (仆二
」

qt (0 < q < l)
,

禅(x )三 l,
么一 m in

,

即得如下推论
:

推论 2 设(万
,

济
,

幻是
、

犷一完备的M o n g er
一

P N 一空间
,
△是h型卜范数

.

设映象 T : x *

X 满足以下条件
:
存在q〔(0 ,

l) 使得对一切 x , y〔X 有

F : 卜 : ,
(t )> m in {F 卜

,

(才/ g )
,

F 卜二 二

(才/ g )
,

F 卜 : :

(才/ g )}
,

V t> o (3
.

2 )

则T 在X 中存在唯一不动点介
,

且对任一两任X
,

迭代序列心二 T 肠
一 :

(
” = 1 ,

2, ⋯ )了一收 敛于

x气

注3
.

〔11 中定理 5是推论2的特例
.

推论2也是 B a n ac h压缩映象原理在M e n g er PN 一空间的推广
.

定理5 设 (X
,

l
·

ll) 是B a n ac h空间
,

映象T ‘X ”X 满足以下条件
:

存在满足条件(小 )的

严 格增函数º :
R

F
”R ‘

和存在函数m: X ”Z + ,

使得对一切 x , , 任X ,

1}7
’ “ ( ’ )、一 了机 ‘

犷)刀1}《小 (m a x {】{x 一 , 11, l}x 一 T 饥 ( ’ )二 !}, }}夕一 T , ( : )x }}}) ( 3
.

5 )

则T 在X 中有唯一不动点x ,
,

且对任一拘〔X ,

迭代序列% 。
一 T m (介一 , )x 。 一 1

了一收 敛于 x , .

证 我们定义了
: X ”多如 下

:

了 fx ) (t ) = F
:

(才) = 万 ( t 一 {{x {{) ( 3
.

4 )

则 (X ;了
, m i n )是了

一
完备的M e n g er P N 一空间

.

由 ( 3
.

3 )式不难推得 ( 3
.

1) 式
.

事实上
,

不

妨设 F
: 一 , (公)

, F 、 一 T
·、· ,、 (公) 和F 。一贸

。 ( · ,二 (才)都等于 l ,

则由 (3
.

4 )式知 l}x 一夕}】< t ,

}1戈 一T “ ( , ) x ll

< t, 11, 一 7
’ 仇 ( ‘ ) x l}< t

.

从而由 ( 3
.

3) 式及小 (t )的严格递增性得 llT 饥 ( ‘ )% 一 7
’仍 (‘)夕}}< 中 ( t )

,

故

有F 尹
( · ) 二 一 ,

( , 〕。(中 (才) ) = 1
.

因此 ( 3
.

1) 式成立
.

于是
,

由定理4即得所需结论
.

注4 定理5是 Ban ac h压缩映象原理的推广
.
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