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摘 要

人型自适应有限单元在网格局部细划时
.

会产生非常规节点
,

从而破坏了一般意义 上 的 单元

连续性假定
.

本文利用参照节点对非常规单元进行坐标和位移插值
.

为保证单元之间坐标和位移

的连续性
,

本文提出了一组修正的形函数
,

常用的形函 数是它的一个特例
.

本方法应用 于 有限元

程序时
,

除形函数外无须做任何改动
.

算例表明本文的方法具有方法简单
、

精度高
、

自由度少
、

计算量小等优点
.

关键饲 自适应网格 有限单元 误差估计

一
、

引 言

自适应有限单元法 (A F E M ) 通过对有限单元的基本参数 (如单元几何尺寸h
、

单元插

值形函数的阶次 P
、

单元节点的位置 R ) 的优化配置
,

达到采用最少自由度获得要求 精度的

目的
.

根据不同的优化参数
,

自适应有限单元分为h型
、

P 型
、

h一P 型和R 型四类
「‘〕.

目前已

有一系列这方面的文献
〔竺一 。3发表

.

p 型自适应有限单元具有较快 的收敛速度
,

但需 要特殊的

数据结构和求解器
,

而 h 型自适应有限单元则不同
,

它更容易被应用于比较成熟的有限元程

序
。

盈 口 里
(a )常规网格 (b) 一阶非常规网格 (c )二阶非常规网格

图 1 常规和非常规网格

h型 自适应有限单元的局部网格细剖不可避免地引入非常规节点
.

按文〔8」所述
,

如果某

节点是所有与它相临单元的节点
,

称为常规节点
,

否 则 称 之 为 非 常 规 节 点 (i行 e g ul ar
n o d e)

.

含有非常规节点的网格称为非常规网格 (ir re g ul ar m e o h )
二
通 常 以 单元一边上

朴
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非常规节点数目的最大值作为网格非常规程度 的 指 标 (in d e x of ir r e g ul ar it y
,

如 图 l

示)
.

指标为k的网格称为k 阶非常规 网格
.

非常规节点的存在破坏了一般意义上的单元 间连

续性假定
.

以三个 8节点单元构成的平面 网格 (图2 ) 为例
,

非常规节点A 和B 使得函数f (如

坐标
x ,

位移
。 ) 在穿越单元交界面时不再连续

,

这种不连续现象影响数值解的精 度 和稳定

性
.

为此必须强加一个约束条件
:

f(A ) ~ a f(C ) + 刀f(D )+ , f(E )

式中
, a ,

刀
, , 为给定的参数

.

这种方法的缺点是
:
不易应用于成熟的有限元程 序

、

计算量

较大
、

对高阶非常规网格不易处理
.

鉴于非常规节点的不独立性
,

本文利用节点E 和 C (而

不是非常规节点A 和B ) 对单元进行坐标和位移插值
.

这里
,

我们称节点E 是非常规节点A 的

参照节点
,

称节点C 是非常规节点双的参照节点
.

为方便起见
,
定义常规节点的参照节点是

它本身
.

下文我们将讨论适用于非常规8节点平面单元和 20 节点空 间单元的形函数
.

分别记

N .
(占

,
哟

,

势‘(占
, 叮,

幼为常规 8 节点平面单元和20 节点空间单元 (图 3 ) 的形函数
,

并定义

丫丫丫丫111 88888

图 2 位移不连续性 图 3 常规8节点和20 节点单元

L l
(豹 二 一占(1 一雪)/ 2 ,

L :
(雪) = 1 一君雪

,
L

3

(雪) = 君(l + 占)/ 2 (x
.

1 )

二
、

8节点平面单元和 20 节点空间单元

8节点平面单元 (Q
Z

)和20 节点空间单元 (Q
“

)得到广泛的应 用
.

这一部分将细致地讨论适

用于非 常规Q
Z

单元的修正形 函数
,

并对非常规Qs 单元进行分析
.

应当说明的是
,

本文的方法

可以很容易地推广到其 它类型的单元
.

八

甲
·

可
圈 4 平面非常规单元 圈 5 空间非常规单元

如图4 示
,

单元º 和 À 各含一个非常规节点I ; 和 I : .

公共边A l , B 的坐标和位移可分别由

¹
、

º 单元插值得到 :

二
。

一 L , (梦)对 + L :

留 ) 二
·

母+ L 。

(省
‘ )对

u 。二 L ; (君
’) ; 寸+ L : (占

‘

)。忍+ L 3

(君‘)。公

2 ; 、!。〔一 l , 。: } (2
.

1)
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x 。
= L l

(雪
“

)对 + L :

(省
“

)、百
i + L

3

(省
艺

)x 分

。 。
= L :

(雪
2

)
。
普+ L :

(君
2
)

u 二i + L
3

(省
2

)
。君
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;
2
任〔一 ‘, ‘〕

} (2
.

2 ,

式 中
,

罗
,

扩分别为单元 ¹ 和º 的局部坐标
.

假定当君
‘
二互(互〔( 一 l

,

0 )) 时有 :

“。 = u ji ,

即

心
: = L l (互) x 普+ L Z (互)此+ L 3 (互)

x g

。二i = L , (叠)“寸+ L : (蚕)“誉+ L 3

(上) u宫

把 ( 2
.

3 )式代入 (2
.

2 )式
,

火。 = 乙; (雪
“

) 大寸+ L : (雪
“

) %召+ L 3

(省
2

) x 宫
、

u 。 ~ L : (省
2

) “普+ 乙2 (省
2

)。忍+ L 3

(省
么

) u任 J

式中
,

x 。

= 戈二1
, “。 =

( 2
.

3)

( 2
.

4 )

L , (占) = 乙, (互)L
,

(雪) + 乙1 (占)
, L Z

(占) = 乙
2

(互)五
2

(占) + L 3

(占)
, L 3

(占) = L 3

(看) L
Z (占)

比较 ( 2
.

1) 式和 (2
.

4 )式可见
,

如果存在某个夏和某个关于省
‘〔〔一 l , 0] 和占2

〔〔一 l , l] 的一一对

应关系使得下式恒成立
:

L ‘(省‘) = L ‘(省
2

) (‘= 1 , 2 , 3) ( 2
、

5 )

则 ¹ º 单元间的连续性可得到保证
,

考虑到恒等式

L l (舀‘) + L :

(占‘) + L 3

(首‘) ~ L I (占
z

) + L Z

(占
2

) + L 3

(占
么

) = x ( 2
.

6 )

式 ( 2
.

5 )只有两个是独立的
,

容易导出

互= 一 l/ 2 ,

雪, = (雪
2 一 l )/ 2

‘

( 2
.

7 )

同样
,

对于单元 ¹ » 我们也可以导出

互= l / 2 ,

舀‘= (占3 + l ) / 2 ( 2
.

5 )

根据 (2
.

7 )式和 ( 2
.

5) 式我们可 以得到适用于非常规单元的改进形函数

凡‘= N ‘+ L l (互
, )N , + L :

(互
。

)N 。 ,

夕‘+ ‘二 L 3

(互
‘+ 4

)N ‘+ ‘

( 2
.

9 )

式 中
, ‘= l , 2 , 3 , 4 , j= 5 , 6 , 7 , 8 ,

几= 8 , 5 , 6
,

7 ,

互
, (j= 5 , 6

,

7 , s ) 是由参照节点位置来确定
,

以套
。

为例
,

一 1/ 2 节点5是非常规节点且参照节点在 12 方向

1 / 2 节点 5是非常规节点且参照节点在 21 方向

0 节点5是常规节点

非常规Q “

单元修正形 函数的构造与非常规Q Z

单元在本质上是相同的
,

但前者更为复杂
,

非常规节点和参照节点之间不一定有一一对应关系
.

如图 5示是一个
“

大
”

单元和四个
“

小
”

单

元 的交界面
.

R’表示常规节点
.

1:

表示非常规节点
.

根据上述推导可见
:

¹ º 单元 间满足

占
‘~ (省

2 一 1 ) / 2
, 叮, = (刀

2一 1 ) / 2 (2
.

10 )

为描述方便起见
,

称牙单元表面的每一部分为单元面 (一个酬单元有六个单元面 ) ,

不

包含非常规节点的单元面是常规的
,

否则为非常规的
.

如图 6示
,

称单元面尸 = {R l , R Z ,

凡
,

R 4 ,
尸

5 ,
尸

6 ,
尸

7 ,
尸

8 }为非常规单元面 夕二 凌R : , R S , 1 1, R S , I 。, 1 3 , 12 , 1 1 。} 的参照单元

面
.

规定常规单元面的参照单元面是它本身
.

则修正形 函数可表示为
,

葵
, 。= E N ‘(套

; , ,
万

, ,

)劝, ,

( 2
.

1 1)

式中
, i( ‘, 1 , 2 ,

⋯
,

s) 是单元面的节点序号 (同。
,

单元 ) ,
几 为对应节点在Q3

单元中的节点
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序号 (如图6 示)
.

要
, , 和亏

, ‘
是节点几在参照单元面中的局部坐标

.

对常规单元面
,

由于参照

单元面是它自身
.

因此有N ‘
(氛

‘,

万, 。
)= 头

, ,

即得到常用的形函数汤
、
二势

, , .

由(2
.

9 )和 (2
.

1 1 )式不难看出
,

新的形函数具有以下优点
:

1
.

新的形函数形式非常简畜韵

2
.

新的形函数在保留等参插值的基础上保证了传统的连续性假定 ;

3
.

新的形函数与常规形 函数能很好地一致
.

后者是前者的一个特例 , 前者可由后者求

得 ,

4
.

采 用新的形函数降低了节点和自由度的数目 (非常规节点不再是真实节点)
,

强制

约束的困难得以避免
.

III
。。

、、
1

1

1
...

lll
lll

III
333

III
---

1111111
222李李李

尸

入入入

动动 :火乏二丫丫
ºº

··

图6 单元面 图了 高阶非常规网格

前面讨论的仅限于一阶非常规网格
.

对于高阶非常规网格
, _

仁述方法经过 迭 代 仍 旧适

用
.

这里只以Q Z

单元为例加 以说明
.

图 了示出一个二阶非常规网格
,

对于 ¹ 单元
, R 3

是 1 1 的

参照节点
.

诊用R 3

代替11 ,

由 ( 2
,

9 )式得形函数夕
‘; R :

是I 。

参照节点
,

一

用凡代替 1 3,

令N ‘二 夕‘,

由 ( 2
.

9 )式即得适 用于单元 ¹ 的形函数夕
‘.

显然
,

这一过程在计算机上是很容易实现的
.

三
、

误差估计和灵活的自适应方式

给出一个可靠的判据判定数值结果的有效性对数值分析来说是非常二要而且困难的
.

目

前已提出很多种事后误差估计 因子
L“ 3一“ 「 7 」.

本文采用了文 [4〕提出的能量模误差估计因子
.

对

下述形式的边值问题

f 一 v T a v“ + b。+ f一 。 在口域内

{
“

二
。 。 、

L a LQ u / O 刀 ) = q

能量模形式的误差估计因子为
,

在约束函数边界厂
d
上

在给定通量边界 r : _

上

( 3
.

1 )

}}“= 甲 l
_ 。r d口+

‘二州 J g :

么才‘

乙 即d 厂 一 艺
_
蹭 d r

1 九
( 3

.

2 )
r ‘哄r r h 二 厂

式中
, e ~ 云一 u , r ~ 一 V 与 V . +加 + f

,

套= q 一 a( d耐口n)
, p ~ J 〔a( 口云/ 口n) 」几九

公为数值解
, 。
为精确解

,

。
‘

是单元所占区域
,
厂‘
是单元间的交界面

,

J[ 〕为阶跃量
.

对于一些具有规则几何形状的单元 (如矩形单元 ) ,

某一个或两个方向往往容易达到 ,
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定的精度要求
,

一个灵活的自适应策略将可 以减少单元的数目
.

如图 8 示
,

如果沿某一方向

误差估计因子达到一定的精度
,

则该方向不再网格细剖 (注意确保单元良好的几何性质)
.

口
一

巨⋯
{ \

山巨

___ _ _

月月监
_

___

目目目尸尸
一一一一一

11111⋯⋯
口口口口田田田田田

图8 灵活的自适应方式 (平面) 圈9 G r iff it h 问恤及网格

四
、

数 值 算 例

为验证方法的有效性
,

计算了两个算例
.

算例 I G ri ffi 七h 裂纹问题

如图 9所示含裂纹 的无限大平板受垂直于裂纹方向的均布荷载P的作用
.

裂纹长度为
a ,

文 〔1叼给出了在平面应变条件下裂纹表面的法向位移
.

·
(·

, 。,一

{
一

叼
,旦之(

1 一

(: )
“

)
t O

O《大《
a

x > a

(4
.

1 )

式中
,

E 为弹性模量
, 拼为泊松比

,

这里取 p ~ 1 , a ~ 4 ,
E = 7

.

28
, 拼= 0

.

3
.

由问 题 的对称

性取四分之一进行计算(网格如图 9示
,

共 1G 个单元
, 1 68 个自由度 )

.

数值结果如图10 所示
,

节点位移的最大百分误差为2 肠
.

由此可见
,

对非常娜网格采 用新 的形函数是很有效的
·

一 理论结果

介 数伯汗 甲

功娜蛾伽

一
二一

~
一

~ 闷‘州 _
~

一‘ 上- - -
~-

p o ] () 业0 { (, 4 〔)

筋筋 { :::

甸10 裂纹表面法向位移 图 们 L型域

算例 Z L型域

由两种不同的材料(E
:
= 3 E , , 拼:

= 拼;
)组成的L型域承受如图 11 所示的均布荷载作用

.

图

12 是自适应五步对应的网格
.

与文〔5〕比较
,

两者的网格粗细分布的趋势完全一致
.

五
、

结 论

本文通过修改习用的形函数以确保非常规单元的连续性
,

该方法简单方便
.

修正的形函
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s teP I
s te P Z s teP 3

s t eP 4

曰曰曰曰曰曰曰厂厂
曰曰曰门门门门曰曰
曰曰曰曰曰曰曰印印
口口口曰曰门 ,, 川阵阵

「「「「飞一一】
~

飞干干

曰曰曰曰
「门一一厂阵阵用一一r T

电电

「「曰曰lllllll门一一r rrr 不r
...

百寸
一一一一

厂厂厂厂厂 口口阵阵厂厂门门厂厂
曰曰曰曰曰曰曰曰曰曰

{{{{{{{{{ 门门曰曰口口口
s t e P S

圈12 L退城的网格自适应

数和习用的形 函数有很好的一致性
.

灵活的自适应方式减少了单元的数目
,

加速了自适应过

程的完成
.
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