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摘 要

在本文中我们
一

首先对具有随机定义域的连续随机算子组证明了 D ar ba
o 型不动点定理

.

应用此

定理我们给出了非线性随机 V ol t e r : a 积分方程组和非线性随机微分方程组的C au c h y问题解的存

在性准则
.

这些随机方程组的极值随机解
i

均存在性和随机比较结果也被获得
.

我们的定理改 进 和

推广7 V a u g h n ,

L a k sh m ik a n th a m
,

L a k s h m ik o n th o m “ L 。。la
,

D e B la s i一M y ja k和第一作

者的相应结果
.

关健词 非线性积分方程 随机 V ol t e r r a 积分方程 随机C a u ch y问题 极值随机解 比较

结果

一
、

引 言

已知随机积分和微分方程的理论在许多应用科学领域内有广泛的应 用
,

例 如 工 程
、

物

理
、

化学
、

生物和系统科学等 (见 〔1一 3〕)
.

因此有许多数学家从事这一课题的研究
.

最近第

一作者
「‘ , 5 ’已得到了非线性随机 V ol t e r r a 积分方程和非线性随机微分方程解的存在性准则

和极值随机解的某些存在性定理
.

这些结果推广了文献中的某些已知结果
.

在本文中我们将推广 〔4
, 5〕中的结果到非线性随机积分和微分方程组

.

首先对具有随机

定义域的连续随机算子组证明了一个D a r b a o 型随机不动点定理
.

应用此定理
,

对非线性随

机V ol 七。r r a 积分方程组和非线性随机微分方程组的 C a u c h y 问题给出了解的存在性准则
.

这些非线性随机方程组的极值随机解的存在性定理和比较结果也被获得
.

我们的结果改进和

推广了 V a u g h n 〔”
,
” ,

L a k s h m ik a n th a m 仁S J,

L a k o h m ik a n 七h a m 一L e e la
「么’,

D e B la s i一

M y ja k ‘“’和 D in g 〔连 , 5 ’的相应结果
.

二
、

预 备 知 识

设(口
,

了
,

川是完备。 一有限测度空 间
,

X
‘, ‘一 1

,

⋯
, 。
是可分B a n a c h空间和 C L (X

‘

) 是

关
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X
‘

的一切非空闭子集的族
.

令X 二 X l x ⋯ 火 X
。 .

对每一 x 二 (x
; ,

⋯
, 二,

)〔X
,

定义 l川 =

m a x JJx
‘

]l
,

则X 也是一可分B a n a e h空 间
.

! ( ‘( 月

定义2
.

1 称映射 x ‘:
口 , X

‘

是 X 厂值随机变量如果对每一 开 集 A 。c X ‘,

灯
‘
(A

‘
) =

{。〔口
: x ‘

(叫 〔A ‘}〔了
.

称集值映射E : 口、C L (X )是可测的如果对每一开集A 〔X
,

E
一 ‘

(A )

二 笼。〔口 : E (动 n A 笋叻}〔了
.

定义 E 的图为G r( E ) = 笼(。
,

劝〔口 又X : x 〔E (。 )}
.

定义 2
.

2 称映射T
‘:
G r( E )、X ‘

是具有随机定义域E 的连 续随机算子如果

(i) 对每一。〔口
,

x0 〔E (。 )
,

{ x ‘ }、
1仁 E (。)和当 。 , co 时 沪* x0 则当 m , oo 时有

T ‘
(。

, x “ ), T ‘
(。

, x o

);

(ii) 对每一%〔X 和对每一开集A
‘
仁 X

‘,

{。〔口
: x 〔E (。 )

,
T ‘

(。
,

劝CA , }〔丫
.

令
a ‘ , 了: 口” [ o

,

co )
,

⋯
, 。
是实值随机变量

.

定义

f铸 j
,

a
:

, , (。 )=
1一 a ‘ , ,

(。 )
,

= 少; 万, ] 二 1 ,

⋯
, n

、.夕
.

口j(
�

a、
r之
.. L、

子 j
a

l方(。 ) 二{
a
奎

, 1
(。 )

a
于

+ 1 , , + l
(。 ) + a

f
十 , , 1

(。 )
a f

, , + 1
(。 )

,

a
圣

, ;
(。 )

a
梦
、 1 , , + 1

(卯) 一 a
于

+ 1 , 1
(。 )

a
f

, , 十 1
(。 )

,

,

⋯
, n 一 l , ⋯

, n 一 l

引理2
.

1 〔‘。〕 存在正实值随机变量
r ‘(。 )

, ,

⋯
, n ,

使得

艺
a ‘, , (。 )

r ,
(。 )< r ‘

(。 )
,

V 。〔口
, ‘= l ,

⋯
, n

( 2 一 )
j 二 1

的充要条件是
a
于

, ,
(。 )> o

,

丫。〔口
, l一 1

,

⋯
, n ; f ,

j= l ,

⋯
, n + l 一 l

对有界集 S ‘任X
‘,

a( S
‘

) 表S
‘

的K u ra to w s ki 非紧性测度
,

对a 的性质读者可参见【6,

引理 2
.

1〕
.

定理 2
.

1 设T
‘:

G r( E ) , X
‘ ,

‘~ 1 ,

⋯
, 。
是具 有随机定义域E 的连续随机算子

.

假设

( i) 至对每一 。〔口
, E (。 )一 E l (。 ) 只 ⋯ x E

。

(。 )
,

其中 E ‘
(。 ) 是 X

‘

的非空闭凸子集和

T
‘

(。
, E (。 ) )仁 E ‘

(。 )
,
i = 1 ,

⋯
, n ;

(11 ) 对每一逻。〔口
,

B
‘

二 E ‘
(。 )

,

‘= 1 ,

⋯
, n ,

a (T , (。
, B ) )《乙

a ‘, , (。 )a (B , )

其中B ~ B I X ⋯ X B
。 ,

T
‘

(。
,

B ) = {T
‘

(。
, x )

: 二〔B }和 a ‘, ,
(。 )

,
‘

,

j= l ,

⋯
, n
是非负实值随机

变量使得随机不等式组 ( 2
.

1) 有随机正解 (
r l

(。 )
,

⋯
, r ,

(。 ) )
.

则随机算子组T ‘,

‘一 1 , , 二 , n 有随机不动点
,

即存在X 一值随机变量 (对 (司
,

⋯
,

对 (。) )任

E (。 )
,

V 。〔口使得

x 育(。 ) = T ‘
(。

, x 竺(。 )
,

⋯
, x 育(。 ) )

,

V 。〔口
, f== l ,

一
, 。

证明熨对每一。〔口
,

令

E I (。 )一 E ‘
(。)

,

(‘~ l ,
⋯

, n
)

E T
+ ‘

(。 ) 一而
钊

(丁
‘
(。

,

百梦(。 )
,

⋯
,

百 : (。 ) ) )
, s= 1 ,

⋯ ,’
, ; m 二 1 , 2 ,

一

由假设 (i) 推得 E 矛(。 )仁 E ; (。 )
, ‘= 1 ,

⋯
, n .

由归纳法
,

我们有

刀T
十‘(。 )‘E T (。 )

,

(‘= 1 ,

⋯
, n ; tn == l , 2 ,

⋯ )
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令K
‘
(。 )= 门E T(司

,
‘~ 1 ,

⋯

因为随机不等式组 (2
.

1)

, ” ,

则每一K
‘
(。 )是闭凸的

.

的随机正解的集对正数的乘法是封闭的
,

4 73

不失一般性
,

我们能

假设
a (E 二(。))《

r‘
(。 ) (‘= 1 ,

⋯
, n
) (2

.

2 )

令
。(。 )一 。 , x

万
, : !

(。 )云
。 : , ,

(。 )
: , (。 )下

则 0《 q (。 )< 1且

艺
a ‘ , , (。)

r ,
(。 )《。(。 )

r。
(。 ) (‘= l ,

⋯
, n

才. 1

从a 的性质
,
假设(11)和 (2

.

2 )式推得

a (E 尝(。 ))== a (e o (T
‘
(。

,
E 全(。 )

,
⋯

,

E 二(。 ))))

= a (T
‘
(。

,
E 釜(。)

,
⋯

,
E 二(。 )))

《艺
a ‘, ,

(。 )a (E 考(。 ))

《 E
a ‘, , (。)

r ,
(。 )

了二 I

( g (。 )
r‘
(。 ) (‘二 ,

‘ ’ ‘
, 月

由归纳法我们有

a (E T(0 ))《 [ g (。 )〕, 一 ’r ‘
(。 ) (‘, 1 , ‘二 , ” )

因o《 g (。 )< 1 ,

我们 有

a (E 了(。))” o ,

当m 0 00
,
‘= 1 ,

⋯
, n

因此K
‘

(。 )= 黔了(。 )
, ‘== ‘,

一
n
是非空紧凸集

·

令 K (。 )~ K
l
(。 ) x ⋯ x K

。

(。 )
,
则 K (。 )也是紧凸的

,

容易看出

T ‘
(。

,

K (。))c K
‘
(。 ) (i= 1 ,

⋯
, n
)

令丁二 (T
, ,

⋯
,
T

。

)
,

则T (。
,

·

): K (。 )、K (。 )是连续的
.

由s c h a u d er 不动点定理和。〔口的

任意性知T 有广义了动点
.

从丁“ 〕的引理 2
.

2推得存在X 一值随机变量 (对 (动
,
⋯

,

对 (。 ))〔

E (。)
,

V 。〔口使得

(%全(。)
,

⋯
, x 臀(。 ))= T (。

, x 全(。 )
,
⋯

, 二普(。 ))
,

V 。〔口

且因此有
x 竺(。 )” T ‘

(。
, x 全(。)

,
⋯

, 、誉(。 ))
,

V 。〔口
, i= l ,

⋯
, n

注2
.

1 定理2
.

1推广了D ar bao 不动点定理和丁〔‘〕的定理2
.

1到非线性连续随机算子组
.

令 G
‘

是尤
‘的开子集

,
J = 〔才

。, 才。+ a] c R
,

R 是一切实数的集
.

令

C〔J
,

X ‘〕= {x ‘: J * X ‘lx ‘连续
,

]lx ‘11
, = m a x {}x

‘

(t )}{}

则 (C [J
,

X ‘〕
,

]}
·

!J, )是可分B a n a e h空 间
.

令

刀 [口 x J
,
G ‘〕二 {x ‘: 口 x J、G ‘

}、
‘
(。

,
·

)连 续
, x ‘

(.
,

约是尤
‘一值随机变量}

C 仁口 x J x j x G , x ⋯ 火 G o G ‘〕

二 {K
‘: 口 x J 义 J x ‘ , x ⋯ x ‘

。

、 G ‘}K ‘
(。

,
·

,
⋯

,
·

)连续和
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K
‘
(

· ,

公
, : 从

,

⋯
, %

。

)是X
‘一值随机变量 }

引理 2
.

2 〔
‘“
设几任G 〔日 只 J

,

G ‘儿 则存在实值随机变量叮
‘,
口” (0

,

co )使得

{x ‘〔X ‘: lj二
‘一 z ‘

(。
, 矛。)11< 刀‘(。)}二 G

‘

引理 2
.

3 ‘
4 ’

设戳〔C 〔月 义 J
,

刃‘〕和叮
,
口今 (。

,

co ) 是实值随机变量
.

则存在实值随机变量

占‘: 口、 (0
,

co )使得

Jt一 矛
。

}< 乃
‘
(。 )今 {l二

‘

(。
,

公)一
z ‘

(。
,

t。) {}< 刀(。 )
/ 2

引理 2
.

4 〔
g 了
如果视映射。~ 为 (。

,
·

)为映。入 C [J
,

X ‘〕的映射时是 C [J
,

X
‘

〕一值随机变

量
,

则从〔C 〔口 又 J
,

X ‘」
.

引理 2
.

5 〔
‘ ,

戳〔C 〔日 )< J
,

G ‘〕
, 刀 :

口~ (。
,

co )和伴 口” (0
,

川是实值随机变量
.

令J
。

(叫 =

叶
。 , 才。+ 夕(。 )]

,

则 由

E ‘
(。 )一 { x ‘任(了[。只 J

。
(。)

,

G
‘

j
,

j!“ (。
, 才)一

z ‘(。
, 才) !l,

。
(。)《 : (。 )/ 2 }

定义的映射凡
, 。

一
, C L (C〔口 X JO (叫

,

矶〕)是可测 的
.

引理 2
.

6‘
“’
设{、了(。

, 才)}
。 ) 1仁C [口 x J

,

G ‘〕使得对每一 。〔口和对每一 i〔{ l
,

⋯
, n }

,

序

列 {心 (。
, 才)}

。 , 1
是紧的

.

则存在函数对 (。
, 才沂 C〔口 X J

,

弓‘〕使得对每一 。〔口和 i〔{l
,

⋯
,

好
,

对 (。
,

约是{畔 (。
, 公)}

。 、 ,的一聚点
.

三
、

存 在 性 准 贝!

定理 3
.

1 令戳〔C 〔口火 J
,

‘
,

〕
,

K 渡 c [口只 J 只 J 只 G l x ⋯ 义 G
, ,

G ‘〕
,
‘= 1 ,

⋯
, 。 .

假设

(H
l
) 存在实值随机变量M

:
口、 (。

,

co )使得对每一。丘口和对
一

任意 (才
, : ,

x) 任J x j x G
,

其

中x 一 (x , ,

⋯
,
x

。

)〔C 一 G , 又 ⋯ 义 G
。 ,

」}兀
‘

(。
。t , : , 二 ) {l簇M (。 ) (‘= l

,

⋯
, n

(H
Z

) 对每一 。〔口
,

I二J和对任何有界集B ‘仁吼
,

斌一 l ,

⋯
, ,

lim
t re 》 下(

。u p

{l
,

}}尤
‘

(。
,

‘ 一、(。 · )卜 K
￡
(。

,

一 , (。
, ·

川}d :

1
, 〔C 〔“ 又 I

,

B 〕
})
一 。

其中
,

劝~ (劝
, ,

⋯
,

劝
。

)和C 〔幻 X l
,

B 〕一 C 〔日 又 I
,

B I」X ⋯ x C 〔口 只 I
,
B

。

〕
.

(H
3

) 存在非负实值随机变量 卢
‘, , ,

万
,

j~ 1 ,

一
, 。
使得对每一。〔口和对任何有界集 B ‘二

G ‘,

其 中

· ’ ·
, 打

a (K
‘

(。 J
,

J
:

B ))簇艺 刀
, ,

(。 )a (B
,
)

B = B , 义 ⋯ 火 B
二 .

则存在实值随机变量v :
日。沁

,

川使得非线性随机V o l七e r ra 积分方程组

、‘(。
, 公)二

z ‘

(。
,

才) + \ K
‘。。

,

公
, : , x ,

(。
, s
)

,

⋯
, 戈。

(。
, :
))d

二

曳i= 一,

⋯
, 。
) (3

.

1 )

在 J
。
丈。 )二 [t

。 ,

t。 + 下(。夕〕
_

上有随机解 (对
‘

⋯ 对 )〔C [贝 x J
。

(叫
,

G 〕
,

其 中 C 〔幻 x J
。

(叫
,
G 〕

~ C [口 x J
。

(叫
,

召 l」
、

火 ⋯ x C [口 义 J
。 (胡 口

,

韭

证明 设仇 (。 l如在引理 2 2 内被定义
,

令“
、。

一

几玛i琴切
‘ 。)}

,

则斌叫 是正实值随机变

量使得
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{义‘〔X ‘:
1lx

‘一 二‘
(。

, 才。)l}< 叮(。 )}仁G ‘

设占
‘
(。 )如在 引理2

。

3内被定义
,

令6 (。 )= m in {d ‘(。 )}
,

(i= 1 ,

⋯
, n
)

则占(。 )也是正实值随机变量使得

}t一 t。}< 占(。 )今 11
2 ‘
(。

, t )一 2 ‘(。
, 才。 )】】< 刁(。 )/ 2 (‘”

令, (。 )= m in {a
,

6 (。 )
, 刀(。 )/ ZM (。 )

,
b /刀(。) }

,

其中b任(O
, 1 )和

. , ·

, n

刀(。 )= m a x

1“
‘ ” {习刀

‘, ,
(。) }

则 , (。 )
: 口。 (0

,

川是实值随机变量
.

令E ‘
(叫如在引理 :

.

5内被定义
,

则对每一。台。
,

E ‘
(司是 c 〔。x J

。

(叫
,

G ‘〕的非空有

界闭凸子集
.

令E (司 = E ,
(动 x ⋯ X E

。

(。 )
.

定义映射八
: G r( E )”C 【口 X J

。

(。 )
,

民〕
,
‘= 1 ,

幻由

⋯
, n
如下

:

: ‘
(。

, x , (。
, , )

,

⋯
, x 。

(。
, 才)), 二‘

(。
, 才)+ }

匕

由假设和丁
毛‘。’的引理5

.

2 ,

容易看出T
‘, f= 卜

,

(H
l
)和(3

.

2 )式
,

我们有

K
‘
(。

, t , s , x ,
(。

, s
)

,
⋯

, % ”

(。
, s
))d

s
(,3

to

, 。
是具 有随机定义域E 的连续随机算子组

.

}}T ‘
(。

, x ,
(。

, 才)
,

一 名

⋯
, x 。

(。
, , ))一

z ‘

(。
, 才) 1IJ

。

(。)

( m a X

t〔J
。
(。)

1IK
‘
(。

, 才, s , 二 :
(。

, s
)

,

⋯

《? (。)M (。)《刀(。 )/ 2 (‘

因此我们有7
’‘
(。

,
·

,

⋯
,

·

)
: E (。 )”E ‘

(。 )
, i=

, 二 二

(。
, s
)) {}d

:

, ”
)

二
,

, n

对每一。〔口和对 B ‘c E ‘
(。、

,

(见 [ 6〕的引理 2
.

1 )
,

我们有

a (T
‘
(。

,
B ))= s u P

t(J
o
(。)

,

⋯
, 。 ,

令 B = B l x ⋯ 只 B
。 .

由假设 (H
:
)和 a 的性质

·

({l:
。

K “。
, ‘,

一‘。
, ·

, ,“一〔B

})

《s u p a ((才一 t。)e o (K
‘

(。
,

J
,

J
,

B夕))
才〔J

o
(。)

《 , (。 )a (K
‘
(。

,

J
,

J
,

B ))

《 ? (。 )艺刀
‘, ,

(。 )a (B
,
)

二 E ? (。 )刀
‘, , (。 )a (B , ) (‘= x ,

⋯
, n

令。
‘, ,

(。 )二 乍(。)刀
‘, ,

(。 )
,

则有

艺
a ‘, ,

(。 )= E 下(。 )刀
‘, 了

(。 )簇 ? (。 )刀(。)( b < 1 (‘= 1 ,

⋯
, 。

了= 1 了二 1

且因此正实值随机变量
r ‘
(司 一 1 , ‘~ 1

, ·

⋯ 。
是随机不等式组 (: 自的解

。

从定理 2
.

1推得存在

x
贯(。

, 才)任E
‘

(。 )
, ‘= 1 ,

⋯
, 。
使得

X 誉(。
, 才)= T ‘

(。
, %全(。

, 才)
,

⋯
,
%嚣(。

, 才))
,

V 。任口
,

i= 1 ,

⋯
, n

即 (
二贫(。

, 才)
,
⋯

, 、曹(。
, 才))是非线性随机 V ol t e r ra 积分方程组 (3

.

1) 的一随机解且 由引理

2
.

4 , 二曹交。
, 才)任C 〔口 只 J

。

(。 )
,
G ‘]

, ‘~ l ,
⋯

, ” .

定理3
.

2 对每一i= 1 ,

⋯
, n ,

令戳〔口。 G
‘

是X
‘一值随机变量和f

‘:
口 x J 义 G l 火 一 义 G

。

”
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G ‘
使得对每一。〔口

,

f
‘
(。

,
·

,

⋯
,

·

)连续和对每一 (t
, 戈 , ,

⋯
, x ”

)〔J x G ; x ⋯ x G
, ,

f
‘
(

·
, 才, x l ,

⋯
, x 。

)是尤
‘一值随机变量

.

假设

(i) 存在实值随机变量M
: 。” (o

,

oo )使得对每一。〔口 和对一切 (t
, x , ,

⋯
, x 。

)〔J x G l x

⋯ X G
: ,

}】f
‘

(贝
, 才, x , ,

⋯
, x 。

) {}《M (。 ) (‘= l ,

⋯
, n
)

(ii ) 存在非负实值随机变 量刀
‘, ,

(叫
,

f
,

j~ 1 ,

⋯
, 。
使得对每一。〔口和对任何有界集B ‘泣

G ‘, i二 1 ,

⋯
, ” , B = B z x ⋯ x B

, ,

a (f
‘
(。

,
J

,
B ))簇 乙刀

‘ , ,
(。)a (B

,
) (i = l ,

⋯
, n
)

则存在正实值随机变量” 口” (o
,

a] 使得随机C a u c h y问题
:

d x ‘(。
, t )

d 才
= f

‘
(。

, 才, x l
(。

, 公)
,
一

, x 。

(。
, t ))

} (3
.

3 )

二‘(。
, 才。)=

二‘
(。 ) (i= l ,

⋯
, n
)

在J 。
(中)== [才

。, t。+ , (。)」上有一随机解(%荃(。
, t)

,

⋯
, %育(。

, t ))〔C [口 X J
。

(。)
,
G 〕

.

证明 解随机C a u c h y 问题 (3
.

3 )等价于解下面非线性随机V ol t e r r a积分方程组
:

一‘。
, ‘,一‘。 , + l:

。

“‘。
,

一‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ·, ,“
·

“一 ‘,

一
对一切 , 〔J和‘= l

,

⋯
, 。 ,

令
二‘
(。

, 才)=
二‘

(。 )和 K
‘

(。
, t , S , X l ,

⋯
, x

”

)= f
‘
(“

, S , x , ,
⋯

, x 。

(3
.

4 )

)
,
容

易验证定理3
‘

1 的一切条件被满足
.

由定理 3
.

1 ,

非线性随机V of t e r r a 积分方程组 (3
.

4 )有一

随机解 (二贯(。
, t)

,

⋯
, x 君(。

, ‘))任C [口 X J
。

(。)
,

G 〕且因此也是随机 C a u e h y 向题(3
.

3 )的随机

解
.

注 3
.

1 定理3
.

1推广了丁〔4〕的定理3
.

1
,

V a u g h n
l

6 〕的定理3
.

1
,

L a k s hm ik a n tha m 〔6 , 的定理2
.

1到随

机积分方程组
.

定理3
.

2推广了丁
L‘〕
的定理3

.

3和 D e B las i一M yj a k ‘”的定理4
.

2到随机微分方程组
.

四
、

极值随机解的存在性

在本节中我们将对非线随机V ol 七e r r a积分方程组 (3
,

l) 证明极值随机解的存在性
.

令H
‘仁X

‘, ￡一 巧 ⋯
, 。
是真锥和H

‘

的内部万罗是非空的
.

对每一
“ , 。任X ‘,

我们说
。
《

。 ,

如果
。一 u 〔H

‘; 说。< 。如果
。一 。〔H 犷

.

设月季和H 吉
, ‘
表下面集合

:

H 誉= 笼f任L (X ‘,

R )
: x 任H

‘今f (劝 ) 0 }

H 吉
, ‘
~ 诬f〔L (X

‘,

R )
: x 〔H I今f (x) > 0}

其中L (X
‘,

R )是映X ‘到R 的一切连 续线性泛函的集
.

我们首先证明下面随机积分不等式组
.

定理 4
.

1 对i= z ,

⋯
, n ,

令K
‘

〔C 〔口 又 J x J 又 X l x ⋯ 只 X
。 ,

X
‘

」和 二‘, “‘, 。‘〔C [口 x J
,

X ‘〕
.

假设对每一 (。
, t , :

)〔口 又 J 又 J
,

K
‘

(。
,

t , : , x l ,

⋯
, 二

。

)关于(x l ,

⋯
, x

,

) 是单调非减的
,

即如果为《功
, j一 1 ,

⋯
, n ,

则

K
‘
(。

, t , s , % l ,

⋯
, x

。

)簇K
‘

(。
, t

, s ,

夕, ,

⋯
, 夕

。

) (‘= 1 ,

⋯
, n
)

假设对才> 才。和。〔口
,

下面随机不等式组之一是严格的
:

一
心

。‘
(。

, t )(
“‘
(。

, 才)+ \ K
‘

(。
, t , s , u l

(。
, s
)

,

⋯
, 。。

(。
, s
))d

:
(‘== 1 ,

⋯
, 。
) (4

。

r)
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一‘。
, ‘, > 一‘。

, ‘, + l:
。

K
‘
(。

, ‘,

一‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ·
, , “

·
“一 ‘,

一 (4
.

2 )

和

则我们有

。‘
(。

, 公。)<
。‘
(。

, 公。)
,

V 。〔口
,

i== 1 ,

⋯
, n

。‘
(。

, 才)<
”‘
(。

, 才)
,

V 。〔口
, 才> t。, ‘= 1 ,

⋯
, n

证明 假设结论不真
,

则存在。〔日和i臼 l ,

⋯
,

n} 使得

F (。 )= {才》亡
。 : 。‘

(。
, 矛)稼

。‘
(。

, 才)}链叻

令 t(。 )= in fF (。 )
,

则t(。 )> 才
。

和对任何t〔〔t
。, 才(。 ))

,

有
。‘
(。

, 才)一
。‘
(。

, t)〔H 早

t(。 ))一 。‘(。
, 才(。 ))〔oH

o .

因此存在f〔H 誉使得 f(
”‘
(。

, t(“))一
u ‘
(。

, t(。 ))), o

“〔H 昙
,

f(司> 0
.

如果随机不等式组 (4
.

2 )是严格的
,

则 由K
‘
(。

, t , : , x ‘,
⋯

, x 。

)关于 (x
, ,
⋯

, x 。

)

有

和 ”‘(。
s

且对任何

的单调性

, (一 (。
, ‘(。 )))、 , (

一 (。
, ‘(。、)+ l:{

。’K ‘
(。

, ‘(。 )
,

一 (。
, ·
)

,

一
‘。

, ·
, )“

·

)
、 ,
(
一 (。

, ‘(。 , )+ l:⋯
“’K ‘

(。
, ‘(。 ,

,

一‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ·
, ,“

·

)
< f(

。‘
(。

, 才(。 )))

这与f (
v ‘
(。

, t (。 ))一
u ‘
(。

, t (。 )))= o相矛盾
.

因此结论必成立
.

_

如果随机不等式组 (4
.

1) 是严格的
,

则 由相同的论证
,

我们也能证明结论成立
.

定理4
.

2 对每苟~ l ,

⋯
, n ,

令 截〔C 「口 X J
,
G ‘〕

,

K
‘〔C 〔口 x j x j x G , x ⋯ x G

。 ,

负〕

使得对每一 (。
, 才, :

)〔口 火 J X J
,

K 找。
, t , : ,

为
,

⋯
, x 。

)关于(xl
,

⋯
, 二。

)是单调非减的
.

假设定

理 3
.

1的条件 (H
l
)

,

(H
:

)和 (H
3

) 成立
.

则存在实值随机变量 ? , 口” (0
,

司 使得非线性随机

V o lte r r a积分方程组 (3
.

1 )在 J
。

(。 )= [ t
。 , 才。+ , (。 )]上有极大和极小随机解

,

即存在 (几
1 ,
⋯

,

几
。

)
,

(p
, ,

⋯
, p 。

)任C [口 X J
。

(。 )
,

G 〕= C [口 X J
。

(。 )
,

G , 〕K ⋯ X C [口 x J 。
(。 )

,
G

。

〕使得对方程

组 (3
.

1、的任意随解(二
1 ,

⋯
, 二。

)〔C [口 x J
。

(。 )
,

G 〕有

p ‘(。
, t )簇义‘(。

, t )《几
‘
(。

, 才)
,

V 。〔口
, 才〔J

。

(。 )
,
‘= 一,

⋯
, 。

证明 假设叮(。 )
,
乙(。 )和刀(。)如在定理 3

.

1的证明中被定义
.

令 , (。)= m in {a
,
d (。 )

,

叮(。)/ 4M (。)
,
b/月(。 )}

,

其中b任(o
, 1 )

,

则 , : 口” (o
, a 〕是实值随机变量

.

令E ‘
(。 )如在引理

2
.

5中被定义和令 E (。 )= E I
(。 ) x ⋯ x E

。

(。 )
.

定义T ‘: G r (E ), C [口 x J
。

(。)
,

G ‘〕
,

i= l,

⋯
, n
如 下

:

T “。
,

一‘。
,

‘,
, ,

一
‘。

,

‘, ,一 (。
, ‘)+ l;

。

K “。
, ‘,

一‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ￡))“
‘

对每一i一 l ,
⋯

, 。 ,

选取一 X 厂值随机变量夕
‘: 口 , H : 使得 l, ‘(。 )l《刁(。 )/ 4

,

V 。〔口
.

令

夕t (。 )= 刀
‘
(。)/ m

.

定义映射T 了
: G r (E ), C 〔口 又 J

。

(。 )
,
G ‘〕

,
i= 1 ,

⋯
, n
如下

:

T 了(。
, x :

(。
, t)

,

⋯
, %。

(。
, t )), T ‘

(。
, 二 1

(。
, 公)

,
⋯

, x 。

(。
, t ))+ g 了(。) (附= 1 , 2 ,

⋯ )

则对每一。〔口和对i= 1 ,
⋯

, n ,

有

11T T(。
, % 1

(。
, t )

,

⋯
, X ,

(。
, t))一

2 ‘
(口

, t ) {JJ
。

(。)

、 ,,。丁‘。 , + l:
。

K “。
,

‘,

一‘。
, ·

,
,

一
‘口

, ·
, ,“

·
,‘,

。
(。〕

《 l}, T(。 )}}+ M (。 )(卜才。)
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毛
~

冲典+ M (。 )。(。 )(
一

啤l
住了“ 乙

因此对每一。〔口和m 一 l , 2 ,

⋯
,
了了: E (。 )”E ‘

(。 )
.

使用定理 3
.

1 的证明中类似的论证
,

我

们能证明对每一胡一 1 , 2 ,

⋯
,

算子组丁T
, ‘一 1 ,

⋯
, 。
有随机不动点 (畔

,
⋯

,

瞬 )〔C〔口 x J
。

(叫
,

G 〕
.

使用V a u g h n[ 6 ’ 的定理 4
.

2 的证明中同样的论证
,

我们能证明对每一 。〔口
,

{畔 (叭
·

)}军
一 1
是一致有界和等度连续的

.

因此由 (H
3

)对每一。〔口我们有

a ({x T(。
, 才)}军

一 ,
)一 a ({T

‘
(。

, x 贯(。
, 才)

,

⋯
, x 努(。

, 才))+ 刀丁(。
, t) }T

一 ,
)

一({l:
。

K “。
, ‘

,

一, (。
, ·

,
,

一
‘: ‘。

, ·
, , “

·

于二
,

)

‘ ·

(}:
。

K
!
(。

, ‘,
一‘· , ‘。

, 名, }幕
1 ,

一 ‘· : (。
, ·

, ,幕
!
, “

·

)

《 , (。 )乙刀
‘, , (。 )a ({“今(。

,
J
。

(。 ))}幕
;
) (‘~ 1 ,

⋯
, n
)

因此对每一。〔D 有
a ({二T(。

,

J 。
(。 ))’}幕

:
)二 S U p

才〔J
。
(。)

a ({“了(。
, t )}需

_ :
)

《, (。 )艺刀
‘ , ,

(。 )a ({x 甲(。
,

J
。

(。 ))}幕
1
) (i== 1 ,

⋯
, ”

因为 , (。 )艺刀
‘, , (。 )簇 ? (。 )尸(。 )( b < l ,

丫。〔口 5
.

“ , 粉
.

对每一。〔口
,

如果对某秃〔

{ 1
,

⋯
, ”

a ({x 飞(。
,
J
。

(。 ))}胃
一 ;
)二 m a x a ({%了(。

,
J
。

(。 ))}幕
,
)> o

则我们有

a ({x t (。
,

J
。

(。 ))}幕
,
)( v (。 )艺刀

, , 了
(。 )a ({: 今(。

,

J
。

(。 ))}需
一 1
)

( v (0 )E 刀
。 , ,

(。 )a ({x t(。
,
J
。

(。 ))}器
, ,
)

( ba ({二飞(。
,

J
。

(。 ))}素
_ :
)

< a ({二飞(。
,

J
。

(。))}幕
,
)

这是一矛盾
.

因此必有 a( {x T(。
,

J
。

(。 ))}需
一 ;

)= 。,

V 。任口 和 ‘= 1 ,

⋯
, 。 .

因此推得对每一
。〔。扩万又叭石二了赚

,

是紧集
.

由引理 2
.

6 ,

对每一固定‘= ‘,

⋯
, 。,

存 在 {畔 (。
,

·

)}幂
, 的子

序列 {x 笋 (。
,

·

)}求
, 和瓜〔C 〔口 x J

。

(。 )
,

G ‘〕使得 {二黔(。
,

·

)}求
,

一致收敛于几
‘
(。

,

:) 由有界

收敛定理对每一。〔口
,

当k、 co 时

:
。

K
‘
(曰

,

‘
?

一梦
* (田 , ·、

,

一
牙

: ‘
一

) )“
一l:

。

K “。
,

‘,

一 “1‘。
, ·

,
,

⋯
,

几
。

(。
, s

因此(几
l ,
⋯

,
几
。

)〔C [。 x J
。

(。

))d
:

(f= z
,

⋯
, n
)

)
,

‘丑是随机 V ol 七e r r a 积分方程组 (3
.

1) 的一随机解
.
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现在令(二
1 ,

·

几 , 二。

)〔C 〔口 x J
。

(。 )
,

G 〕是方程组(3
.

1) 的任一随机解
,

即对。〔D
,
‘= 1 ,

⋯ n ,

l.〔J
。

(。 )
,

一‘。
, ‘,一‘。

, ‘, + l:
。

K “。
, ‘,

一‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ·
, , “

·

.fo.tor、吸、‘r‘、,.

因为对每一。〔口
, ‘= l ,

⋯
, 。 ,

x 梦
几
(。

, 亡)= 二‘
(。

, 才)+

> “‘
(。

, t ) +

K
‘(。

, t , : , x 梦
几
(。

, s
)

,

⋯
, x 梦

为
(。

, s
))d

s + 夕梦
丙
(。 )

K ‘
(。

, 公, : , x梦
‘
(。

, s )
,

⋯
, %梦

为
(。

, s
))d

s
·

和 x ‘(。
, t。) =

: ‘
(。

, t。)<
: ‘
(。

, 才。)+ , 护
几
(。 )~ %护

h
(。

, t。)

从定理 4
.

1推得
二‘(。

, 云)< 二护
自
(。

, t)

且因此有
x ‘(。

, 矛)( lim 二梦
为
(。

, t )二 几
‘
(。

, 亡)
无 - 争 O 。

这就证明了 (几
1
(。

, 才)
,
⋯

,
几
。

(。
, 才))是随机V o lt e r r a 积分方程组 (3

.

x )在J
。

(。 )上的极大随机

解
。

如果我们定义

全贯
: G r (E )。C 〔口 x J

。

(。 )
,

G .
] (i= 1 ,

⋯
, n
)

如下
:

.

,

少了(。
, % :

(。
, 才)

,

⋯
, x 。

(。
, , )) = T ‘

(。
, x ,

(。
, t)

,

⋯
, 义。

(。
, t ))一 yT(。 )

(二 = l , 2 ,

⋯ )

由使用上面类似的论证我们能证明随机V ol te r r a 积分方程组 (3
.

1) 的极小随机解的存在性
.

注4
.

1 定理4
.

2推广了丁〔“〕的定理 5
,

V a 住g h n 〔6 , 的定理 4
.

2
,

L a k sli m ik a n tli a m 一L e e la 〔名, 的定理

5
.

5
.

3到随机V ol t e r r a积分方程组
.

注4
.

2 由使用定理3
.

2和定理 4
.

2中类似的论证
,

我们容易获得随机C a uc hy问题(3
.

3) 的极大和极小随

机解的存在性结果
,

它是【2 」中相应结果的推广
.

下 卜卜 坊 中 佃一L l
.
、 卜目 气奋人 产〔舀 之」二

在本节中我们将对随机积分不等式组证明一比较结果
.

定理 5
.

1 设定理4
.

2 的一切假设成立
,

(几
1
(。

, t)
,

⋯
,
几
”

(。
, 才))和 (p

,
(。

, t)
,
⋯

, p 。

(。
, t ))

是随机v o l七e r r a 积分方程组 (3
.

x )的积大和极小随机解
.

令(
。 ;
(。

, 才)
,

⋯
, 。 。

(。
, 才))〔e 〔。只

J
。

(。 )
,

G 〕
.

则

(i) 如果对每一 。〔口
, t〔J

。

(。 )
,
‘= 1 ,

⋯
, ”

一 (。
, ‘,《一‘口

, ‘)+ l:
。

K
‘
(。

, ‘,

一 ‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ·
, ,“‘

则对每一。〔口
, 才〔J

。

(。 )
, ‘二 1

,

⋯
, n ,

。‘
(。

,

t )簇几
‘
(。

, t)

(11) 如果对每一。〔口
, t〔J

。

(。 )
,
‘= I

,

⋯
, ,

一 (。
, ‘, > 一‘。

, ‘, + }:
。
K “。

, ‘,

一‘。
, ·

,
,

一
‘。

, ·
))“



48 。 丁 协 平 王 凡

则对每一。〔。
,

掩J
。

(。)
,
‘= 1,

‘

二 , ” ,

。‘
(。

, t )) P‘(。
, 才)

证明 我们仅需证明结论(i)
,

因为结论 (ii )的证明是类似的
.

由使用定理 4
.

2 证明中相

同的记号和论证
,

我们有对每一。〔口
, ‘= l ,

⋯
,

n,

和

从定理 4
.

·尹
*
‘。

, ‘, > 一 (。
, ‘, + l:

。

K “。
, ‘,

一护
。
‘。

, ·
,

,

一
梦

*
‘。

, ·
, , “

·

。‘
(。

, 才。)《
: ‘
(。

, 才。)< 二梦
‘
(。

, t。)

1推得对每一。〔口
, t〔J

。

(。 )
,

。‘
(。

, t)< 、护
‘
(。

, t )

公= l ,

⋯
, ”

在上面不等式中令左、 co 取极限得结论(i) 成立
.

注5
.

1 定理5
.

1推广了丁〔5 , 的定理 7
,

V a u g h n 「6 ’ 的定理 4
.

3
,

L a ksh m ik a n t ha m 〔8〕 的定理 4
.

1 和

L a k sh m ik a n th a m 一L e e la 〔: ,的定理 5
.

5
.

4
‘
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