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摘 要

本文把带有集中质量
、

弹性支承和弹簧支撑着的质量块 (振子) 的薄板的振动微分方程化成

为积分方程的特征值间题
.

然后利用广义函数理论和积分方程理论
,

得到了用一无穷阶矩阵的标

准特征值形式给出的频率方程
,

从而方便地得到了固有频率和振型
.

并讨论了这种方法 的 收敛

性
。

关. 祠 积分方程 薄板 振动

一
、

引 言

在机械结构中
,

经常遇到梁和薄板带有一附加子系统的复杂结构
,

通常子系统可简化为

由质量和弹簧组成的有限自由度系统
.

有时这类子系统专门用作动力吸振器
.

因此研究这类

子系统对整个振动系统的固有频率和振型的影响
,

很有实际意义
.

对于此类问题
,

许多研究

人员已做了一些研究
.

例如
,

D o w e ll(20 7 9 ); N ie h o lo o n 和 B e r g m a n (1 9 5 6 ), O z g u v e n

和C a n d ir (一。5 6 ), M a n ik a n a h ally 和 C r o e k e r (19 9 1)
.

但这些工作
,

所得到的频率方程

大多是含有级数的超越方程
,

不便求解
.

其他研究人员还利 用 R ay lei g h / R it z / G al e r ki n

法求解这类问题 (L a u r a等
,

(1 0 9 7 7 ); E r e o li和 L a u r a (1 0 5 7 ) ; K im 和 D ie k in s o n (15 5 5 ),

V e r n ie r e d e I r a s s a r等(198 4 ))
.

但为了应用这些方法
,

需构造试函数
,

而选择一恰当的

试函数并非易事
.

最近M in g U n e J e n (1 9 9 3 )等用 L a p la “e 变换求解了带有两自由度弹黄

质量系统的梁的固有频率和振型
,

这一方法推导复杂
,

且频率方程也是用一复杂的超越方程

表示的
.

在文 〔l] 中
,

我们提出了一种新的积分方程法
,

并求解了带有振子的梁的振动问题
.

本文改进了文 [l 〕中的方法
,

求解了带有集中质鼻
、

弹性支承和振子的板的振动问题
.

得到了

用一无穷阶矩阵的特征值形式表示的频率方程
.

在实际计算中
,

可把无穷阶矩阵截断为有限

阶方阵
,

便可得到固有频率的近似值
. 一 ‘

二
、

积分方程的形成

设梁和薄板带有R 个弹性支承
、

q 个振子和
:
个集中质量

.

当此类结构以频率。自由振动

时
,

根据受力分析和振动理论知其满足如下微分方程

.
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, , m , -

一
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贝”月为乙1万王石
.

,

。,
表示第P个振子的弹性常数

、

质量和振幅
.

A是微分算子
.

若主结构为梁
,

若主结构为薄板
,

则A表示D V “V
2 .

了 ‘、 局表录第 ‘个弹性支承的弹性常数

和位置坐标
.

爪‘、 留,表示第j个集中质量块的质量和位置坐标
.

C 表 示单位长度或单位面积

的质量
.

当然‘(
,
)还满尽一定的边界条件

.

设一不带任何子结构的梁和薄板在 y处作用一单位集中力
,

则挠度。(劝满足如下方程
’

A 二 (
z
)= d (

, 一v )
’

(2
.

2 )

其中 己(习是D el 七a 函数
.

另外
, 阴 (封还满足一定的边界条件

.

并且在此假设整个 结 构 没

有刚体位移
.

用【1 1] 中的方法求解方程 (2
.

2 )
,

可把。(习表示成如下形式

。(
z
)== 艺

a ‘(
z
)b

‘
(刀) (2

.

3 )

以后均用 G (
z ,

功代替 (2
.

3 )式的右端
.

承
,

则可把支承的作用
,

用力扒代替
.

若梁和 薄板在 之‘(i= l, 2 , : 二 ,
R )处还带有弹性支

利用G (
二,

功 的力学意义得此结构的挠度切(z) 为

田(
z
), G (

z , g )+ 艺 p , G (
“ ,

, , ) (2
.

4 )
夕. 1

在 (2
.

4 )中分别令
2 = 万‘(‘= 1 , 2 ,

⋯
,
R )

,

可得一线性方程组
.

若在 万‘(‘甲 1 , 2 ,

⋯
,
R )处

是一刚性支撑
,

则切 (万
‘
), 0( ‘一 1 , 2 ,

⋯
,
R )

,

方程组中的未知数便是 尸‘
(i = l, 2 ,

⋯
,
R )

.

若在 : ‘(‘二
’

1 , 2 ,

⋯
,
R )处是一弹性支承

,

则此时 尸‘= 了 ‘。(“
‘
)( ‘= 1 , 2 ,

⋯
,
R )方程组的

未知数便是田 (务 )( i” 1 , 2 ,

⋯
,
R )

.

求解这类方程组可得

Z = G
一 ‘[G (忍

: , 夕)
,
G (召

: , , )
,

⋯
,

G (忍
a ,

夕)〕
,

(2
.

5 )

其中
,

Z是一向量
,

G
一 ‘
是G 的逆阵

.

当支承全是刚性时

Z = 【Pl
,

几
,

⋯
,
尸: 〕,

G 的元素G ‘, = 一 G (万
‘, 忍, ) (‘

,

j= 1 , 2 ,

⋯
,

R )

当文承全是弹性时

Z = [田(忍
1
)

,

⋯
, 田(忍

,
)]

r

而G 的元素是 G ‘, 一
{
一了 , G (乏

‘, 召,
) (i链 j)

l一了 ‘G (乏
‘, 万‘) (i== j

把 (2
.

5 )式代入 (2
.

4 )式
,

可得挠度田(封
,

以后记其为K (z
,

川
,

并可 整理成如下形式

K (
z , , )= 乙 “ (

二
)石

‘
(夕) (2

.

6 )

由叠加原理和广义函数理论以及 K (z
,

川的力学意义
,

可把 (2
.

la
、

b )化成如下积分方程

K
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「
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其中
,

}
。
对于梁表示一重积分

,

对薄板表示二重积分
,
“(“)是 D “““函数

·

三
、

固有频率和振型的求解

把 (2
.

6 )式分MiJ 代入 (2
.

7 a )和 (2
.

7 b )中
,

并令
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。

[
e +
云
。 , 。(。一 , ,

)1
‘。(。,切‘。, d y 得

-

~ 一 J . 1 ~

、
,

(
“ , 一 。 2

云
。‘(

z ,
)。

‘

卜
m , 。 2“,

(3
.

la )

(p 二 z , 2 ,

⋯ , q )

叨(
z
)= 。 ,

名“ (
z
)w

‘

(3
.

lb )
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,

两边同乘

[c+ 补
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)
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,

并关于
·在“上积分得

K
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2
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(3
.

2a )
、

(3
.

2b) 可写成如下矩阵形式

尸
_ _ _

1
r w 巴花万 W (3

.

3 )

其中 F是一矩阵
, w = [“1 , “, , ‘” , “q , 切 , , 功 , ,

‘

”

欲使 (3
.

3 )式中的 w有非零解
,

应有

{今一 , I一
。

! (口一 l
(3

.

4 )

其中 . 是单位矩阵
.

(3
.

4 )式便是频率方程
.

把(3
.

4 )式中的无穷阶矩阵 !和F截断成有限阶

方阵
,

即可求得。‘的近似值
,

代入 (3
.

3 )式 中
,

可求得。
‘
对应的特征向量粉

,

再把 断和 w ‘
代

入 (3
.

la )
、

(3
.

lb )中
,

可得。‘对应的振型叨‘
(
z
)和 [。 1 , 。: ,

一
, 。。] , .
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四
、

收 敛 性

对于如下积分方程

l
。
K (X

, 。)f(。)““一 “f(x )

〔3〕中有如下定理

设K (x
, v)

,

K 。(x
, , )均为平方可积函数

.

且lim l}K 一 K
。
}}
: = o ,

那么
价一 0

(a) K 斌 x’ 川 (m = l, 2 ,

⋯ )的特征值的非零聚点是K (x
,

川的特征值
.

(b) K (x
,

g) 的每一非零特征值都 是 K 斌 x ,

川当 tn , co 时的特征值的极限点
.

事实

上
,

给定K (%
,

功的特征值元
‘

和。> 。,

总存在M
。

> o ,

只要M> M
。,

那么 K 。
(x

,

功便有特

征值万满足

}万一义
‘

j<
。

本文提出的方法
,

把无穷阶矩阵截断为有限阶矩阵得到的频率方程
,

和把积分方程中级

数形式的核函数截断为有限和形式的核函数所形成的频率方程是一样的
.

而有限和形式的核

函数平方收敛于级数形式的核函数
,

所以本文提出的方法是收敛的
.

五
、

数 值 例 子

如图 l所示
,

设一四边固定薄板在 (云
,

列 处带有一弹簧支承着的质量块
.

弹簧的 弹 性

常数为叉
,

质量块的质量为 爪
.

此薄板是一长为
a 、

宽为b的矩形薄板
.

利用本文的方法计算

的结果列于表 1 中
、

「~
~ 月 . . ‘. 勺目. 门.

l

公一一 , _

决 1

圈 1

固 有 组 率 州H 劝

又/
a = 0

.

5
,

百/ b= 0
.

2 08 见/a = 0
.

70 8
,

刀/b = 0. 29 2

1 必巡弩
一 、- ~ - - - - - 气

、

:
, 。 、 * 二普 本文的结果
梦、习当 万凡 U 三 卜I J刁

‘ 试验 数值计算
本文的结果

102
.

8 91

17 9
.

636

22 0
.

3 5弓

2 8弓
.

24 2

j上�打�“�弓自�”�月矛,自丹O,孟‘上弓‘口山沪O�11120产加1822271 0弓
.

6 2 1

1 6 4
.

7 64

2 29
.

2 65

2 7 6
.
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111蝴238281110城232269
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.

之~

/ \ 、 结 论

本文改进了〔l] 中的方法
,

用于求解带有集中质量
、

弹性支承和振子的薄板的振动问题

用这一方法求解时
,

由于不需要划分网格
,

且最后只需求一矩阵的标准特征值问题
,

所以计

算简便
。
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