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摘 要

本文中
.

我们讨论 K 往h l
e r

流形上的 L a g r a n ge 向量场
,

并用它来描述和解决 K注lil e r 流

形上的 Ne w to n 力学和 L a gr a n ge 力学中的一些问题
。

关. 周 K 盆M er 流形 切丛及余切丛 纤维 连络 张量积 外积 外微分 绝 对微分

辛形式 L a g r a 泣g e 形式 H a m ilt o n 向量场 L a g r a n g e 向量场 动力群 无穷小生成元

一
、

引 论

R ie m a n n 流形上的 L a g ra n g e 向量场已知
,

它可用来描述和解 决 R ie m a n n 流形

上一些实的力学问题 (见【l ]) 现在
,

我们用数学语言和方法来描述和解决 K往h le r 流形上

这些复的力学问题
.

有关微分几何和复流形的 知 识
,

请 阅 读 8
.

5
.

C her nt
“’、 T a nj ir 。

O k u b d 【3 , 、 R
.

0
.

W
e lls

,

J r
‘毛’、

和 K u n ihik o K o d a ir a 【
”’.

设M
,

是具有连络刀的卜维 心hl er 流形
,

在局部坐标系(认 矛户下
,

度量 h== h, ‘d z , À d 活专 ( 1
.

1)

K肋le r 形式 。== 冬人
, ‘J : , 八d : “ ( 1

.

2 )
- - 一 - -

一
‘ 梦 一 、

一 Z
J 一 ‘ ’ 、 -

一
尹

其中 À张量积
,

八外积
,

班 ~ x, + ‘少
,

到= 对一‘少
.

T M
、

T . M是M
“

的切丛及余切丛
.

同样
,

T (TM )
、

T 气TM )及 T ( T . M )
、

T .( T . M ) 分别是 T M及 T . M 的切丛与余切丛
.

祠/由、

刃办
‘} :

_ ,
是 TM在坐标领域U 〔M

”

上的标架场 {d z, ,

d 忍, }冬
. 1
是T M在U 上的标架场

.

顺便
, x (M )是T M 的所有截面

—
M

”

的向量场的空间
. x 气M ) ~ 了

产 (M )是T . M 的所

有截面
—

M
”

的 l一形式场的空间
.

V ”〔x (M )
, 。〔了

‘(M )
”= 之, 口/ 口z , + 玄了口/ 口: 了, o, = p , d z J+ p , d 乏, (在U 上 ) ( 1

.

3)

(到
,

到 )
、

(Pj
,

P, )是丁M及T . M在每一点 p 〔U 的纤维关于标架场的坐标
.

易证

8 = 。 〔了
‘(T . M ) ( 1

. 4 )

(即T 势M上的 1一形式0等于M
”

上的 l一形式叫
,

那么T 铃M 的 l一形式 0的外微分

订= 一d0 = dz , 八d p , + ‘到八d p , 〔了
2

(TW ) (在U 上) (l
.

5 )

并称订为T w 的基本2一形式或辛形式
.

由度量h决定的映射b : T M o T ‘M是TM与T , M 间的

丛同构且
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,
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。。一。, 。/ 。二‘台+ 玄, ”/。: “一
合
”,‘* , d : ·+

告
“·, ‘, d 二·

= P石d 忍“+ P, d : “= 。 = 另(
。
)

得到丛同构映射穷
: T M , T ,

M

另 :
(
z , , : , , 。, ,

玄, )~ (二“
, : “,

夕, ,
夕‘)

(1
.

6 )

(1
.

7 )

其中

因此
,

(纤维坐标变换) , 。= 冬‘
J和

,
, ‘一告“

* ‘

‘ 乙

(1
.

8 )

。 (
。
)”(。”

, ”) ~ (穷(
。
)

, 。>

一令、
‘; 之
* + 冬* : J ,

, *一 , 。。·+ , ‘; 一黑
* · +

碧
; ·

“
吸J 鸽矽 ‘沙 , .

(1
.

9 )

其中 “ 一
合
爪; “, , ,

是动能
.

若U 一 U ‘, ‘ , 勺是势能
,

命
“一丁一 U 一

如
; 。
小二U

E 一。 (
。
) 一“一犷+ U 一

合
”““‘,

, + U

(1
.

1 0 )

(1
,

x l)

称为运动质点或系统的总机械能
,

且

H (
z 合, 乏* ,

P , ,
P石)二 E

o

另
一 ‘

(
z 七, : 七,

P k ,
P‘)二 Zh‘ , P , P‘+ U (

二‘, 忍‘) (1
.

1 2 )

称 H a m ie to n 函数
,

它是总机械能在T M中的表达
.

一
且由(2

.

1 1 )
、

(2
.

12 ) H = E
o

劣
一 ‘

, 。 (2
一 ,

(。 )) 一 L
o

男(。 )
,

H = 另. E
,
E = 另签

H (1
.

1 3 )

它表达了能量函数E
,

H a m ilt o n 函数H 及 L a g ra n g e 函数L的关系
.

由 2 一形式 口〔了于(M )或 厦〔了
“

(TW )
,

一旦知道 琢m il切n 函 数 H 〔C
,
(M

,

c )或

〔C “
(T

舫
M

,

C )
.

我们便可导出质点或系统的运动状态或规律
.

同样
,

一旦知道 L a g r a n g e函

数L〔C “
(TM

,
c )

.

我们也可以导出质点或系统的运动状态或规律
.

问题 知道总能量 E
,

我们能否导出具有此能量E 的质点或系统的运动状态或规律 ? 或

者把质点或系统运动的 N e w 切n 方程或 L a g ra n g e 方程变成另一种形式 ? 这是本文的目

钓
.

二
、

K盆hl er 流形上的La g ra n ge 形式与向量场

我们仅讨论 K 盆hl e r 流形上复的情形
.

因为按照我们 的观点
,
R ie m a n n 流形 上实的

情形仅是特殊情形
.

现着手如下
.

一般
,

通过 (1
.

? )
,

男, d P* 二 d P、
。

另
一

鲁
、一 +

鲁
一

、: 件留
、* ! +

鲁
“‘:

另爷d P‘二 d P‘
。

另 - 粤
J 二‘+ 旦孚J : ‘+

煞
、; : +

瞥
、; :

“ ‘
一

U 乙
一

U 七
一

a Z
-

(2
.

1 )

b、
。 = 口夕。/ 口z

‘,
b 。 : = 口夕* / 口“‘

,
b‘

:
= 口夕‘/ 口z ‘

,
b‘: 二 口夕于/ 口: ‘

a , ‘= 口夕, / 口之‘
, a , : 一口夕

。

/ 口“
, a : ‘= 口P‘/口方‘

, a‘: = 口P、/ 口玄‘



K 往五le r 流形上的 L a g r a n g “向量

又 2 . d 砂 = d z 、另 = d护
,

另赞d 护 = d 砂
。

男 = d砂 (2
.

2 )

因此 另 ,
订= d尸八d P,

。

￡ + d 砂八d 九
。

￡

一 b , : d 二 , A d z ‘+ bJ , d 万, A d 乏‘+ (a , :d z , + a J :d 忍, )八d 之‘

(b
, , 一b , ,

)d
z 夕八d 落

‘

+ (
a , : d 之 J+ a J : d 乏,

)八d 玄
‘

(2
.

3 )

且 男8= 2 。 = (P
, 0

2 )d
z , + (P,

o

男)d 乏, 〔了
‘
(TM )

对口〔另
’
(T

.
M )

.

男. e= 男、的外微分
d男。 = d男

一
2 ’

d0 一
另 ,

叮〔了
2

(T M )

定义 1 盯云一￡
,
石〔了

“
(T M )称为 TM 上的 L a g r a n g e 形式

,

而办〔了
2

(T
‘
M )是T w

上的 刊a m ilto n 形式或称 s y m p le。七i。 形式 (见上述 1
.

5 ) )
.

葫
;
也是r (犷材)与丁

,
(犷汀)

间的丛同构
.

设 X = 雪了口/ 口: , + 占了口/ 口: , + 。, 口/ d 方, + 。了口/ 口玄
, 〔x (TM )(在U 上 )

那么
,

通过详细计算
X J 礴

: = 葫
:
(x ) = 古

‘
盯

:
(。/ 口

: ‘) + 雪, 磨
:
(口/ 口: , )+ 。

,

盒
:
(口/口* , )+ 。,葫

:
(口/ d玄

‘
)

= [君J(b
, : 一 b‘, ) + 雪J (b , : 一 b‘s )一 (珍, a : , + 冲J a :J )〕d

二‘

+ [省, (b , : 一 b , , )+ 雪T (bs , 一b , z )一 (刀, a ; , + 刀, a , J )〕d 乞
‘

+ (占
‘a , : + 雪T a , ‘

)d *
‘+ (省

‘a , : + 省T a J , )d重
‘ 〔了

‘
(TM ) (2

.

4 )

且 葫
:
(口/ 。

二 , ) = (‘
, : 一6 : ,

)J
二‘+ (6

, : 一 6 : ,
)J :

‘+ 内 : d. * , + a , : d玄‘

菊
:
(口/ 口: , ) = (6 , : 一 6‘, )己

: ‘+ (6 , , 一 6 ; , )J : ‘+ 。, ‘J。‘+ a , ; J玄‘

品 :
(口/ 口之

了) = 一 a ‘, d 二
‘一 a , , d 乏‘ (2

.

5 )

磨
:
(口/ 口玄

’
) = 一 a : sd : ‘一 a , , d , ‘

j
,
l= 1 , 2 ,

⋯。
.

对固定的 j
,
I

,

灯
:
关于 T , (T M )及T (T M )在u 上的标架 {口/ 。二 , ,

0 / 0到
,

刃口矛
,

刃旅
‘}及 {d 矛

,
d矛

,
d * ‘

,
d 玄‘}的矩阵是A

.

、‘.,.......口产A 一

{
\

(b , ‘一 b‘, ) (b
, 萝一 b , , )

(bJ
‘一b ‘J ) (b J : 一 b : J )

一 a l, 一 a r ,

一 口JJ 一 口 r J

(a )

a J乙 a , r

a J 王 a J艺

(b , ‘一 b‘,
) (bJ ‘一 b :声)一 a ‘j 一 a , ,

(句, 一b : 刀 (b J , 一 b : J ) 一
a : , 一 a ‘J

a J王
一

a 了￡ 0 0

a 了了 a J 了 0 0

(b )

{
于夕夕,........、、

一一
TA

在品
: 下

,
T (T M)与T 气T M )间的纤维的坐标变换的矩阵是A , -

一
A 的转置 (见 (b ) )

.

砧三
‘

关于T 气T M )与T (TM )的上述标架的矩阵是A
一 ’

—
A 之逆

.

、、性.les,
夕
l

一、、./

0

0

a J萦

a ] r

(A
-

一

(认霖)
a j蓄

a 了i

b J‘一 b‘,

bJ : 一b序

b , , 一 b : ,

b J宕一 b不了)(
a zj a 犷J口了.、

.
,几

一、、.产勺ajl勺勺
f.Z、

了了............、
‘

一一
一A

计算表明
:
(A

, , ,

即 A ,
的逆是
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、、,.....口产
矛

一(
““

、 a 不J

口乙J

0 宕J
)
一 ’

(:军二

(菜 幕)
一 ‘

)
一 ’

(戮女
,

象之)(:次粉一

/了‘leeee厄、、

一一
.rA

因此

{;娜
一

{)⋯)娜一{誉{
(c ) (d )

这样对E 〔C今(TM
,
C )

,
在U C= M

,

上
,
E = E (

: 了, 忍, , 方’,

玄’)
,

其微分

d E = E 列d 沙+ E 幻d 别+ E ‘声到+ E 幻d 和 仁
.

6)

其中 E
: , = aE /a 沙

,

⋯
, .

以下标坐标表明E 的偏导数
.

令 舒“X )= d E 一
.

(2
.

7 )

X 如前
,

由 (2
.

4 )(2
.

6 )得

(b , : 一b : , )君, + (b , ‘一 b :了)雪了一
a : ,刀, 一 a : , , J = E

: ‘

(b , , 一 b‘ , )雪, + (b , : 一 b‘了)君了一 a : , 刀, 一 a : , 刀J = E , :
(2

.

5 )

a ‘:雪, + a J :雪J = E 。:

内 :
夕+ 勺诺了= E 幻

据矩阵记法
,

(2
.

5) 可重写为

(占
‘,

蚕T
, , ‘, 刀T )A = (E

: ‘,
E , ‘,

E * ‘,

E * :
) (2

.

9 )

于是 (省
‘,

占
, r , ‘, 冲下)= (E

: : ,
E 言 : ,

E ￡ : ,
E 。:

)A
一 ‘

(2
.

1 0 )

此即 (d )
.

从(2
.

1 0 )或 (d )解得占
‘, 刀‘等代入X 的表达式即得

x = 瘾三
‘
(d E )〔x (丁M ) (2

.

1 1 )

或直接由(2
.

7 )
,

用订云
‘
得 (2一 )

.

即由(2
.

6 )得

X 二订艺
‘
(d E) = E

: ,葫扒山
,

)+ E ; ‘订il( 介
,

)+ E * ,

扩粼‘
,

)+ E ‘ ,
葫洲而

,
)

只要口三
‘
(d 创 )⋯等 由(c) 算出

.

定义 2 向量场x = 订扩(d E )〔
‘x 、T M )称为L〔C “

(T MC )的L a g r a n g e向量场
.

这和X 二口
一‘
(d H )称为H 〔C

几

(M
,

C )或〔C
介(T 长

M
,

C )的H a m ie七o n 向量场一样
.

只是注

意葫
: = 另 ,

盯
,

同构映射 另由度量h定义并不 由L a g r a n g e 函数L得到
,

虽然可以这样做
.

如上述
,

一旦给出L任C 舌
(TM

.

,
C )

,

我们可令p 。
, aL /旅

“,

儿 , aL /时
“ ,

定义映射

￡ :
(
二 , ,

才
,

到
,

妇 ), (z , ,

护
,
p , ,

万 )并得到 L a g ra n g e形式葫
: = ￡’

乃
.

由辛形式O〔了
2

(T W )
.

但由定义 2
.

L a g ra n g e向量场X = 菊元
‘

(d E )由总能量E 〔c “
(T M

,

C )决定
.

而 E 没有什么
,

只要它属于 C叫 TM
,

C )
.

然而
,

若11 和E 是同一运动质点或系统的总能量
,

则 11 = 2 , E 且

E = 另长
H

.

由上
,

当 乙= 冬*
“ ; , ; ‘一“ (二 , , : , )时

,

由(1
.

7 )(;
.

8 )及(1
.

, 1 )
‘

J , 。一

叔鲁
J一 +

鲁
、: 不

)
‘, +

如
J“‘,



K 且li le r 流形上的 L a g r a n g e向量 8 53

l 口h、了

2 az z

_ 口P。

汤 ’ , 。今不一万刃
一
~ 鲁

‘” “’‘- 日P。 _ 。 _ OP , _ 1 。

厄踌了一
u ’ “ 今丁~ 石奋了 ~ 万

“垂‘一一
七一
.刃.P一宫口一口

一一希

,O

“p , 一
抓鲁

“一+

鲁
“: !

)a, 午如
‘* ,

(2
.

1 2 )

努
”

,
6“ 一

鲁
一
合鲁

。, ,

好
!一

努
- _ _

口Pi
月 正七 , “含r =

-
不百了 = U
U 多

,

l一2
一一

如‘刃一.矛矛一
.

名口�a

一一
l匆

月
‘U

因此 ( 2
.

5 )
,

变为

心
:
(。/ a

z , )
一
抓瞥

一

努冲zf+ 告(禁
, 一

瞥
‘

沁
‘+

枷
“, ‘

品 :
(a/ a乏, ) =合(鲁

。, 一

鲁
‘·

)
“一 +
合(鲁

一

等)
‘’“, ‘+
合
“! , “, ‘

昆 :
(口/ a方

‘
) 一合

“店““‘

(2
.

13 )

菊
:
(。/ a ; , ) = 一

冬* : , 、: ‘

‘

由千K往h le r 形式口的外微分为。: d 口= 0
.

故 (2
.

1 3 )右边
,

第一个方程的第一项 及第二个方程

的第二项均消失
.

而且
,

对

E 一: + U 一
合

h, , ‘, , aL 日L, + U (
z ‘, , , ) =

输
‘’+

爹
玄, 一 L

“E : (
因此 (2

.

5) 变为

丝鱼
二 , 乡

气 , 户J ~
0 2

-

· +
)
J一 +

(合瞥
。
小 +

器冲
+ “! ; , 。““! +

合
”, , “, “,

(鲁
* 。一

鲁
:

钾
一、

: ; 。, 一

鲁
“
小 + 2

咎

(黔
, 一

鲁
*

少
一、万 , , 一

鲁
‘
。 + 2

器 (2
.

1 4 )

瓦了雪T = 爪石尝,

h, 艺君, “h j : 乏J

为了对到
,

州等解方程组 (2
.

1 4 ) 可用 ( 2
.

10) 或 (d )
.

但在此情 况下
,

从 (2
.

14 )的第三
、

四个

方程可直接解得少= 盯
,

梦 = 玄了
.

(2
.

14 )的第一个方程变为

合
* : , , , +

合努
, , ,

一器
‘2

·

‘5 ,

得 , ,

一
、, :

鲁
, ,‘, 一 2、了!

器
( 2

.

16 )

第二个方程变为 补
万护 +
合努

“”
一器 (z. lv)

。,

一
, , ,

鲁
。, : 舌一 2 *·,

器
〔2

.

18 )

定理 1 当 L a g r a n g e 函数 ￡一

合
”挤 “, , 一U ‘

: ‘, “‘,时
,

具有“的运动质点或系统的总
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E = 。 (。)一 L二 T + u = 粤h
, ; 。, ,

。+ u 〔: , , : , )
乙

由L及E 决定的L a g r a n g e向量场是

x 二订艺
’
(d E)

二 : , a / a : , 千, , 。/ 。: 了一(*
; ,

典
* , * , + : * 了,

翼、 O Z J 口 Z
’

一

(
, 了‘

鲁
, , , , + 2”, :

器)
”/”,

’

它的积分曲线是方程
: ‘

一
, 了‘

鲁
。, * 。一 2h 了,

器
”,

一
“, !

努
, , , 一 2、, !

器

(2
.

19 )

(2
.

2 0 )

即N e w to n 方程 : , + h百,
* , * , _ 一 : 。: ,

粤0 2
-

(2
.

2 1 )

盯=凡O
�
.

以L一到�尸
已一已

,心一,
,

枯一之
‘

九�七泪一a日一(

: , + 。, ‘

华
, 小一

: 、, :

黑a Z J 0 2
-

或 L a g r a n g e 方程

的解
.

d a L 口L
一

刁丁 万矛 一百牙了 ~ 0,
a L

、‘. . . . . . . . . . . . ~ 户~ ~ 一一二尸 二
.

( 2
.

2 2 )

( 2
.

2 1

嘎
“ e w t o n 方程

鲁一
、二·的坐标表示式

,

其中一
。, 。/ 。·‘+ 览, 。/ 。: ,是速度

向量
,

鲁
是加速度向量

.

它是联于时间,的绝对导数
,

一“一是、逆
.

这样向量场X == 订三
‘

(d E )的积分分曲线是具有总能量E 及 L a g r a n g e 函数 L的质点或

系统在 K往h le r 流形M
”

上按照 N e w 乞。n 方 程 或 L a g r a n g e 方 程 运 动 的 轨 线
.

这象

月a m il 七o n 向量场 的积分 曲线满足 H a m i l七。n 方程一样
.

这样
,

若你知道总能量而要想求出运动 质 点 或 系 统 的 运 动 轨 线
,

你 可 求 出 它 的

L a g ra n g e 向量场的积分 曲线而你要求出这一 曲线你必须解一阶方程组 ( 2
.

8 )
,

只要令 酬二
* , ,

君z 二玄, , , , = 看
‘~ : , , 。: = 着了三 : , .

在目前情况下
,

由 (2
.

8 )
,

得

(b了
‘一 b : , )占了一

a : , 刀了= E
二 :

(b
,军一 b : , )雪了 一 a , ‘刀了一 E ; :

(2
.

2 3 )

a 了:占了二E 幻

a ,不占了二 E 幻

解之得 夕二盯
了E * :

夕”少 J E 引

耐~ a ‘不(b
j : 一 b : 丁 ) a 落, E : : 一 a 了不E : ‘

刀了~ a 了‘(bj , 一 b‘, ) a ‘J E : ‘一 a J ‘E : ‘

因此
, L a g r a n g e 向量场X 一订三

‘

(d E )可用总能量E 表示 为

x 二订王
‘( J E )二 。r‘E : :口/ 口

z ‘+ a ‘了百。‘口/ 口: ‘+ [ a
‘丁(b

, : 一 6 ; ‘) a , ‘万 : 一 a ‘不E : :
)口/ 口之‘
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+ [ a 了‘(b
, : 一 b : r )

a ‘了E 了: 一 a 了‘E
: :〕口/ 口言了

如上述
,

这是状态 空间上力学的阐述
.

(2
.

2 4 )

三
、

结 论

这样
,

我们可以概括如下
:

在局部坐标系 (U ; 矛)下
,

描述 L a g ra n g e 向量场X 的积分曲线的微分方程是通过
“

增

加变量数目
”

的标准技巧从 L a g ra n g e 方程得来的一阶方程
.

我们也看到
: L a g r a n g e 向量场X 是有E : TM o C 作为总能量函数的保守完整系统的

动力群的无穷小生成元
.

这是描述在 K往h le r 流形上运动的质点的运动 的方法当然此法适用于 R ie m a n n 流形

上实的情形后者是前者的特殊情况
.

在这点上
,

我们已发展 了关于微分流形和解析流形的一些重 要思想
,

而且巳经看到它们

如何自然地与古典力学中的基本概念联系起来
.

这样
,

我们已发展了实地解决力学中的一些

特殊问题的技术
,

而且巳经证明流形理论中的几何思想
,

可以阐明古典力学的结构
,

并且指

出古典力学的现代数学方法
.
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