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摘 要

本文对温盐双扩散系统的稳定性问题引入了一种简洁的强非线性自治系统稳定性 的 分析方

法
,

用摄动理论得到了无穷小运动下线性周期解的单调与振声分支的存在范围及有限振幅运动下

非线性周期解的振荡分支在。< ‘一r’c

《1条件下的存在区域及稳定性区域
,

给出了不同涡旋方向

下的稳定性结论
.

关抽询 温盐双扩散系统 周期解 稳定性

~ 、 之申 - 入一

一
、

月lJ 吕

温盐双扩散系统对流扩散的稳定性问题
,

主要集中研究周期解的稳定性!
.

温盐双扩散系

统是指含有温度和盐度的双扩散系统
,

且温度与盐度对系统的垂直密度梯度呈相反作用
.

该

系统的稳定性研究意义重大
.

由于控制方程的复杂性
,

多数理论工作者忽略方程中对流项的

存在
『‘” 〔2 ’,

只考虑线性周期解情形 ; 或是 引入复杂的雅可比椭圆函之数 法对原控制方程进行

分析
「“’,

该方法难以使用与推广 ; 或全部采用数值方法进行讨论
〔4 ” r s ’.

本文从线 性 与非线

性二个角度
,

用数值方法与理论分析相结合的方法
,

得到了较完整的结果
.

特别是对于非线

性周期解稳定性的分析中引入简洁的分析方法
〔。’

进行判定
.

该方法过程清晰
、

明了
,

判断方

式简单
、

准确
,

易于使用与推广
.

二
、

控制方程

为了研究二维温盐双扩散系统
,

定义一个四边为
: = o , z = H ; x = 0 , X = L的方框

,

模

型如图l : 方腔上下壁有固定的温度和盐度
,

设密度为p 气 温度为T 气 盐度为C . ,

有
:

T 补 = T 言+ △T气 l一 : + T ) (2
.

1 )

.
国家自然科学基金项目
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(一
z + C )

p 朴一p 言
·

(1 一刀
, T 肠 + 刀

Z
C 朴 )

刀
1 ,

刀
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A C 爷
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,,工小.八U一汪入
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,仁r
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尸

负一a介的这里
式

,

氏 、 、

函数的流场 。, 一

令(鲁
, -

(2
.

2 )

(2
.

3 )

引入流

甲为流

函数
.

系数
,

对应于 热 扩 散率
、, / H

,

T0’ + △T
‘ ,

C 十△C
‘

刀
, ,

刀
:

分别为温度和盐度的

热 扩散

毛膨胀系

统
,

.

H 为腔高
,

卯 为流函数
,

则有无量纲化方

程
:
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这里 雅可比函数 J (f,

其中无量纲参数
:

_ 、
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习
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一
一万三

一一 .
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~

万二厂
.
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尸, 刀
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R

a 刀
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H
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仔 , 丫

e一全枯一仔

一一eL
下一介一一尸

分别为 P a n d tal
、

L e w is
、

热瑞利数和盐瑞利数
,

均取为正数
.

系数
、

盐度扩散系数
、

重力加速度
.

初始条件
: 切伙

, 二 ,

0) = T (x
. 2 ,

0) = C (x , : , 。、~ 。

边 界条件
:

下, 仔e , g

气2
.

7 )

分别为运动粘性

, 一

会
一 : 一 c 一 。

, 一

令
一

果
一

器
-

(2 ‘ O , l )

O (x ~ 。,

肠 几~ L /打 )

三
、

无穷小运动下线性周 期解的稳定性

由线生七稳定理沦
.

刑去力 f
,

g) 项
,

方程有常系数最低正常模式解
.

设 :

.

1 汀 a X 、
, _

. , .

甲气x , 2 , r ’”甲
。

‘
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代入 (2
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.

劝式中
,

整理得
:
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取 a尽二刀
,

定义
: ‘么二 二2

(l + 刀
2
)

方程 (3
.

2 )为实系数的一元三次方程
,

其零解为全部实数或一个实根
,

二个共垅复根
.

i) 当二共垅复根通过虚轴时
,

会出现超稳定(O v e r s恤hi lity )
,

即有实部,
护

二 o ,

当 :

几‘“, 一

叠丰于
·

R
,

+ (l + L
。

)(1 + L
。

/ P小
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则

R : (刀
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尸
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.

3 )

和

乡, 士i夕
。

ii 、 当某个根为零时
,

会出现交换稳定性
,

有尹“ o ,

即 .

R : 二 R
a

/ L
。

+ 、.

八二 2

刀
2

)= R :
(刀)

取定刀
。

= l/ 双万
,

则

R : = R
S

/ L
。

+ 2 7 二 4

/ 4

iii )
’

当它有重根时
,

下式可求出R
。 。 , 取定刀

。

二 l/ 斌了
,

有
.
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.

4 )
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式 (3
.

3 )、 (3
.

5 )可由图形 2 反映出
,

其R , 2

表示R : = R l与R , = R
:

二线性稳定边界 (之间

代表了全部线性结果 ) 相交的交点
:

* 1 2一

寻一
L :

(
1 +
渝)

/ “ 一L
·

,

在 曲线R
, 一R ,

中
,

取定L
。

一 0
.

5 ,

尸
,

~ 1
.

。,

久= 研了
,

在二直线R , ~ R , 与R , = R : 之间对线

性干扰是稳定的
.

对于R
,

> R , :
时

,

当R I < R , 《R
。。

时
,

二共

辊复根均有正实部
,

解为振荡的
.

这一振荡反

映了如下物理机理 (以浮团表示 ) :

当一流体其温度
、

盐度与密度均随高度的

增加而单调递减时
,

若一浮团升起进入较低温

度
、

低盐度和低密度的区域
.

因为热的分子扩

散率远大于盐的
,

所以浮团的热场比盐场更快

地与周围流体达成平衡
,

该浮团比其周围流体

要重并下沉
,

但因热扩散系统的有限性
,

浮团

R
;

(X 1 0 , )
.. .‘卜..!卜!
‘十

!!

⋯

_
.

R. (x-1 的
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的温度场滞后与其位移场且 浮团更重地返回到其静止时的初始位置
,

它会比初始时下沉一定

深度
,

重复以上过程
,

导致 了振荡增长
.

当 Ro
。

< R ,
《R Z

时二实根之二增加
,

另一减小
,

第

三个恒为零
,

解为单调的
,

即非振荡的
.

对于 o < R
a

《Rl
: 时

,

当R , > R :
时

,

方程 (3
.

2 )有一个正根
、

二个负根
,

解为单调的
.

在R , 二 R
,

直线上解为静态不稳定状态
.

所以
,

解在 R , 一 R ,
分叉为一对共珑振荡解

,

在R , = 兄分叉为单调对流解
.

对 于 。< Ra

《Rl
:

对流常为单调的
,

对于 R
S

> R , :

时
,

对 R l
< R ,

《R
。。

解为振荡
,

对 R ,
> 兄

。

为单调
.

可

见
,

方程 (2
.

5 )~ (2
.

7 )的静态解甲二 T = C = o ,

当R , 增加时是不稳定的
,

当R
.

《R l:
时

,

在R , =

R :
出现第一个单调不稳定 , 或者L ‘< 1且R

.

> R , :
时

,

在R , 二 R l
出现第一个振荡不稳定

.

四
、

有限振幅运动下非线性周期解的稳定性

前面分析了线性结果
,

这里分析非线性情况
,

为了简化
,

有
:

尸: ,
尸, ,

尸 : : 用新参数
r
犷, , r护, , r a 。

的形式定义
:
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)
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,
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。

考虑不稳定情况
,

即 :

护’< ,

护
.

由于方程为非线性的
,

可能出现有限振幅 的周期振荡解 ;

设
:
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.

方程(2
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,
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:
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h
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,
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.
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、
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对于强非线性方程(4
.

1 7 )周期解的稳定性问题 由徐兆 (1 9 8 5)
‘. ’方法

,

令
:

一 一
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犷
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J O 乙 任

满足
:

i) 夕(厂)为犷的解析函数
, 夕(o )二 o ,

ii ) 一 oo < 犷< + oo
, 尸(犷)为偶函数
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犷

·
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d 犷
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,
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.
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们”斌五沪(可二户
.

两e 6西币)」7户晒I价价

= (1 + 0
.

7 5 p 2 + o
.

2 5 p 见e o s Z功)
’‘2

(户> o )
判断函数

:
(4

。

1 9 )

K (”)一l
一

l

p 丫(p e o s价)势
。

(p , 叻)。in Z

叻d功

户2
丈刀

, 一刀
Z p Z e o s

一
‘

价)功
。

(p ,

价、。121 2

功d 叻 (4
。

2 0 )

则退化组的闭轨线C
。

可表为
:

犷= 户e o s价
,

班= 一 p劝
。

(p ,

功)s in 毋

其中

叻”价(t )
,

价虽 t增长而增大
,

令K (p )= o得
:

一

奈
一op0( ” ,

‘’> 0

C
。

走向为顺时针方向
,

计算得闭轨线 (图3 )
. ’
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r
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图 4 函数曲线
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温盐双扩散系统对流扩散周期解的线性与非线性稳定性分析

,

+ L
。

+ l + 尸./ L
。

,
·

尸
,

+ L : + 1 + 尸
,

尸一L
拌<

方程(4
.

1 7 )存在唯一周期解
.

为研究周期解的稳定性
,

把K (用表示为
:

K (户)二 一 B (p ) [D (p )一夕
l/刀

: 〕 (4
.

2 2 )

式中

。(。)一 ,
:

l:
‘ p Z

,
。

(p ,

价)s ‘n “功d ‘> 0

上式求导
,

并把夕
; /凡= D (即代入得

:

d K
d P

一 B (P )共菩
一

口 尸

d D
(4

.

2 3 )

由此可知
,

在曲线刀
1 /刀

: ~ D (p )上
,

K
产

(p )与D ‘
(p )符号相反

.

由图 4 可见
,

当p > o ,

D
‘

(川> 。,

故K
‘

(川 < 0
.

由文献 [ 6] 定理得周期解不稳定
.

对于拌> 价
,

对所有p > 0 ,
D

‘

(川铸 。
,

即K
‘

(P) 关。
,

故没有周期解存在
.

五
、

结 论

温盐双扩散对流存在对流解与振荡解二分支
,

对于底部受热和盐的二维流体
,

该系统的

非线性渐近解属于二分支之一
.

一支为振荡分支
,

它是从线性振荡模式中发出的
;
另一支包

含稳定解
,

它从线性单调模式中发出
.

对于固定的P
, ,

L
。

和R
。

值
,

当增加 R ,
时

,

系统出现

第一个不稳定是单调的
,

对于R
,

( R l : ,

在R , = R
Z ;
或是振荡的

,

对于 L
。

< l且Ra > R 1 2 ,
其

中振荡不稳定分支当拼< 脚时
,

存在不稳定周期解
,

当拼> 拼。时
,

不存在周期解
.

需要指出的是
,

本文在引入涡量定义时采用了右手系
,

主要体现在方程 (2
.

5 )、 (2
.

7 )的

雅可比项
.

在非线性稳定分析中
,

得出了临界点沁下 当拼< 拼。

时
,

存在振荡分支且不稳定
.

徐

兆
『7 〕
一文中由于引入 了左手系的涡量定义

,

得到了非线性稳定解存在于某一临界值以下
.

这

二种不同的结论表明了系统中非线性项的特殊作用
,

说明了这种稳定性存在与否于涡的走向

有着十分重要的关系
.

对于拼< 拼。

时系统不稳定属于何种性质有待于进一步研究
.
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