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摘 要

本文一改传统的在L ag : a n g e体系欧几里德空间中用半逆法讨论S o in t一V e n a nt 问题的方法
,

而在具有守恒性的H a m il to n 体系中辛空间里研究该问题
.

通过讨论H a m ilto n算子矩阵的零本征

值及其Jor d a n型
,

直接求解出全部S ai nt 一V e n a nt 问题的解
.

关. 词 H a m ilt o n 体系 S a in t一V e n a n t问题 辛 本征值

_ 己 ! 全严
、 J . 1二〕

弹性柱体分析是被研究了百余年的经典课题
.

由于该问题的偏微分方程组多且 复杂
,

传

统的分离变量法无法运用
.

于是S ai n t一V e n a n t提出半逆解法
【‘’,

不得不对变形作出适当的

假定
,

然后求解并验证该假定是恰当的
.

由此成为弹性理论的经典解答
「2 一 ‘’,

弹性柱体两端

的边界条件只好静力等价地满足
,

称为S ai n 七一V e n a n t原理
.

半逆解法是一种凑 合法
,

并不

理想
,

它只能找到某些解
,

却无法说明是否还有并如何找到其他解
.

从计算结构力学与最优控制的模拟理论
『
卜

. ’
来看

,

可以将 H a m il to n 体系的理论引入到

弹性力学之中
〔7 ’,

在辛几何空间中导出一套横向 H a m il七。n 算子矩阵的本征 函数展开法
,

使

求解方法达到一个新 的境界
.

由此拓广了 S tu r m 一L io u v il le 问题及传统的分离变量法
.

根

据 H a m ilto n 体系的分离变量法
,

可以证明其本征向量函数之间存在共辘辛正交归一关系及

其展开定理
‘”

.

其中零本征值及其所对应的本征向量及J o r d a n 型具有特殊重要的意义
【吕’.

本

文将证明
,

S ai n 七一V e n a n 七半逆法求解的拉伸问题
,

扭转问题
,

弯曲问题等的解全部对应于

H a m il to n 算子矩阵零本征值多重根的J o r d a n 型相应
·

的解
.

它完全解除了任何半逆 法 的 假

定
,

给s ai n t 一V e n a n 七求得的这些解在整个解空间中定了位
.

并且可以证明相应于零本征值

问题 已不存在其它形式 的解
,

即S al n 七一V e n a n 七半逆法求得的解已经是零本征值相应解的全

部了
.

二
、

基本方程

讨论各向同性均匀单连通弹性柱形体
,

选择坐标系 (x , g ,

z)
,

其中
z 轴为其母线方向

,

铸

国家自然科学基金与教委博士点基金资助项目
.

1 大连理工大学工程力学研究所
,
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.
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坐标原点在横截面口的中心点处
.

口为单连通域
,

其周界a口的外法线”具有方向余 弦(l
, 二)

在周界口口上有自由边界条件
:

lr : :

+ 从了 , :

== o

:

+ m 了二 , = 0 } (2
.

1 )
: , + m a r

a艺
, .

名,
.‘

这里符号记法同文献【2〕
.

a路
e ,

= 万牙
,

应变与位移关系可描述为
:

a口 _ 日u ,

日”

勺 ~ 飞面
一 ’ , ‘’~ 万丁

.

个万不

口tD 二 a川
v ‘ ,

= 万灭
一

+ “’ v , ‘ = 飞面
一
十 ” ’ “‘ = 功 { (2

.

2 )

⋯
、
_

, . 、

a
, 、

, _
、 ,

~
, ‘

一 _ , , ~

具甲记气.) 二
~

万孚 L ), 即 z
刀误拟盯 l冈

·

令

。= {e : , ￡, , y : , , 夕, : , 下r : -

。= {a : , 。 , , ‘ : , , ‘ , ; , r , : ,

则应力
一
应变关系可写成

二 }’
_

下
a :

}
T 声

(2
.

3、

内

凡
.

几�
U
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几

0
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0

0

几+ ZG

(2
.

4 )

八U
.

凡

一!

⋯一一D己D一一b

平衡方程可由以下最小势能原理导出

u 一瓜
石

11冬
。,

D
. 。、对。。: ,

m i n “

Jo

公
乙

(2
.

5 )

( 2
.

5 )式表明不存在体力与侧向面力的情况 , 而只有两个端面
: = o , L 才 有外力

.

于是平衡

方程为

全
: :

二 一

金, :

” 一

日日窝 口yyy

日日了
二 , a a ,,

aaa欠 日召召

日日r : 二
a r , :::

( 2
.

6 )

其中应力应当用位移来表示
.

可以看出位移法是L a g ra n g e表达方法
.

其位移向量与势能密度为
:

。二 {。
, 。 , 切}T ,

乙(。
,

该) = 冬
。, D

。:

‘

( 2
.

7 )

其对偶向量为
口L

p = 二万二厂 = 悦了
: 才 , r , 2 5 口 z 全

‘ 。

O 从

利用互为对偶的向量 q 与p
,

研究在 H a m i l七。n 体系下的基本方程
.

( 2
.

5 )

注意到 应力
一

应 变



_
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一一一一一
-

业些些卿鲤些竺竺塑噢
关系(2

.

4 )的后三式可描述为

783

d 脚 、 兰丝
一

移 二二二一 ~ 二芬二了
,

可一 了沙
O 苏 、了

d 脚
.

r . :

一 一二二了十甲万
一-

o y u

又2
.

9 )

。

一顶
偏丁(斋

+

器)
+

另一方面
,

由平衡方程(2
.

的
, 将应力

一应变关系(2
.

4 )前三式中a
二 ,

o’和
‘: ,
消去

,

于是

一鲁黔
一

令
一 G

等
一

(
‘气黯 )儡 万瑞

乙

一(
‘+ 鱼坦

一、」性
-

几+ ZG , a劝 g

一

架碧令
一 G

器
几 a J :

一不两心
‘

不乒
一

名吕公翻.

.
公

.
了

口 吕二二二一
口r . :

aX

口r , :

a夕

将(2
.

的和 (2
.

1 0) 写成矩阵与向量形式
,

有

{:}
一

唁
一

呈心
(2

.

1 1)

其中矩阵

几 a

丽瘫否 飞反
一

久 a

几+ ZG 口g

。。。

一彻
。。a

一ax
fJ|刁|l

少
A

、|||卜|J
。

一ax
a

一即
。

一一

A =

一几 a

不蔽召 万牙
~

一几 a

不两石 二而
一

一

(
。七粽

.

)
口2

ax ag

4 G (几+ G )
一 - 丁干云梦

-

0

0
2

。 口2

万了
-

一 。
~

石厌泛
”

(2
.

1 2 )

这里 A ,
是A 的相伴算子

,

负号是由分部积分引起的
.

方程 (2
.

1 1) 应有相应的侧边周界条

件
,

即由正则变量q 和P所描述
:
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凡+ ZG

日u
.

~ 口“
. ,

ZG 几 口”
.

。 口”
. ,

几
-

蔽石十 m 行万正 十恤干万否一
一

百百尸十 m LZ 泊呀
we

个‘
丽而丁。‘

= ”

2久G
m 不两石

.

口“
. ,

。 口”
又一 十‘呱J 一又一, 个 m
O X O X

4 G (几+ G ) 口。

几+ ZG 口夕

几
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人个Z U

.
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.

13 )
+

公一夕口一
O口

G

l丁
二 :

+ 拼 r , :

= o

也可写成变分形式
,

取

万(。
,

p )= 一
妾p T

D p 一 p , A 。+ 粤。
, B 。

乙 ‘

弓
.

+ 片f 此
, _ 口功 , _ 。功

= 一 -
一

1 否一- 一万了开厄否了了
工 ’忍

飞反
一

到
. : 一

瓦厂

几a
二

l 口“
.

日” 、
.

1

十 万~ r 不石布 ! 一石万
~

十 爪了二, 刀十
、

言
几,

. 乙‘了 、 口弄 u 沙 , ‘

4 G (几+ G )

(几+ ZG ) 【(会)
“

+
(斋)

“

」

+ 澳鱿
一
迎

一 一

丝
一

+ 生 G了理竺 +
-

擎
一
、
么

滩十 2仃 d 义 d夕
’

2 、 d y
’

口大 I
(2

.

14 )

则变分式

二一l:11
〔, ·
‘一 H ‘。

,
, ,〕d‘“d 一 “犷一 “

(2
.

1 5 )

其中
“ , 。 , 。 ,

几
: ,
几

: ,

几是独立变分的量
.

由此可导出全部的方程(2
.

1 1) 及侧边的边界

条件(2
.

1 5 )
。

三
、

分离变量和零本征值问题

方程(2
.

1 1) 已可分离变量
.

令
r A D : r q 、

月 = ,
_

l
,

叻= 亏 卜
‘B 一 A

T J “
P

夕

(3
.

1 )

其中可导出本征方程

H 功”下价

这里v是本征值
.

由于H 为H a m il 切 n 算子矩阵
‘” ,

故

(3
.

2 )

J H J 一H
, ,

J 一

l (3
.

3 )
一 I

可以证明本征向量之 间有共珑辛正交归一关系 (可参见文〔7 D
.

由于弹性柱体周边自由
,

必然会出现零本征值
,

并且会出现 J or d a n 型 的各阶次本征向

量
「7 , ‘, .

s ai n t一V e n a n t求解的拉伸
、

扭转及弯曲等课题都可以由零本征值的各阶次本征解

逐个导出
,

而不必作任何假定
.

以下将详细介绍
.

1 零本征值问题的解

取 (3
.

2 )中本征值 , * 0 ,

其本征方程月叻= 0只有以下 4 个基本本征向量
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{u
l
。, = 1 , 。

{” = o ; 二 {
。, 二 o ; :

二呈{~ o ; :

}呈{~
o ; 。三护, ~ o }’
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.

4 )
0 }

,

.自夕..Jn�l.,.,
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...心0八比
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一一一一一一一一
00on

矛.、-(2
‘‘、血O了‘‘4.

势功功
口

梦

这四个解的几何解释是 x 与y方向上的平移
,

轴向平移及柱体的自转
,

皆为刚体位移
.

2 第 1级 Jo rd a n型解注)

以下要寻求 l 级J o r d a n 型本征向量
.

H 诚
,

将方程 ( 3
.

5 )展开
,

( i = l , 2 ,

注意到此时方程为

3 , 4 ) ( 3
.

5 )

口切

口戈 ‘

u
{

, ’

( 3
.

6 )

o公

诚
丁

有

+

一

器
+

令
一、“

’

一岸赤(器
+

斋)
+

一

鲁类单胳
一‘

分
一

有扮器
一谓

( 3
.

7 )

消涤
, 一。:

, )

一

(
‘+

恶)
一

念

( 3
.

8 )

( 3
.

9 )

2几G 矿。 4 G (几+ G )
凡+ ZG a x ay 几+ ZG

日2 刀 ~ a
Z”

~ 二 , 一 芍一 一 行气万一万
~

d y
“ 口义

-

几

几+ ZG

口a
z

一

万亏
一

=
丁

脚 ( 3
.

1 0 )

_
~

旦立吕

a g
~ a三犷, ( 3 一 l )

a :

本来应 当有上标 (]’ + l) 和下标 蓄的
,

省略是为了书写简

G+�从
/寸.、

,

a
一

aX

这里左端
u , 。 , 。 ,

r 二 z , r , z ,

便
.

在讨论本节的问题时j二 。, ‘~ 1 , 2 , 3 , 4 ,

此外侧边条件 ( 2
.

1 3 )也须满足
.

当‘= 1 , 2时
,

很容易找到解诚” (l’= 1 , 2 )
,

为

( 3
.

12 )

、
,

l
、

l沪功{
‘, = {o , o ,

功盆
, ) = {o , o ,

一 x , O , 0 , O }
T

一y , 0 , o , o } ,

这里应该指出
,

求解过程中
,

( 3
.

4 ) 中的解的线性组合可任意迭加
,

不过这只能引 起 无

谓重复
,

因而略去
.

怜
.

12 )解 诚
‘’和姚

‘’只是次级本征向量
,

并非直接就是原问题的解
.

与它

们相对应的原问题的解为
r q 、

劝== i 全= 价l
‘ ,

+ 之劝1
“ ,

= {z
, 0 , 一 X , 0 , 0 , 0 }

“
’

、

P
‘

( 5
.

1 3 )

往 ) 重本征根的Jor d a n 型的解本来是矩阵代数中的概念
,

这里用于偏微分方程的本征问题
,
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功= 功盆
‘) + : 功盆

。)二 {o , z , 一 , , o , o , o } ,
(3

.

14 、

可以看出解 (3
.

1 3 )代表绕, 轴的刚体旋转 , 而 L3
.

1 4 )解表示对 x 轴的刚体旋转
.

由此得知

如何运用这些次级本征向量的方法
.

对于‘, 3 ,

对 (3
.

6 )“ (3
.

1 1) 求解可得到次级本征向量得解
:

叻冬
, )= {e x , 。, , o , o , o , : } ,

(3
.

15 )

其中
。= 一几/ 〔2 (久+ ‘、〕

, : 二 2‘+ G 久八几+ G )
.

同样组成原方程得解为

叻= 功冬
, ’+ : 劝冬

。, = {。x , 。夕, z , o , o , s },

其物理意义是简单单向拉伸解
.

(3
.

1 6 )

在讨论‘” 4情况时
,

次级本征解为

“
‘’一

{
。, “, , ,

G

(器
一。

)
,

G

(器
+
x)

, 。

}
’

(3
.

17 )

因而关于 s ai n t一V e n a n t自由扭转问题的解可被描述为

, 一 , ‘
1 , + ·, “

。, 一

{
一。· ,

二
, , ,

G

(器
一 v

)
,

‘

愕
+
x)

, 。

}
’

(3
·

‘8 ,

其中函数中为以下 N e w m a n n 问题的解
:

\

架}
。。一‘”一’‘

{
(3

.

1 9 )

该解就是s a , n ‘一v e n a n ‘找到的自由扭转解
! 加 4 1 .

不难验姚
。。

斋
“一

。,

因此 (3
.

19 )

必有解
.

3 第 2 级 Jo rd a n型解

前面 已经讨论了第 1 级J O r d a n 型 的解
,

对于4个基本本征向量都找到了相应的 J or d a n

型
.

下面继续寻求更下一层次的J o r d a n 型
.

方程为

H 功{
2 , = 功{

‘, (i二 l , 2 , 3 , 4 )
.

(3
.

2 0 )

其展开形式如同 (3
.

6) 、 (3
.

1 1) (这里i= 1 )
.

侧边条件仍一样
.

以下逐个求解之
.

当i= z时
,

将解 (3
.

1 2 )第一式代入 (3
.

2 0 )中
,

此时由于
。
{
‘’, 。

l”
, a ;{)皆为零

,

方程(3
.

2 0 )

(*= 1)会同边界条件将给出 礼封= 谁l= 诚
艺, = 0

.

再将其余方程中消去试护
,

经整理有

(“+ 2‘)
器

+ G

令
+ (‘+ ‘)

一

瓷
一 一“一 。

(“+ ‘)

念
+

嚼
+ (“+ 2‘)

导
一。

(3
.

2 1 )

及边界条件

(3
.

2 2 )

、

!!
了

““+ 2‘ ,

器
+ ‘“

器
+ 。

《盗
一

+

器)
一‘权一。

。“

器
+ 川“ + 2‘ )

斋
+ ‘

代斋
+

会)一
放一。
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方程组(3
.

2 1) 同平面应变问题方程一样
,

非齐次项相当于在 x 方向有常值的体力分布
,

因此易于求出其解为
。1

2 , = a (二
2 一 , 2

)

”
l幻 二 Z a却

以护= 刀x

(3
.

2 3 )

其中

同样

a = 几/ [ 4 (几+ G )]
,

刀= 一 (3之G + 2 G
2

)/ (几+ G )
.

于是

功{
“)= {a 、x “一 万“)

, Z a粉
, o , o , o ,

刀x } ,

(3
.

2 4 )

川
”本身还不是原问题的解

,

相应 的原方程的解可描述为

, 一例
, , + :
树

‘, +荟树
。,

‘
(3

.

2 5 )

该解的物理意义为在x 一z
平面内的纯弯曲

.

当i= 2时
,

完全类似地导出9--
2
平面 内的纯弯曲解

.

由于纯弯曲解的应力只有 a
二

且按平

面分布
,

因此不失一般性可以安排其二 , 夕轴为横截面的中心惯性主轴
.

然而当 ‘= 3 , 4 时可

以证明满足方程和边界争件的解是不存在的
,

因此相应J O r d “n 型的链至此断绝
.

4 第 3 级Jo rd a n型解

在讨论第 3 级J o r d a n 型解时
,

H 叫
3 , ~ 叫幻 (l’

当‘= 1时可以求得

考虑方程

== 1 , 2 ) (3
.

2 6 )

, {
3 , = 干

。, 。, , 一 。、
见

+ 冬(1 + 。 )二
3 ,

。(粤
一 Z a , Z

、 J 、 LJ 舀‘

+ ‘, + Z a , X “

)
,

嚼
, 。

}
’

(3
.

2 7 )

考虑边界条件可将上式 函数切化为N e u m a n n 问题 :

V
Z切

一

里竺 }
d 介 ! 。。

二【
- (1· 2 · )

一} (3
.

2 8 )

由于采用了中心坐标
,

(3
.

28 )式解是存在的
,

至于具体求解可以有多种方法
,

这里不再

深入
.

原问题的解可表示为

, 一尸 + : , 尸+ 夺尸
, +髻, f0)

乙 O

注意到以上所求得的满足方程和边界条件的解是可以迭加的
.

解迭加得

(3
.

2 9 )

因而将(3
.

2 5 )与 (3
.

2 9 )两

, 一 , 尸一 : 尸 + 二
(, 尸一 : ,灼 +

令, 护, 一 : , 10)) +岑, 10)
乙 U

(3
.

3 0 )

上述解的物理意义就是
: = o端固支

,

而二 = L截面作用有平行于截面戈方向的力的剪力一弯

曲问题的解
.

同理
, i= 2 可以讨论平行于g 轴方向剪力一弯曲问题及两个方向联合作用问题的解

.

可以

证明满足方程和边界条件的第 4 级Jo r d 尽n 型 (‘= 1
,

2 )解是不存在的
,

因此相应 J Qr d a n 型
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的链至此也断绝
.

至此
,

我们巳经得到了全部的s ai n t一V e n a n t问题的解
.

它相 当于零本征值的解
.

但从

整个解空间来看
,

这些解显然是不全的
.

本征方程还应 当有非零本征值的解
.

在考虑两端部

边界条件时必须要用到的
.

而这些解以往是用s ai n t一V e n a n t原理来覆盖的
.

这里已经可以

看出这些解必然是只有局部影响的
.

至于进一步的深入 巳超出本文目标之外
,

将在下一文中

讨论
.

四
、

结 论

弹性力学求解是数学物理方法的一个重要部分
.

S ai .n t V e n a n t半逆解在弹性力学求解

方面占有极重要的地位
,

寻找其直接解法是一个焦点
.

钱伟长在八十自述
, 。’
中

,

特别提到了

与v o n K a r m a n 合作的弹性扭转问题
r ‘。’.

钱伟长等的专著
【“ ’又推进了该学科的发展

.

但迄

今弹性力学众多著作中
,

S ai n t一V e n a n t问题的求解仍是半逆法
.

引入H a m ilto n 体系表达后
,

一百多年来半逆法 的S ai n t一V e n a n t解找到了直接法
.

现

在应当是从H a m ilt o n 体系的角度对应用力学若干方面进行再考察的时机
.

相信体系与几何

形态的变换将会带来许多新的机会
.
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