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郑泉水推荐
,

年 月 日收到

摘 要

本文探讨正确建立一般非线性控制系统纤维丛框架的途径
,

并研究了纤维丛上系统的最小实

现理论 我们在本文中通过引进
,

切 同构
, ,

甲 同态
,

切一强等价等新概念
,

实质 上 拓广

了 所发展的非线性系统实现理论的经典概念和结果
,

并证明了纤维丛上的一

般非线性系统的最小实现唯一性定理

关锐饲 纤维丛 能观性 能控性 最小实现

一
、

引 言

年与 年
,  在〔

, ,

中通过对若干具体问题的分 析
,

指

出一般非线性控制系统理论应该是建立在纤维丛上 此后
,

 
,

七,
相继在一系列文章及在其专著〔、 中

,

为探讨正确建立一般非

线性控制系统的纤维丛框架并发展其相应的理论 能控性
、

能观性
、

最小性
,

控制不变性和
、

解藕等 做了持续的工作 但就其框架来讲
,

始终是不完善的
,

这表现在 当在这些框架下进

行动力学分析和理解非线性控制的一些基本问题 诸如能狐 能控性及实现理论等 时
,

出

现了基本的困难和矛盾 一些经典的概念和结构均不成立
〔“一 “’

本文将在分析前人工作的基

础上
,

探讨建立正确几何框架的途径
,

并发展其相应的理论

人们通常理解的一般非线性系统
〔‘一 ‘ 〕,

是指万
, , , , ,

其中
,

为光滑

流形
,

仁 “
为子集

,

光滑映射
,

称为输出映射 〔
,

 
,

为 上光滑的

向量场 局部坐标下系统的动态方程可写为

万
分 火 , 。 ,

夕

〔

二〔
,

称为状态空间

一般地 也可选为一个可测映射 ”
,

〔
,

为区间 此时规定
, 。 约 为 上依 赖

于时间的向量场 日自 ” 可测
,

同上 称为系统的控制集
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,

七在 〕中通过对若干力学非线性系统的结构分析
,

指出非线 性 系 统

的一般几何框架应是建立在纤维丛上

的基本思想
〔‘, , ‘, 〕

功 引入输入一状态纤维丛 ”
,

称 为状态空间
,

中任一点二的纤维二
一 ‘
劝称为

二

点的容许控制空间

一个一般的非线性系统可表述为万 ”
, , , ,

其中 ” 为光滑纤维丛
,

为流形称为输出空间 观测空间 、 及 ” 为光滑映射并使下图交换

名

一
淤 为仪影

不
,

认为上述交换图在局部坐标下可表示为动力学方程 毖 , 。、
,

从而得到万的局

部动态方程表示

州
, 。

火 一连

当 仍
为平凡丛时

,

即刻画了系统

‘ 讥提出的几何框架存在着一些基本的数学上的不完 善 地 方
,

从

的可交换关系所得到的 分 , 。 不能视为动力学方程 它只是 在 自然丛卡下纤维

坐标的局部表示
,

它本身并没有任何动力学因素 系统的动态方程应源自于向量场

在 〕中讨论了纤维丛上一般非线性控制系统的能观性
、

能

控性与最小性
,

文献 〔 中所给出的结论只有局部的意义 在文献〔〕
、

〔」中
,

一些经 典 的

结论均不成立 如能观
、

能控性的秩条件
,

最小实现定理等
,

且在讨论最小实现理论时遇

到了基本的困难和矛盾

在文献〔」、 〔」中
,

他们实际上都在用由局部截面诱导 的向量场这一概念 但如 何

在。般几何框架中体现出来
,

均没有给以认识 我们下面将建立起非线性系统更一般的完善

的纤维丛框架
,

并发展整体实现理论

二
、

一般非线性控制系统的新几何框架

我们在这一节中将吸取 认 的合理思想
,

建立更一般非线性控制系统的

合理框架

给定纤
一

维 丛 ”
,

丫开 集 厂 已 , 厂拼
,

会仲阮
。

, 记
, , 厂、 戈映 射卜

厂
。。

自

之蕊
仁」

厂 厂
,

表示 上所有局部截面集合 穿
。 。

表示 上所有局部向 量 场 集
开

定义 设 仁厂
,

称 为处处定义的
,

如果 满足 咬
,

这 儿
成

表示局部截面口的定义域 有时也简记 句
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二

定义’
·

’ 设‘ ‘
, 。 。

‘ ’为局
狮

量场集
,

称‘为处处定义 , 如果‘满

锹
刀‘ ’

定义 厂
。 , ,

、穿
。

为一映射
,

称 为协调的
,

如果

口〔
,

下图可交换

。 。工

咬 , , 孟八

一口, ,

口〔
,

V 犷仁M 开集
,

若0
1
}
。
= 8

:

!
; ,

命题2
.
1 设(f

,

U ) 为协调的
,

则V U
‘

仁U
,

证明 直接验证
,

略
.

M

则f (8
,
)

;
= f ( 8

:
) }

。 .

( f !

。; ,
U

‘

) 也是协调的
.

口

定义 2
.
4 一个控制系统是指万 (E o M

,

f

,
U

,
y

,

h)

,

其中E , M 为纤维丛
,

称 E 为

输入一状态丛
,

M 称为状态空间
.
V 义e M

,

称二 一 ’

(对为万在戈处的输入空 间
.
U c rl

。。

(
E

,

M ) 为处处定义 的局部截面集
,
并称U 为控制集

.
f
:U 、穿

l。 。
( M ) 为协调映射

.
Y也为微分流

形
,

称为观测空间
,

h: M ”Y 为输出映射
.
令 夕若= {f (0 ) }0〔U }称了百为与 刃 相联系的向量

场集
。

注2
‘

1 我们在定义中更一般地选取U 为局部截面集合
,

是因为一般的纤维丛未必有整体截面
。

注2
.
2 令少J表示由萝J生成的L ie 代数

,

称少
刀

为与召相联系的L ie 代数
.

注2
.
3 设E = M x R

衍为平凡丛
,

V

: ‘

任R
币

决定了一个截面 0
。 :

M , E
,

6

。
(
劣
) = (

x , 。
)任E

,

V

黑任M
,

取U 二 {口
。

}
。任R叮

,

并记了。
。

的控制系统〔1么1如(1一i )
.

△
. _ , , , ,

_

~

、

_
、 、 , 、 ,

_
, 、

、 _
、
_

、 ,
_

.

_

_

.
、

. ,

_
_

. _

一
J。 ,

取x
, 陀夕口走久艺

.
4

,

还样找们就得生U 丁由一族问量场谧j
。
}
:‘〔 刀衍 决定

命题2
.
2 F :E 今了M

,

满足

E
一乙一

, 对

\ 外
可交换

M

设f为由F 诱导的映射
:
f
:
厂l

。 。

( M

,
E ) 令穿

, 。。
(
M )

V 夕〔F
l。。

( M

,
E

)

,

f (
0

) ~ F

o

o
:

M 、了
’

M

则 万 (E

一
M ,

f }
。 ,

U
,

Y
,

脚为一控制系统
,

这儿U 二 rl
。。

(
M

,

E)
如定义 2

.
4 .

证明 直接验证f }
。
满足协调性条件即可

,

略
.

注2
.
4 我们这里所给出的结果可看成是对 R

.
W
.
B roc k

ett框架的修正
,

但是也有显著的不同
,

我

们这儿展示的更合理和严格化了
,

系统的动态方程源自于向量场
.
此外

,

我们首次在纤维丛框架下把控制

集看成一个局部截面集
.
我们也是第一次对纤维丛上控制系统区分出了控制集与 输入空间

,

并注意到了加
何整体地给出一个输入 (即通过截面的方法)

,

这是原来的框架所没有做到的
.

定义2
.
5 设E 止乙

卜
M 纤维丛

,
r

; 。。

意义同前
.
U 二r loc 为子集

,

f

,
U ”尹lo

。

( M )为映射
.

我 们称 (f
,

U
) 为强协调对

,

如果满足
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( 1 ) f为协调的 ,

(
2

) U 为满的
,

即 U {0 (二) i x 〔D o m a in (口) }~ E ;
口〔盯

(
3
) V S

, ,
8

: 〔U
,

V
戈〔D (0

,
) 自D (口

:
)

,

若0
,
(
二
) = 0

:
(
x
)

,

则f (6
1
) (x )= f (0

:
) (戈) ,

注2
.
5 若(f

,

U ) 为强协调对
,

则U 一定是处处定义的
,

这由性质2可立得
.

命题2
.
3 (j

,

U ) 为强协调对的充分必要条件是
,

存在f到r
;。。

( M

,

E ) 上的唯一扩张了
:

厂 , 。。

( M

,
E

) , 穿
, 。。

( M )

,

使满足
:
( I ) 了也是协调的

,

且了}
。
= f

;
( I )存在唯一的光滑映

射F
: E , T M

,

使图

可交换 (2
.1)

(l ) V O任r l
。。

(
E

)

,

了(0)二F
0
0〔穿

, 。。

( M ) (
2

.

2
)

证明 充分性是显然 的
,

我们下面只证必要性
.
假定 (j

,

U ) 为强协调对
,

我们先构造一

个光滑映射F
: E ”T M 满足交换关系

.

v 二。刃
,

由u 的条件知 。oo u
,

使
二一。(二 (

: 少)
,

定义F (
:
)鱼, ( e) (二 (

z
) )。丁叮

,

由 (,
,

U ) 是强协调的
,

可知F 的定义 与0的选取无关
,

且F 满足交换关系
.
F 的光滑性由f

,
0

, 二的

光滑性可立得
.
利用 F 可定义一个映 射 了

:
厂 , 。。

(
M

,
E

) 。穿
, 。。

( M )

,

入0)业尸
。

0

,

v o 。

厂
1‘。

由命题2
.
2可知了为协调的

,

再由F 的定义可知了I
。
~ f

,

即了为f的扩张
.
这样我们就证明

了存在性
.
F 的唯一性由 (皿)是显见的

.

下面我们证明满足 ( I )和 ( I )的扩张是唯一的
,

设存在两个扩张 了
, ,

儿满足( I )
、

( I )

,

则 3 F
‘:
E 、T M

,

满 足交换关系
,

且

V S〔厂 , 。 。 ,

了
‘
( 0 ) = F

. o
o

了
,

J
。
= 了
:I。一f、F , o

e ~ 尸
: 。

o

,

(
f = 1

,
2

)

V O 任U

(2
.
3)

由U 的满性质今F
,
(封 = F

:
(z) V z〔E 由 (2

.
3 )冷了

,一了
:

唯一性证毕
.

注2
.
6 由命题 2

.
3可以看出

,

对于系统万( E 一卜 M
,

了
,

U

,

h

,

Y )

,

若(了
,

U ) 为强协调对
,

则 刃可以经过

扩张后成为命题2
.
2所定义的系统

,

即经过修正了的 B
r
oc k

ett的意义下的系统
.

注2

注2

(了
,

U ) 满足命题2
.
3中(1) 十(2 )的扩张称为(了

,

U ) 的正则扩张
.
一般性的讨论可参看〔14 ]

.

今后我们把满足交换关系(2
.1)的光滑映射F

:
丑) T M 称为B

r
oC k
ett 映射

.

设 E , M 为向量丛
,

则我们可在r l
。。

( M

,

E ) 上定义数乘和加法使r
, 。‘

( M

,

E )成为线性空间v e,
,

夕2

口
,

丫a
,

刀(R
i
规定D om ain(ao ,十浏

2)二 D o m a in (6 ,
) 门D

om a in (6:)
.

汀

定义2
.
6 设万(E , M

,

f

,

U

,
Y

,

h) 为定义 2
.
4 意义 的非线性系统

,

称 万 为仿射系统
,

如
兀

果
:
(功 E , M 为向量丛; (2) U 仁厂

, 。 。
( M

,

E ) 为在某数域F 二 R
‘
_

上的线性子空间 ,
(
3
) f:

U 。护1
。。

( M ) 是仿射映射
.

注之
.
9 我们要求 U 为某个数域 F 上回线性子空间

,

是为了能刻 画一些特殊情形
,

如在 平凡丛 情形的

B an云
.B ang控制

,

此时取F = Z
:.

定义2
.
了 设U 〔rl

。。

( M

,

E
) 为处处定义的子集

,

称U 为局部 m
一
独立有限生成的

,
如果
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V x
。

任M
,

3 邻域犷二M
,

及有限个截面S
, ,

…
,

5
. 任F ;

。。 ,

{ S
‘
}在犷上线性独立 (将厂(V

,

E ) 看成R
’

上线性空间)
,

使U !
F一S驴

n{s , ,
. ’

一 S
。
}

·

注2
.
10 定义中s , ,

…
,

5
. 在犷上独立

,

是指作为截面在整体上是独立的
,

在每一个点戏犷
:,

s

:

(x )

,

…
,

S 贰劝在纤维空间上未必独立
.
定义中U }犷 = {口}v0 ( U 圣

.

命题2
.
4 给定一个仿射系统万 (E

一
M ,

f

,

U

,

y, h)
,

若U 为局部m 一独立肴限生成的
,

则局部地存在m + 1个向量场X
。 ,

X
l ,
…

,

X

。 ,
使刃在局部坐标下动力学方程有表示

二X
。

+
E

。‘

凡
‘一 1

= h

“〔R 仍
.
劣g

了.,产、且‘

证明 只要注意到U 是二一独立有限生成的及f 的仿射性即可得
.
其中X

。
由M 上的零截面

S 。〔F (M
,

E ) 决定
,

X

。

= f (
S
。

)

.

命题2
.
5 设(f

,

u ) 为强协调对
,

E 一乙,
M 为向量丛

,

且了
: U c r lo

。

( M

,

E ) 、穿
;。。

( M )

为仿射的
,

则由命题2
.
3所决定的唯一正则扩张了

:
厂1

。。

( M

,
E ) , 犷

;。。
( M ) 也是仿射的

.
且由

f诱导的B r o c k et 七变换F
: E , T M

,

限制在纤维二 一 ‘

(劝上也是仿射的
,

这儿 V x〔M
.

证明 直接验证可得
.

定义2
.
8 给定系统 万 (E

尸二峥M
,

f

,
U

,
Y

,

h)

,

称:
:
[0

,
T 〕* M 为系统的轨线

,

如果存

在分划 。二九< tl< 九< … < ‘
。
= T 及加

i,
一

,

f0

。任了君
,

使 川[t
‘一 : ,

t ‘〕为 九
‘的积分曲线

.
其中

氏〔U
,

并假定丫为连续分段光滑
.

在我们的新框架中这样引进系统轨线的概念是很自然 的
.
我们可通过轨线的概念并仿照

H
.
J
.
S u ss m an n和V

.
J u r d je v ie 〔

‘3 〕
R

.

H
e r

m
a n n 和A

.
T
.
K ren er 〔’‘’对系统(1一 l )进

行的那样
,

用同样类似的方法引入纤维丛框架下非线性系统的能控性
、

可接近性
、

强可接近

性
、

弱可控
、

局部弱可控
、

局部能控等概念
〔‘7 〕.

需要着重指出的是
,

H

.

J

.

S
u 。“

m
a n n ,

R

.

H
e r

m
a n n 等在 [xo」‘ [x3〕中对系统 (l-

l) 所得到的所有有关能控性
、

可接近性
、

强可接近性
、

弱可控性等结论
,

包括秩条件等
,
对

于纤维丛上一般非线性控制系统均是成立的
〔‘7 ’.

但是在文献〔3〕~ 〔8〕中在R
.
W
.
B rO C k e林 等框架下却无法得到这些结论

.
根本原因

已在前边叙述过了
.

定义 2
.
日 给定一系统 万 (E ‘与M

,

f

,

U

,
h

,
Y

)

,

记 O r bi 七(刃)为万的所有轨线集
,

引进

两个集合犷
’ ,

岁

夕二{a
:
I , Y JI c R‘

为区间
, 口分段光滑连续}

} }
其 中T > 0,

岁一

;
(丁

, ‘。 , “
’

, ‘一 口“
,

’ ‘ ’

,

口, ’
{
夕
!
任U

,
、

且 日

、 }便? (0)~ x
,

O 二才
。

< …< 才* ~ 罗

夕〔O r b i七(刃 )

, } [
。, 一 : ,

t

,

〕为f (0
,
) 的积分曲

线

)

澎
:
称为以x〔M 为初始状态的初始化系统刃

‘

的整体控制集
.

定义映射 10
2 , : 岁

‘

、岁
, u 二 (T

, ‘。, …
,

t
* ,

0
1 ,

…
,

0
。
)〔岁

‘

”h
o
, 〔少

,

其中?为与 。

~
(T

,
tl

,
…

,
几

,

氏
,

…
,

大)相联系的轨线
,

且洲 0)= x
,

称 10 刃
‘

为输入一输出映射
,

记
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齐(们 公h
。

, ,

称万:O r bi t (万)、岁为刃的轨线输出映射
.

井

定义2
.
10 给 定 系统 万 (E * M

,

f

,
U

,
h

,
y )

,

V
x l ,

x : 〔M
,

如果犷
’
1 二 犷

‘ 2

且 10
刀 ’ ‘

二1 0 , ‘ : ,

则称x
, 与x

:
不可区分

.

V 开集 厂c= M
, 二 一 ‘

(厂)c E ”犷 也 为一丛
,

令 U
犷二 {0 !

:
10〔U }

,

则 得到一个系 统
,

刃v (二
一 ‘

(犷)、厂
,

了
,

U
V ,

h
{

: ,
Y )

,

这儿了
:U F。穿;

。。

(
犷)

,

了(0!
。
) 自f (0) l

:,

V O 〔U ,
显

然了也为协调的
.

我们把万
犷
上的

“

不可区分性
”

定义为刃上的局部不可区分性
.

命题2
.
6 “

不可区分性
”

和
“

局部不可区分性
”

均为等价关系
.

证明 直接验证
.

口

利用
“

不可区分性
”

及系统轨线的整体定义 (不依赖于坐标卡的选择 )
,

可仿照文 〔1 1〕相

应地给出纤维丛上一般非线性系统的能观性
、

局部 能观性
、

弱能观
、

局部弱能观等概念的几

何描述
.
其定义 与经典形式是一样的

,

且可推知 能观性秩条件及〔11〕中有关于能观性的一系

列结果对纤维丛上一般非线性系统也是成立的
〔‘7 〕.

再一次要指出的是〔3〕、 〔8〕中得不 到 这

些论断
.

三
、

纤维丛上一般非线性控制系统的最小实现理论

H
.
J

,

s
us

s

m

a n n 在仁9〕中对于整体定义的系统扭一1)研究了非线性控制系统的最小实

现理论
,

对于系统的同态同构等价性及最小性等给出了一系列深刻的结果
〔日」, 成为非线性控

制系统几何理论的经典文献之一 文仁8」中研究了纤维丛上一般非线性系统 的能观
、

性
、

能控

性及最小性的问题
.
在文 〔8」中没有能够得到经典最小实现理论在纤维丛上的相应的 结 果

,

事实上在文 〔8〕的框架下也是不可能得到的
.
这主要是由于文〔8〕对于纤维丛上一般非线性系

统的几何框架实质的理解是不完善的
,

从而对于最小系统概念的描述也是不正确的
, 与经典

的定义有很大的不一致
.

在〔10 〕中
,

H

.

J

.

S
u 朋m an n 对向量场族 引进了轨道的概念

.
它实 质 上 相 应 于 R

.

H ar m an
n & K r en

e r在 [l 1〕中引进的非线性系统的可达集
,

任意给定系统 刃(E , M
,

j,

U
,

h
,

Y)

,

由第二节可知万联系 了一个向量场族了若二 {f (0 )〔犷
loc (M )!0〔U }

,

我们将了 J的

轨道称为万的轨道
.

定义 3
.
1 刃 (E * M

,

f

,

U

,
h

,
y ) 称为最小的

,

如果M 本身为刃的一个轨 道
,

且万
一

可观
.

注3
.
1 在我们第二节给出的新框架下

,

我们很自然地得至叮经典的
“

最小性
”

概念在纤维丛上一般系

统的自然推广
.
而在以前的不完善框架下是无法给出的

〔“〕.
( 参看以前的评注)

定义3
.
2 两个初始化系统万丁

‘
犷E ‘”M

:,
人

,
U
‘, 从

,
Y )

,

称为输入一输 出切
一同构的

,

如果

(l) 甲 :U
l
o U

Z
为1一 l满映射;

(2) 切诱导出一个映射必
:犷 犷1。 犷 重

2, .

其 中犷 扒
,

戮 f
Z,
如第二节中的

定义 2
.
。所述

,

且v (T
, ‘。 ,

…
,

t
。 ,

白1
,
…

也为 1一 1满映射

华

8
*
)任犷 f

:、 (T l
, 才。, …

,
t
。, 切 (0

,
)

,

…
, 切 (0

。
) )



纤维丛上一般非线性控制系统的几何框架及其最小实现理论

〔扩 雾2,

(
3
) 1 0

刀
f
‘
= 1 0

, 百, 。必

定义 5
.
3 两个系统万

‘
( E

‘

枷
‘,

了
‘ ,
“‘,

*
‘ ,

y ) (
i 一 , ,

:
)

,

称为是 (尸
, 。) 同构的

,

如果

(1) 切
:U l

o U
:
为l一 1满映射

,

(
2

) 存在F
:
M

, , M
Z,

C 伪同胚
,

V S 〔U , ,

F
,

f
,
( 0 ) 二f

:(华(8 ))

( 3 ) h
: oF = h , ,

(
4

) 对初始化系统刃
‘
1 万

‘
2 ,

还要求F (%
1
)~ X

2.

命题3
.
1 若两个系统万扣和万扣是 (尸

,

叫 同构
,

则可推出万扣与刃扣为甲同构的
.

证明 简单的验证即可
.

口

注 3
.
2 命题3

.
1的逆命题不一定成立

.
后边将证明当召 , ,

刃
2
均为最小系统时

,

逆命题也是对的
.

定义 3
.
4 给定两个系统刃

‘
( E

‘

笃M
‘,

六
,

u
‘, ‘

,
Y

)(
‘一 l

,
:

) (
F

, , ) 称为万
1到万:的

同态
,

如果

(1)切
:U ;

一

)

U

Z

为1一 1满; (2) F
:
M
lo M

:
为映射

;
(3) V 二〔M

, , 切诱导一个 映 射 梦、
-

犷 二
;
‘。 澎 二

护
’, 扩的定义如定义 3

.
2; (4) v

。〔岁 ,
f

,

设 :先相应于
。 的 轨 线

,

袱 。) =
二 ,

则F
。

: 为万到
·
)的相应于扩(

。
) 的轨线 ,

(
5

) 1 0
,

r 二I。, 邵
‘

)

。

扩
,

( 6) 对于初始化系统刃卜
,
还

要求F (x
l)~ X :

.

.
3 定义3

.4中如F 为1一 1的满映射
,

则称(F
,

中)为弱同构
.

.
4 以上定义中的条件(3 )是绝对必要的

,

因 为 一 般来 讲
,

V
“二 (T

,

八
,

… 八
,

仇
,

…
,

夕。)(

未必存在 召会勺 的轨线 下相应 于 带( 。 ) 二 (T
,

才。
,

…
,

柱
,

侧 e:)
,

…
,

侧 e;))
,

即笋(。 )不一定属于

t*
,

口z
,

条件(3)中币
’

为1一 1的
,

这由甲的1一1性来保证
,

但苏不一定是满的
,

即任给 兹二 {T
,

t
。 ,

…
,

百*)(哪熟F内
,

未必存在轨 线 , ( 万广的轨线) 相应于(T
,

t
。,

…
,

, 。
,

沪一‘民
,

…
,

, 一 , 百*)尸

门凡U,O卜侧望O
会韶念东劣尸口2冬乙

召万
哪似

即厅不一定属于衍(侧刃
1’

)

.

定义3
.
5 两个系统万

‘、E
‘

二扮
‘,

九
,

ui

,

h., 均称为 , 强等价的
,

如果 v 二lo
MI

,
。火:

任M
:,
使万

‘ ,
一

与万
‘ 2

为切一等价
.
当万 , 与刃

:
为切

一强等价时
,

我们记为万
,
《万

:.

注3
.
6 我以上所定义的两个系统输入一输出卯一同构

,

( F

,

切)同构
,

( F

,

甲)同态
,

甲一强林价等 新 概

念
,

是对H
.
J
.
S us sm

an n在经典文献〔刘中
,

所给出的输入一输出同构
,

尸一同构
,

F
一同态

,

强等价等一

系非线性系统实现理论经典概念在纤维丛灼自然推广
,

但是这种推广是本质的
.
它拓扩了 H

.
J
.
S此sm an n

在【们中所发展的经典实现理论
.

汀

正如第二节中描述的那样
,

对于系统 艺(E o M
,

f

,
U

,
h

,
Y )

,

用了含表示与万相联系

的向量场集合
,

它自然是
“

处处定义
”

的
.
H
.
J
.
S u ss m a n n 在〔1叼中研究了光滑流形上

“

处处

定义
”

的向量场集合的
“

轨道
”

性质
,

并证明了在轨道上可以定义一个微分结构
,

使轨道 成 为

材的浸入子流形 (非嵌入)
.
在我们这儿

,

了君的轨道实际上就是系统刃从某一点的弱可达集
.

下面给出关于纤维丛上控制系统同态的一个等价命题
,

实质推广了 H
.
J
.
S u 朋m an n的

结果
〔。’.

命题3
.
2 给定 两个系统万

‘
(百

‘

髦汀
‘,

八
,

u
‘, 从

,
y 八i一 , ,

2 少及映射F
:
M
l, M

Z,
, :

U
, 。U :为1一 l满

,

则 (F
,

叫 是万
, 到刃:的同态的充分必要条件是

:

(l) V 了君
:的轨道S

, 尸
。

叠F {
::S o M

:
为C 力 ;

(2 ) V 口〔U
I,

V
x 任D o m ain (0 )自S

,

有T
:F 。

(f
, 气0 ) (

x
) ) 一f

Z
(甲(0 ) j

o
户

’

、x
) 或 了

’

l
了。

。

f

, 女夕)

== f
:
(切交0) )

o
F : ,
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(3) h
,
= h

: o
F

.

证明 先证充分性
,

假设条件 (l) 、 (2)成立
,

我们要证(F
,

叫为从刃
,到万:的同态

.
由

定义3
.
4,

我们只须证明如下三个论断成立就行了
.

( I) V 义〔M
l, 中可诱导一个映射劳

·
: 矛 ’

f * 扩 , 氛
·
) ;

( I ) 丫
。〔岁 ’

f
,

? 为 刃f 的相应于
。 的轨线 川0) ~ 、 ,

则 F
。

, 为 刃邵哟的相应于梦(u) 〔

岁 ,
到

‘
)的轨线;

(I )10
,

f = 1 0
,
百(

’
)
。

萝
· ,

V
大任材

, .

先证 ( 1 )成立
.

V 还Ml
,

锄二 (T
, 九

,

…
,

t
, ,

01

,

…
,

幼〔岁 ,
f 则由扩

,
f 的定义知存在分段光滑连续

轨线?
1:[0

,
T 〕* M

l , ,
1 [ ,

, _ : ,

, ,
〕为f

,
(色)的积分曲线

,

设 S 为 了若过 x 的轨道 (即弱可达集

才A (大) )
,
则 , :

( t ) 〔S
,

V
t 〔[o

,
7

、

〕
,

由(l)
、

(
2

) 知T F
。。

f

;

(
0

) = f

Z

(
切(口) )

o
F
s
且F

。o夕1 1[
r , , 一: f

,
]

为了
:(叫O, ) ) 的积分曲线

, 由F 。
定义知F

。。

, ,
~ F

。

下1
.

定义 , 2二F
o
夕, ,

则 , : 即为万f (
‘
)的相应于 (T

,
t
。,

t
l ,
…

, 才, , 切 (8
,
)

, …
, 切 (0

。
) ) 的轨

线
,

且 , :
(0 ) 一F (x)

,

所以 护〔犷
’
,

‘
)
.

这 样 切诱导了一个映 射 扩
.犷 ,

f * 扩 ,
邵哟

,

所 以

( 1 )成立
.

结论 ( I )可从( I) 的证明过程立得
,

结论 (l )可由 10
刀 “

的定义及条件(3) 与 ( I )立得
.

由此证明了 (F
,

司 为从刃
, 到刃:的同态

,

充分性证完
.

下面证明必要性
,

假设 (F
,

初 为从刃
1到刃:的同态

,

我们要证条件(l) 、 (3)成立
.

先证明
‘

(

3

)

,

然后再证 (1)和 (2 )
.
为证 (3)只要证V 、任M

l,
h

l

(
二
) = h

:
( F (

二
) ) 即可

.
取定 欠

‘Ml
,

由Ul 的
“

处处定义
”

性质可知存在妊Ul
,

使x〔D o m al n( 0)
,

由此日“> 0及件 [一
“, “〕

, M
l ,

使, {
: 一 。 , 。〕

为f (0)的积分曲线
,

由f
l的协调性

,
x 〔D o m ain (f

l
(8) )

,

所以。
。

= (

。, 才。,

。, 切 (0 ) )〔犷
’
f
(
‘
)
,

且F
。

:
:

〔一 :
, 。〕、M

Z
为f
:
(切 (口) )的积分曲线且F

·

:
(
o

) == 尸 (
二
)

,

由IO z f

= 1 0 ,
f

( ‘ )
。

币
·

今瓦(? )(r) = 万
:
(尸

。

丫: ) (, ) V t任[一 。 , 。〕
.
所以 h

;
(二)一h

:
(F (二) )

,

这样就证明

了(3)成立
.

为证 (l) 和 (2 )成立
,

我们先证明一个引理
.

引理3
.
3 设(F

,

叫为万
l到万

:
的同态

,

则丫0〔U
l,

V 茂Rl
,

V
x 〔D (0 )

,

只要X 璧(川有

定义
,

X 到
口)

( F ( x) 就也有定义且X 到
“)

( F ( x) ) ~ F ( X 璧(劝 )
.
这儿X 璧

,

X 到口)分别为向量场

f
:
(0)与f

:
(切 (0 ) ) 的流

.

证明 由同态映射的定义可知
, 当 才> 0时

,

若X 奢(x) 有定义
,

则X 钊
口)

( F ( x) ) 也有定义

且尸 (x 璧(x ) ) ~ x 军(
“)

(尸 (x )) (由同态的定义可知尸 (
二
) 〔D o m ain (f哗 (0) ))

.
当t< o时

,

令 毖

= x 璧(劝
,

则 X 竺1e) ( F (云)) 有定义
,

且有

X 竺尸(F (到 )= F (X 旦
:
(牙)) 二 F (x )

.’.
X 丫‘“’

(F (x )) = F (刘 = F (X 尝(x ” 口

接下来我们先证明 (l )成立
,

即欲证F
:一F !。 : S ”M

:
为C 为映射

,

由〔10〕H
.
J
.
s u韶m an n

对一般向量场族的研究
,

V ‘S
,
。妊S及f(0

,
)

,

…
,

j(
“*)〔, 扒

,

使岭
。

一X加
)在(t? ,

… , 才是)〔砂的某个邻域犷中有定义
,

且使得下列论断成立

(A ) 若记 喇tl
, …

,

叼 一X 势一洲冲)
,

则喇‘罗
,
…

, ‘呈)一 二 ;

( B ) T 中在 (理
,

…
,

t 翌)的秩等于di m s叠q
.

F 。

巾

由引理3
.
3知X 条一X尔

。)一 ; X 尸
1
,

。

一X洲
“, ( F(

, ) )
,

…
Fo 。厂二砂、M 历C

-
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映射
.

由(B )及隐函数定理
,
〕q维子流形厂

;〔犷c R
七,

及牙仁S
,

且 (理
,

…
, 了公)〔犷

1,
使岁二

创 犷, : 犷1” 犷任S 为微分同胚
,

且F lw 二F
。

中
。

岁
一 ‘,

由此今F
。
l
w
= F l

, 为光滑的
,

F
, :

S o M
:

为口义映射
,

. ‘ .

( l) 成立
.

最后证明 (2 )
,

V O 〔U , ,

V
x 〔S 门 D o m a in (8)

,

由常微解的存在唯一性定理
,

3
e

>
o

,

X 璧(x) 在 (一
。, 。

)上有定义
,

由引理 3
.
3知f

Z
(叫0) )的流X 侧

”)
( F ( x) )在 (一

。, 。
)上也存在且

F (X 璧(对 )二X 到
”
)( F ( x) )

,

由于 S 为了否的轨道
,

. ‘ .

X 璧(劝〔S
,

V ltJ <
。,

且 F
。
( X 璧(劝 )

= F (X 璧(x))= X T(
”)

( F (
%
) )

.

在才= o处求导今T F
。 。

f

,
( 8 ) (

x
) = f

:
(
切 (0 ) ) (F (

大
) )

,
.

气( 2 )成立
.

由命题3
.
2证明过程我们可得如下推论

:

推论 3
.
4 万1

,

刃
2,

(
F

,

叫如命题3
.
2所述

,

则引理3
.
3的结论成立的充要条件是 命 题

3.2中的条件 (l) + (2)成立
.

命题3
.
5 给定两个系统 刃‘

( E 斗M
‘,

九
,

u
‘, 。‘

,
Y

)(
‘一 1

,
:

)

,

假定 二1
,

二:均为解

析或马为完全的 (万
‘
完全是指‘

’

舌
‘

中的向量场是完全的), 若刃
‘

爷万
2
且万

,

为能观的
,

则存在

唯一的同态 (F
, 甲)

:万1。刃:
.

证明 我们先构造一个映射 F
,
M

,”M
:.
由少

一强等价的定义
, 知 V x ,〔M

l, 日碗〔M
:,

使 访
二: ,

。 :犷刃护、犷 刃护为1一1的满映射
,

且10 刃孕二1 0 刃找萝。。
,

定义 F (二
,
) =

x : .

下面验证

朴是存在唯一的
.
假定还存在刘 〔M

Z
满足上述性质

,

由于李
‘i
xZ

,

动, : , “ , ,

均为1一1的满映射
,

再由

犷刃
’

的定义及场 的构造可直接看出 犷别飞= 犷群
, ,

且 。。
,

二 一币。
, 二孟

,

再 由 10 , 知
。

币。
,

。

一
Io
:
郭

。

梦二 , ,

;
: ,

今 Io
“
:
2一

Io 那;
,

… 二2与二护不可区分
” ,

由含
2的能观性可推出碗一 二

;
,

.’. F 为单值映射
.

这样我们就构造了一个映射F
:
M

,
* M

: ,

由上述推导过程可知 (F
,

叫 满足同态定义 3
.4

中的条件 (l)
、

(
2

)

、

(

3

) 和 (5 )
.
下面我们只要证明 (F

,

叫也满足定义 3
.4中的条件(4)即可

.

由命题3
.2及推论3

.
4, 我们只要证明下述 论 断

: “

V O 〔U :
,

V
t 〔Rl

,

V
x 〔D O m ai n( 0)

,

若

X 璧(劝有定义
,

则X 钊
口)

(尸 (劝)也有定义且F (X 望(劝 )= X 到
口)

( F ( x) )

” ,

即可
.

任取定0〔U
, 及尤任D o m ai n (0)

,

由f
l的协调性及常微分方程解的存唯一性定理及解的 延

拓定理知有大〔D o m ai n f (0)
,

且存在一个极大区间 (一 a
,

脚
,

a
,

刀> 0
,

使X 璧(劝在 (一 a
,

刀)上存在且 X 璧(二) I
‘_ 。

二 二 ,

V 丁‘〔o
,

刀)
,

则 (丁
,

o
,

犷
,

0
) 叠 (犷

,
t
。 , 矛1 ,

0
) 〔犷

’
f

,

由强

等价性的定义及 F 的 构 造知 (犷
,

o
,

犷
, 切 (e ) )叠(了

,

, 。
,

, , , 中 (o ) )〔扩叮(
‘
)

, … x T (
, )

( F

(劝)在〔o
,

T 」上有定义
.
准
_
由T 〔〔o

,

户 的任意性知X 到
“)

( F ( x) ) 在〔0
,

户上也有定义
.

接下来证明 F (X 璧(x) )= X 到
口)

( F ( x) ) V 班[0
,

句

v 刀
,〔[0

,

刀)
,

令 , 幽X 众(
二
)

,

v (
T

, ‘。 ,

一 ‘。 ,
0

, ,

…
,

0
。
) 〔, , 下

,

设相应的 轨 线

为 户
:
[0

,

T ] ”M
l,
定 义 ,

’
:

[
o

,

了
’

+ 刀
工〕”M

工 ,
:

’

, [o渭
:
〕~ X 璧(X)

,

在〔t
‘一 ‘

+ 刀
‘,

t
‘
+ 刀
;1

上
, , 忿

(
才)会? ,

(
t 一刀

1
)

,

则 , .
为艺f的相应于“二 (T + 刀

, ,
o

,

刀
:, 才:+ 刀

工,

…
,

才。+ 刀
。 ,

0
,

0
, ,

…
,

人)的轨线
,

由此推出“〔犷 ’
f

.

由 F 的定义及刃
1
( 万

:
可知 。二 (T + 刀

, ,
o

,

刀
, ,

t
l

+ 刀
, ,
…

,
t
。
+ 刀

。,

在
,

亨
, ,

…
,

奋
。
) 〔澎

,
r

( ,
)

,

( 这儿 百二叫0)
,
歹。= 州氏”

,
且存在与 . 相联系的轨线尸川

:
〔0

,
T 十刀门, M

:
并满足
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h , O
?

‘

(
才) = h

: 。 , 尸 (‘ )
(
才)
.

令 , :叠X 声
, ‘” (F (

x
) )

,

定义:
‘2 : 〔o

,

T 〕, M
: ,

:
, 2

( ‘)叠:
尸 ‘

·
,
(
‘+ 刀

l
) v ‘〔[“

一 1 ,
“〕

,

则

h , 。

尹二 h
:。
广
2,
反之任给含若

:的轨线沪
2,
也可构造 万了的轨线 沪

,

使h
, 。

尹二h
Z。
沪
2 ,

…砂诱

导了 一个‘一 ‘满足映射
, , , :

‘””‘
’
萝

,

且 ‘。刃苦一‘。
, 苦’

。

梦‘
,

j,. F ( , ) 一 , : ,

即F (X 县
,

(

x

) )
一X 胃l(

夕, ( F (
x
) ) 由刀

, ,
0

, 二的任意性
,

我介:证明了 F (X , (二 ) )一X :‘
“,

( F (
二
) )

,

v
‘> 。,

V O
,

V
%

,

当上式两端均有定义时成立
.

下证才< O的情形V O任U
l, 、任D O m ai n (0 )

, 才< o ,

使X 璧(x) 有定义
,

令 、 ‘

一X 璧(x )
,

则

X 竺
:
(二

‘

) 有定义且等于二 ,

由前面证明过程知X 叩
’
( F (

二 ‘
)) 也有定义且 户(X 拿(二

‘

) ) = x 里护
’

(F (丫”今F (劝 = x 叩 ,
( F (划 ))

, … X 罗‘
, , F (x ) ~ F ( X 璧(叼 )

.
这样就证明了 (F

,

初为从

万1到刃
:
的同态

.

下面证明这种同态是唯一的
:

假设另外也存在一个同态 (G
,

训
,

使 v 二‘M
, ,

1 0
, 犷二1 0 ,

郭
‘
)
。

必
.
由F 的构造今 F (劝

二 G (劝
,
这样完成了唯一性证明

.

命题3
.
6 给定系统二汉E斗盯

‘,

八
,

u
‘,

*
‘,

Y
)(
‘一1

,
:

,
3

)

,

则下述三个结论成立
:

(l) 若(F
, 切1)为 万 ,到 万:的同态

,

(
F

Z ,

物)为 万落lJ万
3
的同态

,

则 (F
:。

F
l , 切:

。

卿 )为

刃 ,到刃
。

的同态
.

(2) (F
,

初为刃
1, 刃:同态

,

则F 将刃
, 的轨道映入刃

:的轨道
.

(3) (F
,

叫为 男t。万
2
的同态

,

且 F
:M l, M

:
为1一 l的满映射

,

则(F
一 ‘, 甲一

勺也为刃
2

、万 , 的同态
.

证明 由定义3
.
4 ,

引理3
.
3和推论3

.
4可立得

‘

定理3
.
: 任给两个系统 二 ‘

( E 斗M
‘,

f

‘,

u
, ,
、‘

,

Y 拭‘-

且万
,
( 刃

: ,

再假定万
,

为解析或完全的
,

则存在唯一的弱同构 (F
,

这是定理 3
.
5及命题3

.
6的直接推论

.

2)
,

设刃
, ,

刃
2
均为可观的

切)
.

证明

定理3
.
8 任给定两个系统万拼

‘
( E

‘”M
‘,

f

‘,

U

‘,

h
‘,

y
)

,

假设
:

(l) 万‘
为解析的或完全的 ‘= 1

,

2

,

(
2

) 万‘
为最小系统 ‘二 1

,
2

.

则万
, 与万:输入一输出叨一同构幼 〕!F

:
M

, ”M
:
为 C 句同胚

,

使 (F
,

叫为 万1到万: 的 同

构
.

证明 令 )如果万
1, 万2为(F

,

列 同构的
,

则由命题3
.
1可知刃

1, 刃2为输入一输出 切一 同

构的
.
冷)假定 万补

,

万扣为输入一输出甲同构的
.
我们下面要构造 F

:
M

, 、M
: ,

使 (F
,

叫满

足同构性条件由输入一输出q7一同构的定义及定理 3
.
5的证明过程推出如下条件成立

:

(A ) V S〔U , ,

V
t 〔R

‘,

V
x 〔D om a in (0)

,

若X 璧(戈
1
) 有定义

,

则 X 军(口) ( 火
:
)也有定义

且 二尸
‘·”与 刃犷

(口’
(” ,为输出一输出 , 一同构

.

(B ) 由 (A )知
,

v 0
1

,

…
,

0
。。U , ,

v (
, , ,

…
, ‘。

) 〔R
, ,

只要X
{:

。

一X {:(
二:
) 有定义

,

贝。X 影
0立, 。

一X盯
0“, ( x Z

) 也有定义且 “互
’

与 万百
“

输 入一输 出 。一 同构
,

这 JL“
‘

一X
I:

。 ·

…

X 橄(
二 ,

)

, 二“一X 式(口
1
,
。

一X羚
’“,

(
x :

)

.

( C ) 由于万
‘
为极小系统

, . ’
.

M

‘
本身即为刃‘的一个轨道

.
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Ml
一、还M

l
, 日“

1,

一 缺Ul 及 “
1,
一 t&) 以

’ ,

使 “一冲
。

一决“l), “为整数 ,

由 ‘B) 和(C )及刃
2
的可观性知 v

、〔M
: ,

: I
二“M

Z, 。
,

t

,

刃;与 刃尝
‘

输入一输出甲同构
.

定义 F (劝二 、 ‘,

则我们便构造了一个映射
: F : M

l、M
Z ,

F
(

二 1
) 二x

Z ,

且F 为1一 1的

满的
。

由定理3
.
5的证明过程知 (F

,

初为刃f
‘

到刃梦弱同构
.
由命 题 3

.
6知(尸

一 ‘,

中一 ‘
) 也 是

刃 梦到刃妙的弱同构
,

由于刃
l
极小

,

M

l本身为一轨道
,

利用命题 3
.
2可知

:

(D ) F
:
M

, 一,
M

Z ,

C
”
映射

.

(E ) V O〔U
, ,

V
、〔D (0)有F (二)〔D (切 (8 ) )

,

且 T
:
F 〔f

,
( 0 ) (

二
) )二 f

:
(切(0 ) ) ( F (

x
) )
.

(夕) h
,一h :

。

F

.

由刃
2
的极小性今F

一 ‘:

M

Z
o M

I

也为C
“的

,
. ’ .

F

:

M

l 、M
:
为微分同胚

.

由此证明了 (F
,

叫为刃
1到万

2
的同构

,

再有定理 3
.5的证明过程知F 是存在唯一的

.
口
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