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摘 要

建议了一种新的构造可积H a m ilt o n 系统的方法
.

对于给定的P。宝s s o n 流形
,

本文利用 D ir a c -

P o is s o n 结构构造其上的新P o is s o n 括号〔1〕,

进而获得了新的可积H a m ilt o n 系统
.

构造的P o 呈s s o n

括号一般是非线的
,

并且这种方法也不同于通常的方法〔’~ ‘, .

本文还给出了两个实例
.

关健询 D ir o e

~P
o is s o n括号 可积性 H a m ilt o n 系缤

一
、

新的构造方法

在描述这种新方法之前
,

我们先简短地回忆一下 D ir a c 一P oi ss o n 结构
.

设(M
,

{
,

}) 是

P oi 朋o n 流形
.

M上的一组光滑 函数华
, , 切 , ,

⋯
, 切

,

称为是第二类约束
,

如果至少存在点拘〔M

使得矩阵 ({中‘,
中, } (丫

。

))
, 、 。

是非退化的
.

记

U , {戈〔M {({切
‘, 甲, }(二))

。 : ,

是非退化的}

刃 = {戈〔M l切,
(火)二 o , 公= 1 , 2 ,

⋯
, n }

那么U 是M的开子集
,

并且在M n U 上存在所谓Di ra c括号
〔‘“

月

{了
,

夕}’二 {f
, g }一 E {f

, 切‘}e‘, {。 , ,

夕}
‘, 了二 1

(1
.

1 )

这里 (c
‘,
)

, 、 。

是矩阵 ({甲
‘ , 切, })

。 x 。

的逆矩阵
,

f
, g 〔C州M )

,

万是 h在M n U 上的限制
.

下面这个重要定理是本文构造可积 H a m il七。n 系统的出发点
.

定理 设劝
, ,

功
: ,

⋯
,

八是M上的光滑函数
,

并且满足条件

a ) {功‘
,

劝, }“ o , ‘,

j= 1 , 2 ,

⋯ k ;

b ) {沪‘
,

劝, } }万 自U ~ o
,

‘” 1 , 2 ,

⋯
,
k ; j, 1 , 2 ,

⋯
, ” .

那 么

{征
。 ,

葵j }赞= o ,

证明 由 (1
.

1) 有

(i
,

j” 1 , 2 ,

⋯
,

k )

{征‘
,

毋, }‘二 {丽石而
一 乙 {功‘

, 切 , }C : 。{切‘
,

沪, }
王, 仍 . 1
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由条件a) 和 b )有

{叻, ,

叻, }= {功‘
, 中 : }二 {切 . ,

叻, }二 o

因此

{于
‘,

葵, }
肠

, o ,

(‘
,

j二 一, 2 ,

⋯
,

k)

推论 如果叻是C a o im ir 函数
,

那 么杯也是C a s im ir 函数
.

注记 容易看到
,

如果k 二 2
,

定理的条件b) 可用下列条件代替

b ), {功, ,

沪川 刃门U 二 0
,

或{叻: ,

甲, } !召n U 二 0 (j二 1
,

2
,

⋯
, 。)

二
、

应 用 举 例

下面我们将用上节的定理来构造单L ie 代数夙 (3 )上的新的可积 H a m il 切 n 系统
.

我们首先回忆一下sl (3 )的一些基本性质
.

我们按标准方式把叭 (3 )描述成无迹 3 只 3矩阵代数
,

E ‘

淀义为第 (‘
,

j) 位置的元为 l而其

他位置的元为零的矩阵
, 记

e l= E l : , e : = E
: 。, e 3

二 E l。

h l二 E , 1一 E Z : ,
h: = E Z: 一 E

3 。

e _ 1二 E : 1 , e 一 : = E
: : , e 一 3

= E
3 1

那么它们构成 5 1 (3 )的C a r ta n 基
,

其 L ie括号如表一

衰 1

月占吸曰仑仑n�nU�11�2el叶0湘0确0e--2hi

h 2

仑 1

召 2

0

0

一 2 e l

召2

0

0

它1

一 2 e 2

一 君3

一 e _ 1

Ze _ 2

仑一 3

一 叮绍

2口2

召,

0

0

0

一 hZ

一 e 一1

一 仑1

一 ( h
i + h:

)

一 Ze _ i

曰一 1

丙i

0

一 日2

0

C _ 3

O

仑一全

2仑 _ 2

0

h2

召1

一 已,

0

0

一 e _ 3

一 e _ ,

一 e 一 2

日_ 1

人i + 丙2

0

0

0

一
|
|卜|

||
1.

||
.

|
les

峨知�e--3

3一

召3

C 一

众所周知 5 1 (3 )上有K o 就a n t 一K i r i llo v P o io s o n 括号
〔”’

{f
, g } (L )二 <L

,

[V f (L )
,
V g (L )〕>

这里 (
,

)是 5 1 (3 ) 的Ca r t a n 一K i lli n g 型
,

f
, 夕〔C co

( 5 1 ( 3 ) )
,

L〔。l ( 3 )
,

(2
.

1)

并且 V h( L )满足

<v 、( : )
,

x >一
李 }

、( : + , x )
,

丫x o s l (3 )
U 咨 1 t . 0

劝,
(L) 二 七r L

Z

和 势:
(乙) 二令t r :

3

J

是P o i。。o n 流形 (“l( 3 )
,

{
,

}) 的两个C a “im i r 函数
『”’.

选取 。l (3 ) 的一组基

h l一 h : ,

hz + hZ , e l , e : , e 3 , e _ 1 , e _ : , e _ 3

因此d (3 )中任一元J都可以表示成

J = J
。,
(h

, 一 h Z
) + J 。:

(h
, + h Z

) + 兄 (J
‘e ‘+ J 一 ‘e 一 ‘

)
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这里J 。1 ,

J 。2 ,
J : ,

J : ,

J
3 ,

J
一 1 ,

J
一 : ,

J
一 3

是 d (3 )的坐标函数
.

根据表 1 ,

不难计算他们的 P oi ss o n

交换关系如表 2
.

衰 2

{{{
,

}}} Jo iii J o ZZZ J 111 J 222 J 333 J
_ 111 J _ ,, J _ ,,

JJJ o iii 000 OOO 1
;;;

生 J
,,

000

备
J。。 一

告
J一一 000JJJo ::: 000 000 一 三J

,,
222 一 J 333

二J_ ,,

专
J一一 J 一 ,,

JJJ111 1
rrr

工人人 222 一工J ZZZ 000 222 000 一 J _ ,,

JJJ 222

了
J 卫卫 222 一工八八 222 000 一 (3J

o i+ Jo Z
))) 3J o i一 Je ZZZ 一 J_ 111

JJJ333 1
;;;

J 八八 222 一 J 333 000 000 一 J iii 一 ZJ
olll

JJJ_ 宜宜 - —
J ZZZ 222 000 000 一 J ZZZ J 222 J 333 000

JJJ _ 222 ZZZ J 333 一了333 000 J 111 000 000 000

JJJ 一 ,, OOO 一

晋
J一 ,, 000 000 ZJ。::: 一 J_ 333 000 000

一一一 生J _ ,, 一

合
J一一 3 Jo i + J。::: 一 3J oi + J o ::::: 0000000

2222222 一 J _ ,, 000 J _ 11111111111

11111
; _____

一 J_ 2222222222222

-----
J 一 ZZZZZZZZZZZZZZZZZ

222222222222222222222

000000000000000000000

例 1 取约束函数甲
1
(J) 二 J

。: 和 甲:
(J) = J

3 一 1 ,

那 么

万 , = {J〔。l(3 ) }切
:
(J )== 甲 :

(J ) = o }

= {J〔5 1(3 ) }J二
e 3

+ J
。,
(h

, 一 h
Z

) + J , e l+ J : e : + J
_ , e _ 1 + J

_ : e _ : + J
_ 。e 一 3

}

由表 2 ,

不难计算出

(
{甲 , , 切 : } (J )

{切
: , 卯1 } (J)

{切 1 , 切 :

}(J)

{切 : , 切 : } (J)

一 J
。

)
该矩阵在刃

,上的限制是
_ 1 0

({。, , , ,

川 万‘一气
,

一 1

)
一
(:

3

)
它的逆矩阵是

、.,Z

11C目

一 1

Z‘.、

一一
C

表 3

上竺
一

,
J。卫

⋯
J l

{
J:

J _ 2
J 一 ,

�
Ji一2

一
J
‘l1一2一

备
‘1

一

音
‘2

一

古
J一 :

古
J一 :

一工Jt
Z

0 工对粤J圣 J _ ,

3J。, +

专
J , J , 一

邻
一 ( 3 J。: +

晋
J : J:

)

3J 。: +

合
J , J Z

‘一 , +

合
(J

I J 一 : 一‘汀一 :
,

一 J _ t

一 J口
_

.

JnUi一2

|引川||l
.

J一兰J子
Z

一 J 一2 一

音“lJ
一‘一‘汀

.
l
.

ll

es
.

eszesl
es
.

es
.

I
护

ee⋯l⋯
.

JOJI八」无

J _ ,
一 J_ , J _ 1 J ZJ _ ,
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由(1
.

1) 和表 2 ,

不难计算出万
l上的坐标函数J

。, ,

J , ,
J : ,

J
一 1 ,

J
一 :和 J

一 3

的D i r a c P oi s“o n 括号

如表 3
.

结合上一节的推论和表 3 ,

因此 (万 , ,

{
,

}关)是一P oi 朋。n 流形
,

并且有两个 C as im ir 函数

布
,
(了)= 粤七

r 了
“

和 布
:
(J )一 冬tr J 3

乙 J

因此
,

对于任意函数H 〔C州万
,
)

,

如果是函数歹
、 ,

俩
: 和H 是函数无关的

.

那么 (万 : ,

笼
,

}爷

H }是一个可积的H a m il七o n ia n系统
,

由表 3 ,

其H a m il七o n ia n 方程是

d j
n l l

,

日万
.

1
二

日H
.

l
r

口H I
二

口H
一而

一
’ 一万 J ‘

丽丁十万
J Z

万了百十万
J 一 ‘
百天飞一万

J 一 “
瓦币压

d J
l l

二

a万 口H 了
_ 了 ,

1
二 二

、口H
.

1
二 ,

口万
. 二

a万
万了二万

J l
万兀)一刃玉一气

“J 。‘个万
“ ‘J Z

夕刃不十万
J ; 瓦兀飞十

J 一 2
丽叮

d J
,

1
,

口H
.

口H
.

1 ; ,

日月
,

了
_ , .

l
r 二

\aH
r

日H,

刁哀= 一 万 J ’

刀万
: 十丽

1
一

十万
J ‘盯二十气石

“ 。‘十万
J ‘J Z

)盯几一
‘ 一 1瓦兀

。

d J
_ 1

d 才

一 上J
一

绘
+
(

3‘
。1 +
扣

1‘

今盟
一

夕
;

篆
+
「

,
一 3

+
韶

,
1 ,
一

‘
2
‘一)

}毅
一 ‘

2
‘一

票

令
一

尹
一

篡
一生J :

芸一(
3‘

。1 +

如
‘

办篡
一

!
‘

一 3

+

扣
1‘
一

‘J 一 )〕票
+ ‘1‘一

票
d J

。
‘

,

aH
. ,

aH
. 二 二

aH
二 二

aH
一

了矛” 一 J
一 “

活了丁十J
一

乓口百十
J ’J 一 3

盯二一 J ’“ 一 “

面币i

这个方程组有 3个首次积分俩
1 ,

俩
:和H

,

因此是可积的
.

例2 取约束函数
甲 ,

(J)” J
。1 , 甲2 ‘J ) = J l , 切。

(J ), J : , 切‘(J )” J
。一 1

那么

刃
2

= {J〔。l(3 ) ]甲
,
(J ) = 切: (J )二甲

。

(J )== 中‘(J ) = o }

= 笼J〔5 1(3 ) !J二 J
3

+ J
。,
(h

, 一 h:
)+ J

一 , e 一 ; + J
一 : e 一 2 + J

一 3 e 一 3

}

类似于例 1 ,

有

、、、......户/
‘0 0

O 一 1

O O

z了夕lra.ee吸、、

一一2万
�
、,J

1r
.

J甲切
‘J卫

它的逆矩阵是

0 0

0 一 1 0 0

一 1 0 0 0

了l
‘、、

、

一一亡
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不难计算得到表 4 的结果
.

J o i

工J

2

。

、
一

厂 一
”

{一
: ’

‘一卜一三一
l

r
{ 1

; _

}
。

一
一 二 J 一 1 1 一

一二 J 一乙 1 0

Z

}
_ ‘ 、

⋯
0

_

⋯
“一’一 9““

⋯
3’‘”一 ‘

一 J 一 3 + g J言
,

} O { 一 3 Jo 1 J Z

一
J

i一2

一 3 J。宜J_ 1 3J o iJ _ :

作变换

H = 理J
。1 ,

E = J
一 , , 一 4

T

厂 二
~ 二尸 J
3

c

一号(‘一 + 3‘。 ,

这是一个可逆非线性变换
,

并且有

{H
,

E }竺二 ZE
,

{H
,

{C
,

E }曹二 {C
,
F }萝=

F }曹

{C
,

由此我们得到了P oi 。。o n 流形 (万
: ,

{
,

= 一 ZF
,

{E
,

F }曹二H
“

+ C

H }萝, 0

} , 、,

并且它有两个C a o im ir

}
函数

2
.

2 )

,
1
(J )一‘一 + 3‘乱一音

C

征
2

(J )二 J
_ , J

一 2 + ZJ
。IJ

一 。一 ZJ ;
, 一

音(6 E F 一 3H C 一 2H
3

,

对于任意 函数口〔C州刃
2
)

,

(刃
2 ,

{
,

}’x

d 万
d 才

口G 口G
ZE 名杀

~

一 2卢
、

资异
,

口上二 0 厂

C )的 H a m il七o n 方程是

d E
_

一 口G
. , 二 二 。 .

。
、

丽
一

巴 一肥丽
一

十 (月
‘

十七 )丝、””

{
(2

.

3 )
d F

_
一 a G

, 二 二 , ,

。
、

口G d C
一

万了 = 艺厂万万
:

一 又月
一

十 七 )万百
, -

刁了
-

由于萝
,
是P oi o s o n 代数 (2

.

2 )的中心
,

所以方程组 (2
.

3 )的两个首次积分是证
: 和G

.
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A Ne w Me tho d fo r the C o n stru c tio n o f In te g ra ble

Ha m ilto n ia n Syste m s

G a o P u y u n

(D e Pa r才m e” t o f M a the 从 a tfe s ,

N a n jf”9 U n ‘口e r s f才“
,

N a n 玄jin g 2 1 0 0 9 3
,

P
.

R
.

C hfn a )

Ab stra c t

A n e w m e th o d fo r th e e o n s t r u e t io n o f in t e g r a ble H a m ilto n ia n s y s t e m is Pr o ·

Po s e d
.

F o r a g iv e n Po is s o n m a n ifo ld
.

th e p r e s e n t P aP e r e o n s t r u e t s n e w Po is s o n

b r a ek e t s o n it b y m a k in g u s e o f tli e D ir a e Po is s o n s t r u e t u r e([ 1] )
, a n d o b t a in s

fu r th e r n ew in t e g r a b le H a m ilt o n ia n s y s t e m s
.

T h e e o n s t r u e t e d P o iss o n b r a ek e t 15

u s u a l n o n 一lin e a r , a n d th is n e 二 m e th o d 1 5 a ls o d iffe r e n t fr o m u s u a l o n e s ([ 2一

4 ] )
.

T w o e x a m Ple s a r e g iv e n
.

Ke y w o r ds D ir a e一Po is s o n b r a e k e t
,

in t e g r a b ilit y
,

H a m ilt o n ia n s y s t e m s


