
应用数学和力学
,

第17 卷 第10 期 (1 9 9 6年 10 月 ) 应用数学和力学编委会编
A p p 一ie d M a t五e m a t ie s a n d M e eh a n 主e s 重 庆 出 版 社 出 版

一
一

~

—
~

一
一

一
,

一
=

二二二二二二二士二 二二二二二二 二二二二二 二二二= 二二
- =

二

一
‘一一一 一 ~ 一一一

一

一
, ~一一一户 ~ , , ‘‘二子二 二二二二二

有限变形问题拟主轴法
’

郑 泉 水
‘

(1 9 9 6年 3月 16 日收到)

摘 要

所谓拟主轴标架
,

是一个单位正交标架
,

且相对于该标架的剪应变分量很小
.

作为H ill 的主

轴法的一种实用推广
,

我们在拟主轴标架下建立了应变
、

转动
、

旋率
、

应变率
、

共扼应 力 和应力

率在拟主轴标架下的近似表示形式
.

发展拟主轴法的目的
,

是试图既保留主轴法的主 要 优点
,

又

可作为某种分析大变形问题的高效数值示析方法的基础
.

关键询 小剪切标架 拟主轴法 实用大变形方法

一
、

引 言

非线性连续介质力学中针对不同的材料以及不同的材料特性
,

需要用到多种类型应力
、

应变
、

转动
、

应力率
、

变形率
、

旋率等的精确或近似表示
.

特别地
,

由于非线性非弹性本构

方程的实验往往很复杂
、

很 困难
,

对它们的实际实验确定
,

一般都需要事先作出许多简化后

才能切实进行
.

从而
,

一个具体的本构关系一般都是与参与该本构关 系 的 应力
、

应 变
、

转

动
、

应力率
、

变形率
、

旋率等的具体类型密切相关的近似关系
.

在上述背景下 由 H in
『’ , “,
在

B io 七“’的应变主轴标架思想基础上系统发展起来的
“

主轴法
”

独辟捷径
,

在求各种类型应变
、

转动
、

应变率
、

转动率
、

共旋率
、

共辘应力等等方面的表示是非常简明有力的
.

主轴法充分

利用了在应变主轴标架下各种应变以及有限转动张量 (即变形梯度极分解中的转动张量 ) 具

有十分简单的形式这个显著特点
,

获得了 (用其它方法往往难于达到的 ) 大量重要基础性结

果
.

十多年前
,

郭仲衡教授
〔4 〕
就在 《 力学进展 》

一

卜及时系统地向国内读者介绍了主轴法
.

主轴法的结果是在应变主轴下表示的
,

人们 曾一度认为难以把这些结果转化为不赖于主

轴坐标的抽象或内蕴表示
.

郭仲衡等
「“’在主轴法的基础上

,

利用各向 同 性 张 量 函数表示定

理
,

发展起来可以一般性地实现上述转化的
“

主 轴内蕴法
”

(参见本期梁浩云的论文及其参考

文献
【“’

)
.

不过
,

由此转化得来的有关内蕴表示的形式往往比较复杂
,

失去了主轴法中的表示

形式十分简单明了这个显著特点
.

是杏可以在主轴法的基础上直接发展出某种分析大变形问题的高效数值分析方法呢 ? 这

看来是很困难的
,

因为主轴法需要事先知道应变主轴
,

而绝大多数实际大变形问题的应变主

轴则正是有待于具体求解的内容之一
、 .

由于大变形问题的求解一般只能用数值分析方法 (如
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有限单元法 ) 进行
,

这就更加不能保证变形体内各点都能准确地给出应变主轴
,

从而关于主

轴法在近似分析中如何应用的问题存在许 多理论上的困难
.

这大概也是至今未见这方面成功

的实际工作的主要原因
.

然而在有限元法中
,

一旦知道一个单元节点处的应变主轴
,
则该单元内部的应变主轴就

可以近似表示出来 , 而知道了在 t时刻的主轴
,

则t + At 时刻的主轴就大体上或近似知道了
.

由此 自然提出的问题是
:

我们朗不熊够争职丰钾珍拿辱串丁秒俘需事未近尽匆道率孪丰钟的

方绪
,

.

它孽得留有丰钟替的丰擎修卓
,

.

界可作为竿秒分析木孪形回题的高效方琴的摹砂? 本

文讨论的
“

拟主轴法
”

就是针对上述目的的
.

在第二节详细描述拟主轴主要特性之前
,

我们先来回顾一下主轴法的几个基本关系
.

物体发生变形后的变形梯度记为F
,

右和左 C a u C h y 一G re e n 变形张量分别记作C和 B
,

即

C二F , F
,

B = FF牙
(1

.

1 )

它们都是正定对称张量
.

在本文
,

上标T 和 一 1分别代表转置和逆
.

按照
‘)

,

F ~ QU 二 V Q
,

U二 斌万
,

V 二双百 (1
.

2 )

给出F的极分解
,

其中转动张量Q称作有限转动张量
,

正定 分称张量 U和 V 分别

长张量
‘

由于C和 B以及U和 V 都是正定对称张量
,

_

目
.

只相差一个转动
:

C= Q , BQ
,

U = QT V Q

或 B二 QCQ , ,

V ~ QUQ
T

它们以 及u 和 V 的逆具有相关的谱表示如 下
:

e一艺 刀 : N
, À N ‘, u 一艺 刀‘N‘À N‘, U 一 ‘

B 一乙 刀 : n ‘À n ‘, v ~ 艺 刀‘n ‘À n ‘ , v 一 ‘

= 艺 左了‘N ‘À N‘

~ 乙 刀丁‘n : À n ‘

叫做右和左伸

( 1
.

3a )

( r
.

3b )

( 1
.

4a )

( 1
.

4b )

其中单位正交标架 { n ‘}和 {N ‘} 分别称作 E ul er 和 L a g ra n g e 标架
,

统称应变主 轴标架
,

左 :
为主伸长比

,

求和号对￡一 l , 2
,

3求和
, À 代表张量积

.

有限转动张量 Q和变形梯度 F与主轴

标架有下述形式的简单关系
:

n ‘一QN‘, o = n , À N , , F = 乙 刀
‘n 。À N ‘ ( 1

.

5 )

一个量中凡是出现成对的相同指标
,

除非特别说明外
,

对该成对指标一律采用求和约定
,

如

(l. 5 )中的 n , À N ‘就是兄
n ‘À N ‘

的简写
.

H il l的主轴法便是建立在 (l
.

4)和 (l
.

5 ) 等的简单

表示性质基础上的
.

设j( 川是正半实轴 ( 0 , co )
_

丘满足

f ( l )二 o ,

f
‘( 1 ) = 1 ( 1

.

6 a )

的任何严格单调增 函数
.

本文后面还将用到如下的两个参数
:

, I 二 〔1+ f
l,

( 1) ] / 2 ,
寿f = f “

‘

( 1 ) / 6 ( 1
.

6 b )

由f诱导的下述U的各向同性对称张量值函数

s , 一 f ( u )二 E f (刀 , ) N‘À N‘ ( 1
.

7 )

称作为H il l类应变
.

例如
,

若进一步取

f
·

(‘)二 ( x Z ” 一 ‘) / Z n ,

f
·

(‘ )二毛曳f
·

(X )一 ‘n X (‘
, 8 )

1) 关于有限变形的理论可参考一般的连续介质力学方面的著作
,

如〔7 ]
.
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则对应s e th类应变

S
。

~ j(U ) = (U
Z” 一 l)/ Z n

(1
.

9 )

其中!为单位二阶张量
.

set h类应变包括了最常见的B i。七应变 : = 5 1 , : ~ U 一 l
,

G r e e n 应变 E

~ 5 1 = (C 一 !)/ 2
,

以及对数应变 H = S
。

= In U等
.

由 (1
.

封显而易见
,

应变在应变主轴标架下的分量只有对角线元素即正应变可能不为零
,

而偏分量即剪应变则全部为零
.

所谓拟主轴标架
,

指的是一个标准正交标架
,

应变在该标架

下的剪应变分量都很小
.

故拟主轴标架也称作为小剪切标架
,

这将在第二节详作讨论
.

第三

到第五节
,

将分别建立应变
、

转动
、

旋率
、

应变率
、

共辘应力和它们的时间率在拟主轴标架

下的近似表示形式
.

最后
,

我们讨论了拟主轴法应用于增量法和有限元法的基本构思
.

二
、

拟 主 轴 标 架

在物体的初始构形上任意取定单位正交标架{ E‘}
,

E‘方 向的变形伸长比以及民和 E ,
(‘笋 j)

两方 向的变形剪切分别记成瓜和 , ‘, 即

兄‘二 1Fe ‘I二 斌厄户区万
久‘几, s in , ‘, = E ‘

·

CE ,

(对i不求和 )

(i羌 j
,

不求和 )

(2
.

la )

(2
.

lb )

记 C ‘j为右C a u C hy 一G re e n 变形张量C在 {E ‘}下的分量
,

〔cj
:
代表该分量的矩阵

,

则由 (2
.

1)

有

C l : C r3

C
: Z

C
: 3

C
3 3

凡1几
Z s in , 1 2

几1几
3 s in 夕1。

几
:
几

s s in 护
2 3

元要 」
(2

.

2 )

.

凡
户

.

1
�

一一

C
厂...红

一一E
C

矩阵中省略了对称分量
、 .

参照主轴标架{ N
‘}

,

则有

〔C〕N 二 d ia g (刀圣
,
江孟

,
姓孟) (2

.

3 )

即矩阵 〔C〕
,
中只有对角线元素不为零

.

通过 ( 1
.

1) 和 (2
.

2 )
,

可将 C ‘, 和 (几
‘ ,

脚 , 夕简单地由变形梯度张量 F 表示出来 , 但欲求有限

转动张量Q和右伸长张量U的F表示
,

则需用到‘组相当复杂的算法公式
‘a , 。’,

从这些复杂的

不变性算法公式出发很不容易导出在各种近似意义下的实用近似公式
.

引进基本参数

彻“ 斌此
3
+ 姚

1

+ 对
2

( 2
.

4 )

称作为总剪切应变
.

显然
, , : 不是一个坐标不变量

,

它与标架{E ‘}的选取密切相关
.

物等于

零的充分和必要条件是{E
‘卜洽为主轴标架 { N‘}

,

即只有 夕N 一 0
.

如果 v 二 很小
,

即夕: 《 1 ,
就

称笼E ‘}为一个小剪切标架
.

一个矢量”的范数定义 为 u 的长度 }uJ ; 而一个二阶张量 A 的范数 }All 由 1}A {{
“

二 A : A~

衍 AA , ~ A ‘, A ‘,
所定义

,

这里衍 代表迹数
, :

代表双点积
.

设甲
;

和中
。

是两个以
。
为小参数的标

量
、

矢量或二阶张量
,

如果存在
一

与。无关的正数K 和 n ,

使得当
。令 。

+

时成立 l甲
。

一中
。

{《K
。” ,

则说 甲
。

和中
。

相差。”量级
,

并记成甲
。

~ 中
。

+ O (
。”

)
.

注意到

丫‘, 二 O (丫
: 、, s i n v‘, 二丫‘, + O ( }, ‘J !

3 )一 O ( , , ) ( i铸 j) ( 2
.

5 )

故从 (2
.

妇得
下‘j二 (几必, )

一 ‘C ‘, + O (v丢) (落铸 j
,

不求和 ) ( 2
.

6 )
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一
在小剪切标架 {E ‘}下和 U二 l+ 。和 U

一 ‘

的分量矩阵分别表示为

1 + ￡l x

〔U」E =

召1 2

1 + 召: :

忍1 5

忍2 3

飞
.

「‘/ 几

j’
〔“

一 ‘

〕‘一

}

亡1 : 亡, 3

1 / 凡; 雪
2 3

1 / 几二

(2
.

7a ,

b )

+ 己3 3

后面我们会证明下述关于偏 量的 量级估计
:

。‘, 二O (, :
)

,

雪‘j= O (?
:
) (‘祷 j、

于是
,

把 (2
.

2 ). (2
.

6) 和 (2
,

力代入关系 U
Z

一 c 和UU
一 ’

一 !
,

就可求得
。“二久

‘一 1 + O (, 幼
,

几; = 几‘+ O (夕丢) (公不求和 )

(2
.

8 )

。二 _ 鱼玉一
” ,
一击+ 幻

夕‘, + O (

偏 )
,

如, 二
一 1

几‘+ 几, 脚
, + O( 偏 ) (‘铸 j

,

不求和 )

(2
.

g a )

(2
.

g b )

下面讨论拟主轴标架与邻近主轴标架之间的关系
.

现设单位正交标架{E ‘} 很靠近 L a g -

r a n g e标架{N ‘}
,

即存在一个小转动张量R
,

{}R 一 I{l《 1 ,
使得 E ‘= R N ‘.

记R的转角为刀(O《刀

( 二)
,

则

]IR 一 11}= 2斌 i二丽动 = 2双
一

丁s in (刀/ 2 ) = 斌万刀+ O (刀
3 ) (2

.

2 0 )

故 }!R 一 111《 1等价于刀《 1
.

记单位矢量
r
为R 的转轴

, r‘
为

『
在 { N ‘}下的分量

,

则R 的典则表示以 及 R 的分量矩阵可写

出为

R ~ e o s刀l+ “in 刀
r X l+ 门 一 c o s刀)rÀ r (2

.

11)

0 O O 一 r r lr 3

[R 〕万二

一八 rl o

。
、

}
一

犷; 一 ’

赞
十 交‘一 c

洲
跳

犷‘一 ‘

r
丢一 1

‘.“....L

刀nS+

!
1一扩 ( l一 r ; ) 省( 一 冲r 。+ 占r , r Z ) 占(灯r : 3

+ 省r lr 。)

省(圳
3
+舒 1几 ) l 一占

2
口 一 : ; ) 占(一 刀r l + 占r 2 1几

占( 一 灯r : +占rl rs ) 占(刀r , +雪八八 ) 1一 占
2

( 1一咤) } ( 2
.

12 )

其中

雪一斌了。i n (刀/ 2 ) = 刀/斌万+ O (刀吕)
, 叮二刚百 e o s (刀/ 2 ) = 材了+ O (刀

2

)

注意到

C ‘, 二 E :
·

C E , 二 N ‘
·

R , C R N , 或 [C」: ~ ( [R 〕二 ) 少【C〕二〔R〕二

把 (2
.

3)和 (2
.

12 )代入这一矩阵关系
,

并利用正交性 R 。‘R 。, = d‘, ,

便可得到

( 2
.

13)

( 2
.

14)

等等

C l , = 月 ; R 矛
, 一 刁圣+ (刁者一月孟) R 圣

: + (刀孟一刁互) R 置
,

二刀互+ 占
几 [ (刁里一刁至) 弋刀: 3

+ 省: lr Z
护 + (刀直一 刀至) (叮r : 一占: , r 3

)
“

〕

e : 。
二 艺刀飞尸

‘2
尸‘3

二 (刀圣一月圣)刀
2 2
刀

: 3 + (刀吞一刁至)尺
3 :尺

。3

公

~ 占刀r , (妊直一刁孟) + 占
佗r : ; 。犷刀 ; + 刀音一 2刀1) 一占

“

〔( l一嵘 ) (一 刀r1

+占r Z r 。) (刀蕊一 刀 {) + 口 一‘) (刀: , +占r Z r 3

) (刁参一刀r)〕

记U‘和 。‘分别为U和 : 的偏张量
,

引进另外一个与坐标无关的基本参数

(2
.

1sa )

(2
.

1sb )

: 。~ }}U ‘}~ }{。‘{}”斌厄口丁三勿订
‘

+ (刀 : 一不介千飞万万乙 刀
; )

“

」/ 3 (2
.

16 )
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不难得出
,

在约束 x + 万+ 二~ 0 和 扩 + 犷+ : “

~ 斌了
。。下的坐标 、 的最大许可值为斌万

: 。.

与

(2
.

16 )相比较
,

就得

!才
‘一刁 , }《材万

。。

(i毛 j) (2
,

1 7 )

由 (2
.

1 7 )
、

(2
.

x 3 )和 (2
.

15 )
,

我们有

C : 1 = 几圣~ 刁圣+ O (
。。

刀
2

)
,

C : 3

二几必
: s in y : 。~ (刁互一姓孟)

r l
刀+ O (。

。

刀
名

) (2
.

ls a )

J .

n
,

。 。 、

过
几 1” /1 1十口仁场P

一

少
, 下”巴一

孟一找

A
3
刀 :

r ,
刀+ O (。

。

刀
之

) (2
.

lsb )

类似 (2
.

18 )还可给出关于凡
: ,
几

3 , 下3 , 和 ? , : 的表达式
.

把 (2
.

18 b) 中的竹
, 近似代入 (乳 4 )

,

得

/动漂二万于
一 、“

.

1过芝一刀子 、“
:

石开二万犷一
知 = J 吸一

.

七
一

币一二
~

r1 刀 十几一二二, 厂
一
八 J 十卜

一二厂, 不
- 一 八

、
刀 盆刀

3 , \
月 3月 1 , 、 了诬 1月 2

)
‘

刀+ O ‘一”
名

, ‘2
·

‘”,

注意到N
。一

平面 内最大剪切应变为

厂
3

二 a r e 七a n [ }刁圣一效委}/ (2刀
,妊 :

)l (2
.

2 0 )

再由于
r‘r ‘= l及 (2

.

1 7 )
,

得就
? , 二 O (

。。

刀)二 O (厂。 a 二

刀) (2
.

Z x)

其中
,

厂m 。x

“ m a x {厂 : ,

r : ,
厂

3

}为最大剪切应变
.

由 (2
.

1 0 )
,

标架王E
‘}靠近{ N ‘}味意着刀《 1 ; 而变形的畸变部分很小意味着 厂 m 。x

《 1
.

到

此
,

从(2
.

2 1) 我们就得到下述两个基本性质
:

( i) 每个靠近应变主轴标架的单位正交标架都可作为小剪切标架犷 反之则不然
.

(ii ) 当变形的畸变部分很小 (而不管体积应变部分多大 ) 时
,

任何一个单位 正 交 标架

都可作为小剪切标架
.

我们称小剪切标架为拟主轴标架
.

本章以下的全部讨论都将置于拟主轴标架下进行
.

最后
,

我们来证明前面用到过的 (2
.

8 )
.

仿照 (2
.

1 4 )、 (2
.

18 )就有

。
.

。
, 。

、 、

刀
,
刁

。 .

。
, 。 。 、

U Z s
, ￡: 3 = (/1

3 一 /1 : )r l户十L, 丈￡。P
一

) = 一了一「一万一 下2 3
十口 曳￡

oP
一

)
了J Z , . 2 卫3

(2
.

2 2 a )

U 孟
。 二雪: 3

二 (刁了
‘一对 ; ‘)

r l
刀+ O (

。0

刀
名

)二
刀

:

+ 刀
, 2 3

+ O (
。。
刀

艺

) (2
.

2 2 b )

上述 (2
.

2 夕a) 和 (2
.

2 2 b) 关系中的最后面 的等式利用了 (2
.

18b) 的 第 二 式
.

到 此就证明了

(2
.

8 )
.

三
、

应变的各种度量和有限转动张量

这一节给出H il l类应变 S , 二f (U) 在一个拟主轴标架 {E ‘} 下的分量用其诱导函数f的表

示
,

还给出关于有限转动张量Q在 {E ‘}
一

下的分量表示
.

首先来看U 的三个主不变量
,

I
,

I
,

1
.

本文以下将采用约等号望
,

代表略去了 误差

项O (, 丢)
.

从 (2
.

7 )和 (2
.

9 )求得

1 望 I : ,

亚皇 I : ,

皿望 工:
(3

.

1)

其中
I : = 人+ 几+ 凡

,

I : “丸棍+ 棍棍+ 礼坛 l , 二山棍凡 (3
.

2 )

由于f (叨是U的各向同性对称张量值函数
,

根据由张量函数表示定理 (参见〔1 0 j) 可得
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s f ~ f (u ) = 艺 f (刀
‘
)N ‘À N ‘二 a 。一+ a lu + a : u “ (3

.

3)
感

其中a 。, a ; ,

叭均为 I , I , l 的函数, 它们与f (月‘)的关系为

f (刀‘) 二 a 。+ a ,刁‘+ a :
刁季 (云~ 1 , 2 , 3 ) ( 3

.

4)

把 U和C二 U ’
在 笼E计下的分量结果 (2

.

2) 和 (2
.

7) 代入 ( 3
.

3), 并注意到 ( 2
.

9 )就得

S {f)二 a 。+ a l几; + a Z
凡重望

a 。: + a , * 几1+ a : : 凡圣 (3
.

sa )

S {麦’二 a , 。1 2 + a : 几:几
2y l , “ [ a , + a : f几1 + 元2 ) 」: 工: 二〔a l : + a : : (几1+ 元: )」。 , :

(5
.

sb )

在 (3
.

5a )和 ( 3
.

5b) 的最后 约等式中
,

都利用了 ( 3
.

约 以及关于
a 。 , al , a :

对它们的 自变量 I ,

I , l 的可微假设
.

注意到 肠
,

亚: , l :
相应于主值为儿

,

几
,
凡

3
的主不变量

,

于是
,

对照 ( 3
.

4)

就得

f (几‘) = a 。: + a , : 元‘+ a : : 凡柔 ( 3
.

6 a )

f (元, ) 一 f (几, ) ~ [ a l: + a Z : (几‘+ 凡, ) 」(几‘一凡, ) (‘铸 j ,

不求和 ) ( 3
.

6 b )

把 ( 3
.

6 ) 代入 ( 3
.

5 )
,

引进

叫爹, ( 3
.

7 )

~ f
/ (几‘) (几j二几‘)

z硬t
、

Z

.

J元‘
户才‘一匕勺. 。

一
月

凡

点

滩一
、幻一了(

一,儿
一魂几

‘
子Jl

.

滩
.

(一一一l了J一哺一
斑

凡n诀

n

几一rT

就最终得到

切{舀)。, :

f (几
: )

甲{爹’。13

切盖否’
。。3

f (之
3

) 1 (3
.

8 )

,几j(
J“

怪

at
lL

�=E了

丹含

特别地
,

令f 林 )分别为x 一 1 ,

(扩一 1) / 2 和1ll x ,

按照 又3
.

8 ) 就给出最常见三种工程应变

B to 七应变 e = U 一 l
, G r e e n 应变E 二 (U

“一 ! ) / 2和对数应变 H” I n U在拟主轴 {E ‘}下的分量表示

如下
:

B i o t应变
:

G r e e n 应变
:

对数应变
:

引进参数

一
“‘一 1 、‘不求和少

,

一掇
一

: ‘了 (‘、 ,
,

不求和 )

凡
‘望 (心 一 1) / 2 (‘不求和 )

, 匀 , 空凡
i
几j , ‘, / 2 (‘铸 j

,

不求和 )
_

瓜几
、 (

一

I n 几
‘

一 I n 凡
‘

)

月 “望 ‘n 几‘ L’小水相 )
, ““吕

一灭万碑-一
夕“ (’共 ] ,

不不相 )

曳3
.

g a )

( 3
.

g b )

( 3
.

g c )

。一 {{。 {】 ( 3
.

10 )

当。《 l时相应 的问题称作为小应变问题
.

例如
,

板壳大变形是典型的 小应变一大转动问 题
.

对于小应变问题
,

显然有

? : = O (。)
,
几一 1 = O 咬。) 叱3

.

1 1)

对f (瓜)在几‘= 1处作 T a y lo r展开
,

注意到 又1
.

6)
,

就得

f〔几
‘) = 咬几‘一 l ) + 仁。 , 一 l/ 2八几‘一 1 )

“
+ k ,

(几
‘一 1 )

吕+ ⋯ (3
.

2 2 )

把 (3
.

x 2 )代入到 ( 3
.

7 ) 和 ( 3
.

8 )
,

给出S了的近似表示如下
:

S g , 一 。“ + 又m ,

一 / 2 ) 。乳+ O (。
吕
) 弋i不求和 ) ( 3

,

z3 a )
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S IJ
)~ [ 1 + (。

, 一 1/ 2 )茗
‘, + k了(万九一 A ‘, )〕

。‘, + O (
。3

) (i艳 j
,

不求和)

(3
.

13b )

其中
万‘, = 。,‘+ 。, , ,

△‘, 二e “ : , ,
(‘铸 j

,

不求和 ) (3
.

1连)

最后
,

把 U
一 ‘

的近似式 (2
.

7b )
,

代入有 限转动张量的算式 Q = FU
一 ‘,

并利用 (2
.

9 b) 的第二

式
,

就得到Q在拟主轴标架 {E ‘}下略去O (, 丢)后的近似算式如下

、

1
产

只J

飞
.l.wel..es月ee.夕lF , : , ; 2 ,

F , 3下, 。 F 1 1? , :
、少丛也圣 F l ,卫

l: 二互)业丝

币
,

r 一石一 , 广 万一下一可一 万一一面一万一一 - 「 , . , 口 . 口 一「 , 。 1

几土月~ 几2 几 1 . 1~ 几 3 几 1刊
~ 几2 儿2 门叫 几3 几 1 一】~ 几5 I LZ 门~ l ‘3

F
: :丫1 :

儿+ 棍

:

F : 。? 1。 F
: 1 , l : ,

F : 3 ? : 3
F 幻丫1 3 土F

: : ? : 3

气~ 不
~ 一不下一 下尸一丁不厂 ~ 门一 万一 一飞一万一

~

下一下
一万一- 刁一

不一下一万一
几1 月~ 几3 几1 月

. 几2 1 ‘2 气- 几3 几 1 .

1~ 八s 几 2 份
.

几3

互
儿
鱼
儿「Q」一

⋯F 3 1

尽弊
+ 彝辫

旦

葵奥
兰 +

几1十 几2 人 1十几 3 几 1十 几,

F
3
3甘2 3

棍+ 棍

F
3 1? 1 3 」_

F
3 2 , : 3

币
.

一一丁 - 而 一 一lwe 万一一丁下—几 1月
~ 几 s 几 2 月~ 几3

(3
.

一

l1JlseI.esesweesesJ互
几
互
凡
互
几丛

棍
鱼
棍
互
棍

上述表示的右边第一个矩阵
,

正是主轴法中的相应表示
.

四
、

旋率和应变率

记 G为速度梯度
,

于是变形梯度F的物质时间导数为户= G F
.

分 别 记 O = (G + G ,
)/ 2 和

业~ (G 一
‘

G 全
)/ 2为变形率张量

;和物质旋率张量
,

即G 的对称部分和反称部分
,

Q的轴矢量即速

度旋率 记作 0
.

任意选取一个常单位正交标架执}
,

且不妨规定它与拟主轴标架 {E ‘}定向一致
.

定义所

谓拟L a g r a n g e转动的转动张量 R 石
及拟 E u le r 转动 R 刀如下

:

R 石 ~ 庄‘À i‘, R E = e ‘À i : = Q R L (4
.

1)

其中
e ‘= QE‘ (4

.

2)

构成所谓拟E u le r 标架
.

式 。4
.

1)给出了标架 {E ‘}与 R 乙以及标架{ e ‘}与R ‘的一一对应关系
.

引

进反对称张量

Q p 一OQ ,
二口几e ‘À e , = o p 义 I (4

.

3a )

小 = 郊 (R 勺
,
一甜炸

‘À 氏一。 “

xI (#. 3b )

。‘= 良
E (R E ) , 二 . 易

e ‘À e , = O E 又 l (4
.

3c )

分别称作相对旋率
、

拟 L a g ra n g e 旋率 和拟 E ul er 旋率
.

注意护和护 是 E ul er 型的
,

而

Q毛是L a g ra n g e型的反对称张量
: .

从 R ‘二QR ,
又得

。
E = 。” + QQ ‘Q , ,

即 习凡= 口乳+ 口乞 (4
.

4 )

对E ‘和 e ‘
求物质导数

,

利用 仁4
.

2) 和 (4
.

3) 就有

氏= 。呕
‘一。至Ej

,

小 ~ 么À E ‘ (4
.

sa )

6 ‘“ QE e ‘- . 丁
‘e , ,

。
E
” 6‘À e ‘ (4

.

5 b )
由c 一 F , F = c ‘, 三‘À 眨,

作物质导数
,

可得亡二2F , 。F ~ 亡‘, 三‘À E J+ 。‘c 一 c QL ,

故

亡‘, ~ 2 (F E ‘)
·

D (FE , ) + (E‘X c E , + E 沙x c E ‘)
·

0 “ (4
.

6 )
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把 (2
.

2 )代入 (4
.

6 )
,

郑 泉 水

得

几1元; = (FE I
)

·

D (FE , ) + 几, (几
: S in , , :

E
。一 几

3s in , , 。E
:

)
·

O L

《 IFE l
f
忍

i}D }!+ 久
1
斌瓦雨万万干两痴画兀户}O

L
I

凡,几: s in , , : = 2 (F E :
)

·

D (FE :
)+ 汇(几孟+ 凡; )E

3 + 几:几3o ill-y
1 3
E 工一几2几s o in , : 3

E : 〕
·

0 石

《 2 1FE I
1jFE :

j}JD ll+ 澎 (几卜几圣)
名

+ 几且〔(几
, s in , 动耳飞不西而认百歹万 }O

L
I

注意到 1Fe ‘!二几
,以及(2

.

4 )
、

(2
.

1 7 )和 (2
.

18 )
, 由上列不等式就可进一步得到

龙
1
《几

,
11D 11+ 双万再毛 }。L }: :

(4
.

7 a )

几1几
: s in ? , :

《 2几,几
:

l}D ]J+ 材 [ (汽
: 一九,

)
“

+ 几聋夕
2

〕口l不兀约}O L J (4
.

7 b )

可见

戈
‘二O (IID }I+ }。

石
j:

:
)

,

少1 2 二 O (1}D {J+ }。乙 {斌万石言) (、
.

5 )

其中
。。
由 (2

.

16 )定义
,

为U或“的偏张量的大小
.

引进基本参数

D , = llD I+ }。
石
}双偏 + 端 (4

.

9 )

那 么夕
‘
及少

‘, 和少,
均为O (D

:
)量

.

下面试求 9 尸
,
众石

,
Q 忿用O和Q 表达的公式

.

对U作物质导数并利用 (4
.

5 )和 (4
.

8 )就可求得

几“= 流‘+ O (D
: , :

) (i不求和 ) (4
.

10 a )

札 ~ 人
, + (凡一柳 习几+ 0 (D衅动 (i 子 j

,

不求和 ) (4
.

10 b)

等等
.

对F~ QU求物质导数后右乘F
一 ‘,

并利用户= G F
,

求得G 二扩 + Qo u
一 ‘

Q
T ,

以及

Ou
一 ‘

+ u
一 ,
O= ZQ , D Q一 ZD ‘, E ‘À E , (4

.

1 la )

6 u 一 ‘一 u 一 ‘

户二 ZQT

(。一。p ) Q一 2 (口‘, 一。易) E ‘À E , (4
.

l lb )

其中 D ‘J ,

. ‘, 和 。几分别是。
, Q和扩相对于拟 E u le r 标架{ e ‘}下的

.

记 6 = 人
, E ‘À E:.

,

代

入 (4
.

11) 又可得
人, 一

恶姗
。 (” ! 夕·’

岛
, 一、 +

减
几 + 。‘助

·
,

(4
.

12a )

(4
.

12b )

拟主轴法的一个很大特点就是拟主 轴标架{民 }不必与变形运动时刻相关
.

在一段小的时

间间隔内可取 {E ‘}保持不变
,

即取口
石

= 。
.

为了看出口
乙 ~ 0对拟主轴标架的影响

,

注意 到 t +

夕时变形梯度为 (l+ 八公G ) F+ O ( }At !“) ,

故 t+ At 时的C a u c h y 一G r e e n 变形张量为

e (才+ △才)二 c + 2△才F , D F + O ( }△‘}2 ) ( 4
.

23)

由此可求得t + △t时的总剪切 , : (t + △约为

? : (考+ 八才) ~ , : + O (D : △才) (4
.

14)

可见
,

为了保证 {E‘}成为才+ △才时的拟主轴标架
,

只要时间增量山小到

}么公J~ O ( ? : / D ; ) (4
.

15 )

接下来我们讨论应变率的近似
.

为了简单起见
,

将采用约等号 “代表略去了O (D : 下: )量

级的误差
.

对H il l类应变 s, = 裂萝
’E ‘À E ,

作物质时间导数
,

利用 〔4
.

5 )就得

宫r一 (泞;萝, + 。轰S矫
, + 。人S翁

, ) E ‘À E , (4
.

16 )

注意到 (3
.

5) 以及夕: 二 O (D : )
,

故从 (4
.

16 )有
E 二云

了E ‘、了(几‘) (‘不求和 ) (‘
.

17a )
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E‘
·

宕
了E , 、 泞{;

, + 〔f (几, ) 一 f(几
‘
)〕。几、 中{丁

, [“
, + (几, 一 几‘夕。几〕 (‘链 j

,

不求和 )

(4
,

再利用 (4
.

1 1) 就得

云, 、 E 沪{萝, D ‘, E ‘À E ,

‘,
了

17 b )

. 18 )

其中
, z, (夕)
甲 百了

2礼心
石+心 叫夕 (泽了

,

不求和 )

略去了误差 O (D 即 : ) 后的公式 (4
.

15) 和 (4
.

19 ) 与主轴法下的相应公式相同
.

B io t应变 : , G r e e n 应变E和对数应变H的物质导数结果如下
:

(4
.

19 )

特别地
,

关于

。 _

一 2儿几
, n , ~ 。 户

_

一
。 , n 。 ~ ,

“碍扮不干厌了刀““四“
, ‘ 碍升

” ‘几J刀‘了“四 ‘了

,
, 沙

, , J

,’
: _

一 了 2瓜几
、 、/l n 几

‘
一 I n 几八 n 尸 ~ ,

H 岛 V
,

卜笠二翌华匕 1心兰竺竺生
.

兰 三圣竺竺
_

ID
‘ ;

E
‘

父 E
;

‘, ,
、I “ T

, 卜
了

, 、 z ‘f一
I ‘
了

五
、

共扼应力与共旋应力率

(4
.

Z oa , b )

(4 .

Zo e )

按照H il l的方案
,

与应变s ,
构成功率共扼的应力L 由下述关系来定义

J 。 : D ~ T , : S了 (5 . 1)

其中J = d et F为变形体积比
, 仃为C a u c h y应力张量

.

若记 a ‘,为q 在拟 E u le r标架 {e ‘}下的分

量
,

把 (4
.

18 ) 引入 ( 5
.

1) 后
,

即可写得T , 的相对于拟L a g r a n g e 标架 {E ‘}下的分量侧; , 的 显

式表示
:

州夕、 却汐
一 , 山 , (i, j不求和 ) ( 5

. 2)

例如
,

与 B io t应变 。二 S , / : 、 G re e n 应变 E二 5 1和对数应变 H二 S。共辘的应力分别为
二 _

_ _

_ _ _ _ 一二 , _

一
;
几‘+ 凡, _ 。 。 r= 1 ; , 。 , _ 。

_ ; .
。 _ 1_ 。

、

Ja u m a n n 应力 T : z : 、 夕 J共平共 a ‘, E ‘À E J == 令J (QT o F
一 ‘

+ F 一 , 。Q) (5 . 3a )
“ ’““’一 ~ 件

/ J ’ ‘

“ 一

子侧
一

2几
‘
几

; 一 吞J
一口 一“ 2

一 “ 、 一

”
’

一 飞 2 、“ . 。’产

‘,
夕 一”:’ J -

K i r e h h o ff应力 T l“ 乙 J林
‘几, )

一 ’a ‘, E‘À E , == F一 ‘o F
一 少

(5
.

3b )

T
。
” 乙 [ 1+ O (。

2

) ] Ja ‘j E‘À E J = J Q, q Q+ O ( 11口 i}。乙)
落

.

了

( 5 . 30 )

此外
,

与S
一 1
对应的应力 T 一 ,

为

T 一 , “ 乙 J人匆a ‘
声

‘À Ej “J F、F ( 5
. 3d)

‘,
了

注意到张量T : ~ JQ , q Q是一个与刚性转动无关的量
, 叫转动了的应力张量

, .

由 (5 .

3c )可见,

T 。

二 T : + O ( l叫扩 )
.

不存在一个H il l类应变严格地与T :
共扼

.

由 (5
.

2)可见
, H il l共辘应力毛线性地依赖于Ca u o h y应力张量打

,
由此引进相应的线性

变换如下

T , 二J K , : 。 (5
.

4 )

K , 、 乙此
’一‘民À E , À e , À e ,

i , j

(5
.

5每)

K ,
显然是可逆的

,

其逆为
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-

_

_ _

一
_ 一 、 一

一 - - - - ‘‘ - 一

一
K护二 乙 叱

, e ‘À e , À E‘À E ,

‘, 了

(5
.

sb )

对 (5
.

4)求物质时间导数
,

注意到j二 Jtr O并引进

M , 二1丽厂
,

或R了一 K , M ,

则引出所谓的广义J a u m a n n 导数
〔落〕乙,

侧乙t如下

T 了二J K , : (占, 仃/ 占才)
占, 仃/ 乙t= (台+ 口 t r D ) + M , : a

下面具体求出M , .

对 ( 5
.

5 )作物质导数
,

并利用 峥
.

7 )得

(5
.

6 )

(5
.

7 a )

(5
.

7 b、

宜
, 、 乙 [(gh {丁’

一 ,

) + 沪却
一 ‘

(呱 + . 劲 + 嘛
,
一’、。轰+ 则

。) 〕E ‘Q E ,

沙
‘

沙
, (5

.

5)
‘, 了

再与M f的定义 ( 5
.

6) 相比较
,

就不难求得M了在拟 E ul er 标架 { e ‘}下的分量如下
:

州; ’、 一 ln 衅
, + 此

, 〔劝拧
一‘( 。磊+ 。劲 +劝扮

一‘ (。人+ 。劲〕 (* ,

怀求和 )

(5
.

9 )

例如
,

关于共辘应力T l , T 一 1和 T : 的广义 Ja u m a n n 导数求得如下
:

d 士 la / d t”厅+ 仃七r D + (叮Q 一 Q仃) 干 (O D + D O ) ( 5
.

lo a )
d : 仃/ d t、厅+ 。t r D + (仃g p 一众p 叮) (5

.

lo b )

最后
,
我们在小应变条件

。 = 10 1《 l下对 ( 5
.

7b )和 ( 5
.

时进行化简
.

经简化可得

占, 仃/ 占才、厅+ a t r D + (叮L , 一 L , 仃) 一 m , (口D + D a ) 一 R , + O ( {ID }}。2

) (5
.

11)

其中反对称张量 L ,
按照郭仲衡先生的论文 [ l」定义如下

L ~ 拼f Q+ ( l 一 拼了) g p (5
.

12a )
拼r = (Zm l一 3m , + 1) 一 Z k , (5

.

12b )

我们求得残余项R 了
为

R 了= (Zk , 一 m 李+ Zm , 一 1 ) (。D 叮+ 。D : ) + (m , 一 m ; + k , ) (。。D + D o 。) (5 一 3)

特别地
,
对应 s e 七h类应变 S

,

的共辆应力
,

则有

拼”

~ (2 / 3) ( Zn 一 1) ( , 一 1) (5
.

14a )

R 。

= ( r/ 3 ) ( n Z 二 x ) [ ( 。D 仃+ q D 。) 一 气。口D + D a 。) j ( 5
.

14b )

式 (5
.

l x )、 ( 5
.

1连)表明
,

当且仅当略去O ( {ID }1。)后才有

占r叮/ 乙t一厅+ 叮七r D + (仃L , 一 L , a ) 一 m , (仃D + D 仃) (5
.

15 )

这正是郭仲衡先生关于广义 Ja u m a n n 导数形式的猜想形式
.

六
、

讨 论

拟主轴法可以克服主轴法要求时时刻刻在变形体各点精确地选取到应变主轴这种苛刻的

条件
,

从而有可能适用于增量法和有限单元法之类的近似
.

增量法在一定意义上可注释为已知物体在 才时刻状态
,

求该物体在才+ △云时刻的状态
,

从

两把一个非线性问题转化为线性’可题的万法
·

州
七‘{

‘

为‘时刻拟主轴标架
,
按照 (‘

·

‘5 ), 只

要△t = 0 (彻 / D : j ,

则笼E , }就依然可作为t+ 八才时刻的拟主 轴标架
.

从而在所 有有关公式中取

日石二 o而把问题作进一步化简
.
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杆
、

板
、

壳的大变形一般都是小应变
、

大转动变形
.

由于在小应变状态下任何单位正交

标架都可取作为拟主标架
,

因此对杆
、

板
、

壳 (大转动 ) 变形问题可以始终任意固定一个单

位正交标架作为拟主轴标架
.

比如
,

可取壳体中曲面 两个主 曲率线方向和法向构成拟主轴标

架
.

这样下来采用第三和第四节求应变和转动的近似表示只有误差 O (?盘
a x

)
,

这里 , m 。 x

为变

形历史上总剪切参数 ? 的最大值
.

因此
,

拟主轴法特别适用于建立 L a g ra n g e 描述下的杆
、

板
、

壳大转动变形理论
.

在有限元法中
,

把初始构形划分为有限个单元
,

它们作为物质单元随物体变形运动
.

每

个单元上的有限转动张量Q及拟L a g r a n g e和 E ul e r 转动张量 R 石和 R 召不妨就取为常数
,

由此

可望构造新的有限单元法
.

总之
,

拟主轴法具有主轴法的主要优点
,

能够比较简练地表示各种复杂的应变 (尤其是

H Il l类应变 ) 以及有限转动张量
,

表达应变率
、

转动率
、

共辘应力和共旋应力率 ; 拟 主 轴

法同时又扬弃 了主轴法的事先精确知道应变主轴这个实际问题难于满足的要求
.

因此
,

拟主

轴法可望成为大变形实用理论 (尤其在杆
、

板
、

壳大转动变形理论 ) 中一种新的基本方法
.
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