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摘 要

本文讨论非线性积一微分方程初值问题

自, 才 才
, “ 才

, , , “ 了

的极值解的存在性 其中

‘“ ‘ 一 “, ‘

、
。 , ‘

, “ “‘
, “ , ,

· , 一‘ , ‘
,

, 。 ‘一‘· , , 二

利用单调迭代法和上
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下解方法
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得到了最小解和最大解的存在性定理
。

关幼祠 积一微分方程 单调迭代方法 极值解
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关于积一微分方程解的存在性问题
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下解方法
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对含未知函数的积分为 非 线 性 的

积 一微分方程进行研究
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得到了此类方程的最小解与最大解存在性定理

本文主要讨论非线性积
一微分方程初值问题
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为了叙述方便起见
,

我们列出下面将要用到的一些基本假设

存在
。 , 口。

〔
, , 。。

簇
。

即。。 《 。。 ,

〔
,

使

石 《
, 。 , “ 。 , “。 , 。 。 。多

石油大学数理系
,

山东东营



含 宋 光 兴

”‘ 》
, 口。 , 。。 , 。。 , ”。 》

。

存在
‘ , ,

当“ 云, 。 ”, 叨》匆时
, 。 , ” , 功 一 , , 刃 ,

》一
。 。

一
一 一 云

‘ , 。 ‘
,

关于
。
连续单调增

,

且存在
, ,

使当
。
》

。
时

, , 。 一 , 。
《 “一。

一

“ , 。〔
, , 。 ,

〔

记 “。 , ”。 ‘ 。〔
, “。

《
。

《
。。 ,

〔

二
、

基本引理

引理 假设条件
、 、

成立
,

则对任意给定的 刀任 。。 , 。。〕
,

线性积 微分方

程初值问题

、,矛

、
矛

。,
‘, , 一 “

, , “,
, 。“,

, , “, , 一
。

‘
· ‘, 一。 ‘, , 一 , , · 。 · 一。 · ·

“

在 〔。
。, ”。〕上存在唯一解

证 显然
,

方程 与下列积分方程等价

“ 。 ,刀 , 叮 , 刀

【
。

‘  
!
∀一))d月

。(
a
)、
·

:【
M 。

+

l
:

( M
I
N

!
K

l
(
·, ·

) )、

s]

·
(
·
) d

·

(
2
.
2
)

.
‘..,J才...,.
,
L‘.,.

而方程(2
.
2)是关于未知函数

。
( t) 的第二类 V ol terra 型线性积分方程

,

故由文〔5] 知
,

方程

(2
.2)存在唯一解袱t) (此解与川t) 有关)

.
显然

,

此解也是方程(2
.
1) 的唯一解

‘

下面证明
,

此解
。〔[。

。 , ”。〕
.

事实上
,

由勺〔[
“。, 。 。

]

,

即。。
《刀《

。。
及积分算子 T

.
(i= l

,
2

) 的定义知
,

T
‘。。
《T

‘冲《T
‘。

( i ==
l

,
2

)

。

从而 由条件 (H
:
)

、

(风)知

f (
S ,

, (
s
)

,
T

l刀(
s
)

,
T

: 夕(
s
))一 f (

s , 。。
(

s

)

,
T

, 。。
(

s

)

,
T

: 。。
(

s

) )

>
一 M

。

(
刀(
s
) 一

u 。
(

s

) )
一M

l
(T
l仃(

s
) 一 T

, “。
(

s

) )

, , a

==
一 ‘以 。气刀气‘) 一 “。叹‘) ) 一‘y1 ‘

、
。八““

,
a

) L g
‘
L a

, 刀吸a ) ) 一 g ,
L a , “。

L
a
) ) J

“ “

》 一M
。

(
刀(
s
) 一

u 。
(

s

) )

又由条件 (H
:
)

,

知

一

l :

‘M
IN IK I“

,
a , , ‘。‘a , 一

“。
‘a ,’“

“

因此
,

一 (, ) 、X
。

+

}
:

, 、一(
·
)

,
T

!一 (
·
)

,
T

Z
一 (

·
) ) d

·

由方程(2
.
2)及上述结果

,

有

“
“, 一

“。
“, 一x

。

+

l
;

f ‘一。‘
·
,

,
T

l 。‘
“,

,
T

Z 。‘
·
, , d

·

+

)
:【
M 。

+

}
;

( M

I
N

I
K

】
(一 , , d门

。‘a , “
a



一类非线性积一微分方程极值解的存在性定理

一

l :!

M
。
+

l
:

( M
!
N

I
K

I
‘一 , , d

·

〕
·‘a ,“a一(

‘’

1021

) 、[f (
s, 粉(

s
)

,

T
l 刀(

s
)

,

T
: , (

:
) ) 一 f (

: , “。

(
s
)

,

了
’

: u
。

(

s
)

,

T
: “。

(

s

) ) ]
d
s

【
M 。

+

〔M
。

+

:

‘M
l“

’

I

K

I

(一))d刁
。(
a
)d
a

;

‘M
IN IK

I
(一))d月

·
(
a
) d

a

..吸恤,日,.‘性.叮

> 一
:

M
。
(
。(

·
)一(

·
) ) d一l:

d·
l
:

( M
l“IK

!
(一),‘

。‘a ,一‘a , , d a

[
M

。

+

【
M。

+

!
;

( M

I
N

I

K

I

(一))d
·

〕
(。(a )一(a))da

l:
‘M
IN IK I(

· ,
a

) )
d
·

〕
(, (

a
) 一

。

(
a
) )
、a

:【
M 。

土l:
‘M
!N 1K

l
(一))‘刁

(, (
·

卜
·
(
·
) ) 、

a

:〔
M 。

事l;
(。1, 1

、
!
(一))。

·

]

(
·
(
·
卜

·。
(
·
) )、

·

r‘..,.....,�矛吸..,护trt.,甘r性、.,..r.,,.f..,‘

即 (
“
(
, ) 一

“。
(
, ) ) +

l

‘

f

二
。

+

l

‘

(、
;、l、

,
(
s , 。

) )、
5

1
(
。
(
。
)
一。。

(
a
)
)
、a > o (,。, )

故由文[4」知
, 。

(
t
)
一 “。

(
t
) 》o (t〔I )

即 “。《
“

同理可证 “《街
·

综上所述
,

方程(2
.
1) 的解在【

。。 ,

巩〕中
.
证毕

.

注 , 由“理“”证明可知
,

对积分算子 T Z·( ‘)一 “
2
( , ) +

l ;

K
Z
( ,

, ·
) 。
2
(一(

。
) ) d 一只须要求为有界增

,

而不必要求其核K
Z(才

,
:

)在I x l上非负连续
,

引理结论也成立
。

根据引理结论
,

我们可以定义算子

A : [“
。, 。。」~- ) [“

。 , 刀。〕

V 刀〔〔
u。, 。。

]

,

A 叮”。 ,

其中
“
是对应 刀方程(2

.
1)的唯一解

.

显然
,

函数
。
(t )是积

一微分方程 (1
.
1) 的解

,

当且仅当
。
是A 的不动点

,

即A
“
=
“.

三
、

主要定理及证明

定理 设条件(H
,
)

、

( H

:

)

、

( H

。

) 满足
,

则积一微分方程初值问题(1
.
1) 在〔

。。 , 。 。

〕上存在

最小解川t) 与最大解可t)
.
且迭代序列

u二
= A

“。 一 ,
(
n 二 l

,
2

,

…)
,

u0
(

u l

( …《
“。

簇…单增收敛于
. , 。 。

== A
。 。 一 ,

(
n

== 1
,

2
,

…)
, 。。

>
v t》…> 。。》…单减收敛于 , ,

即:
”

、云 , 。 ,

, 刃
( 当n, oo )

.

其 中算子A 由前面定义
.

证 首先证明A
:
【。

。, 。。

〕。〔。
。 , 。。

」是单调增算子
.

设 刀, ,
.

: 〔[“
。 , 。。〕

, 冲,
( 刀: ,

且A 刀
:= u , ,

A 刀
:
= 。: . 由积分算子 T ‘

(‘= l ,
2

) 的定义
.
显然

有



‘珍,
《T

‘刀: (i= l ,
2

)

由算子A 的定义及方程(2
.
2)

,

有

“l
(
t ) =

x 。

+ f (

s , 叮; (
;
)

,
T

l珍,
(
:

)

,
7

’ : 刀1(
;
) )d

;

0

M
。

+

l ;

( M

I
N

I

K

I

(一))d
:
]
。1‘a , d a

M
。

+

l :

( M

I
N

!

K

l

(

; ,
a

) )
d

:

〕
。1

(
a
) d

a

‘

盈...,.应‘...口

+
一

u :
(t ) =

x 。
+

+

}

一

l

f (
s , , : (

s
)

,
T

l 刀:(
:
)

,
T

: 刀: (
s
) ) d

s

O

M
。

+

l
;

( M

I
N

!

K

l

(

·,
a

) )
d

;

]

。:(
a
)d
a

M
。

+

l ;

‘M
!N IK

I
“

, a , , d
:

]
“:
(
a
) d

a

IJ
r..Lrl.L

!

r..L一

!

.�

将上两式相减
,

并注意到条件(迅)
、

( 风)
,

得

一(, ) 一
。1

(
, ) 一

l:

〔, (
· , 。2(

·
)

,
T

l 。: (
·
)

,
T

Z , 2‘
·
, , 一 f ‘一 , 1

“,
,

T
1
0

1

“,
,

T
: 。:“, , , d

:

M
。

+ ( M

I
N

,
K

l
(
s ,

a
) )

d
;

(
刀:(

a , 一 刀
1
(
a
) )d

a

M
。

+ ( M

I
N

I

K

:

(

; ,
a

) )
d

:

(

“:
(
a
)
一 。:

(
a
) ) d

a

飞..一耳, ...J‘a‘a产
...、护
右
‘..,‘

M

。

+

l
;

( M

I
N

I

K

;

‘一))d
·

l

‘
“2
‘a , 一 “1‘a , , d a “〔〔0

, ‘〕,
·

赚以1:[+一一

类似引理的证明
,

由文 [4〕知
, 。:

(
才) 一

u l
( t) > o (t〔[o

,
l

] )

.

即ul《。:
.

故A 是单调增算子
.

其次
,

证明序列
“ 。

= A
“: 一 , , 。。

= A
。 二 一 l

(

n
=

1
,

2
,

…)为单调收敛序列
.

由算子A 的定义及
。 1
~ A

。。, v l
= A

”。 ,

易知“1 , ” ,〔[
。。 , 。 。

〕
.
因此

, “。

《
。1 , 。 ,

《
。。.

由A 的单调增 性及
“。

(

。 。,

易知

“。
《

“l
《…( …

u二
《…簇

”。

簇
二 ‘

(
vl

(

刀。

所以
,

{
“ 。

}是单调增序列
,

凌v
。

} 是单调减序列
,

且均为一致有界的
.

再由
u二。)= f (t

, 。 。 一 工
(
t
)

,
T

I 。, 一
1

(
t
)

,
T

Z “, 一
1

(
t
) )
一 M

。

(

u 。

(
t
)
一。” 一 l

(
t
) )

一

l :

(M
I
N
I
K
I
“

, ·
, , (二‘

·
,

一
‘
·
, ,“

·
‘
”
-

易知
,

{
“二(t)}在[o

,
l 〕上是一致有界的

.
从而 {

。。
(
t
) } 在 [0

,
l 〕
_
七是等度连续的

.

故由A seoli一A r z e la 定理知
,

存在 {
u ,

( t
) } 的子列 {u

n*}在 [0
,

l
] 上一致收敛于某函数. (一)

。

而由{。
。

(
t
) }是单调序列知

,

{
。 。

(
t
) }在 [0

. 1〕上一致收敛于忍
(
t )
.

同理可证
, 。。

(
t
) (

n
=

o
,

l
,

2
,

… )在 [o
,

l
j 上一致收敛于某函数云

( t )
.

显然
, “。

(
t
)《云(t )(

云
(
t
) (

” 。

(
t
)

,
t 任[0

,
1〕(
n = 0

,
l

,

…)
.

即 衡《云《石《
” 。

(

n

=
o

,
1

, ”
·

)

.

再证明
, 忍 , ”均是方程(1

.
1、在【

“。 , 。。〕七的解
.

由“:
(
*
) = A

“: 一 l

(
t
) (

n
=
一,

2
,

… )及 A 的定义 与(2
.
2 )式

,

知

。·
(
, ) 一x

。

+

l
:

, (
: , “

一(
·
,

,

,
’
1 “

一 ‘
·
,

,
T

Z

一
、·, , d

·



一类非线性积
一微分方程极值解的存在性定理 1023

+
l{「、

。

+

l

‘

(。
1、 ,
、

,
(
: ,

a
) )
、:

1
(
。。 一 ;

(
a

)
一 “·

(
a

) )
d
a

(

n 二 l , 2
,

…)
.

在上式 两端令
n、oo

,

并注意到f
,

g
‘的连续性及

。 。
气t) 一致收敛于石

(
t
)

,

得

。
(
‘)一x

。

+

l
:

, (
· , 。(

·
)

,
T

l 。(
·
)

,

T
: 。(

·
) ) d

: .

从而澎(t)二j (t
, 忍
(
t
)

,

7

1
1 .

(
t

)

,
T

Z忍
(
t
)

,
.

(
o

)
=

x
。 .

即石
(O 是积一微分方程(1

.
1) 的解

.

同理可证
,

到t) 也是积
-微分方程(1

.
1) 的解

.

最后证明
,

川t)
,

侧t) 分别是积
一
微分方程 (1

.
1) 的最小解与最大解

.

设“〔〔。
。, 。。

〕是方程 (1
.
1) 的解

,

则A
“
=

“.

由
“。

(
。《

。。
及A 的单增性

,

知

。。
簇

。
簇

。 。

(

n
= o

,
l

,
2

,

…)

在上不等式各边令
no co

,

可得

石
(

“
(
”

即.
, 否分别是积

一
微分方程(1

.
1) 在 〔

。。 , 。。〕上的最小解与最大解
.

注2 本文结果可直接推广到B an ac h 空间上的积一微分方程初值问题
.

注万 本文的主要特点是
,

在所讨论的积一微分方程中
,

含未知函数的积分均为非线性的
,

文献中
,

尚未见到
.

证毕
。

这在 以往的

致谢 对孙经先教授的悉心指导致以衷心的感谢!

参 考 文 献

孙经先
、

刘立山
,

B
a n

ac
h 空间中混合型微分~积分方程的单调迭代法

,

系统科学与数学
,

1 3 ( 2)

(
1 9 9 3

)

,

1 6 0 一166
.

S un Jin gx ian an d Z hao Z engq in ,

E
x t r e

m
a

l

5 0

1

一i t i
o n s o

f i
n
i t i

a
l

v a
l
u e P r o

b l
e
m

f
o r

i
n t e g r o 一d i f f e r e n t主a l e q u at io n s o f m ix ed ty P e in B an a eh sp a ees

,

A
n n

.

D 汀f
.

E qs
.,

8 (
4

) ( 1 9 9 2
)

,
4 6 9 一遵7 5

.

5
.
K
.
K
a u l a n d A

.
5
.
V
a t s a l

a ,

M

o n o t o n e
m

e t h
o

d f
o r

i
n t e g r o 一

d i f f
e r e n t i a l

e q u a
-

t i o n w i t h p e r i o d i
e
b
o u n d a

r y c o n d i t i o n s
,

A p p l i
e a

b l
e

A
n a

l
v s

i
s

,

2 1 ( 1 9 8 6
)

,

2 9 7 一305
.

V
.
L aksh m ik an tham an d 5

.
L eela

,

D
ij f

e r e n t i
a

l

a n

d I
n 了eg r a l I n e g u a li才ies

,

A
e a

d

. ,

P
r e s s

(
1 9 6 9

)

.

R

.

K
r e s s

,

L i
n e a r

I

n
t e g r a

l E 口“
a t‘o 。。

,

S p r
i

n g
e r 一V

e r
l
a g

,

B
e r

l i
n

H
e

i d
e

l b

e r
g

(
1 9 8 9

)

.

川[z]

�..Jf.JnOJ任r
..
‘口..L

[

5

]



宋 光 兴

E x ls te n c e T h e o re m s o f E
x tre m a l S o lu t io n s f o r a C la s s

o f N o n lin e a
r
In te g

ro 一
D i f f

e r e n t i a ! E q
u a t 1 0 n s

S
o n g G u a n g x i n g

( U
n i v e r : i才9 o

f P e tro l
e 。川

,

D
o ”g . i n g

,

S h
。。d o n g 2 5 8 0 6 2

.
P

.
R
.
C h 玄n a

A 七, t r a c t

I n t h i s p a P e r ,

t h
e

f
o

l l

o
w i

n g i
n

i t i
a

l

v a
l

u e
p

r o

b l
e

m f
o r n o n

l i
n e a r

i
n t e g r o 一d i f

-

f
e r e n t i a l

e q u a t i o n

u ,
( t ) 二f ( t

, “
( t )

,

T
l “
( 才)

,

T

Z “
( 才) )

“
( t )

o二劣。

1
5 e o n s

i d
r e

d
,

w 五e
r e “

}

T
: :

(
, ) 一‘,

( , ) +

l
;
K

:
( ,

,
:

)
。1(

。 , 。
(
:
) ) d

: ,

T
: u

( , ) 一 ‘
:
(‘)+

l :

K
:
( ,

, ·
) 。
2
(
· , 。

(
·
) ) d 二

U s in g t五e m e th o d o f u p p e r an d lo w er so lu t io n s a n d th e m o n o to n e iter a t iv
e tee h

-

n iq u e
,

w
e o

b t
a

i
n e x

i
s t e n e e r e s u

l t
s o

f m i
n

i m
a

l
a n

d m
a x

i m
a

l
s o

l
u t i

o n s
.

K
e

y w o r
d

, i n t e g r o 一d i f f
e r e n t ia l

e q u a t io n
,

m
o n o t o n e

i t e r a
t i

v e
t

e e
h

n
i q

u e
,

‘

e x

t

r e

m

a

l

s o

l

u

t i

o n


