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韧性金属大变形拟流动角点理论及应用
’

胡平
‘
柳玉启

‘

郭威 台 风
‘

陈大鹏推荐
,

年 月 日收到

摘 要

本文提出韧性金属弹塑性大变形拟流动角点理论 一  。
该理论

从塑性变形正交法则出发
,

将 模量衰减函数
”

及屈服面的尖点效应引入本构模型
,

从而实现了

由正交法则本构模型向非正交法则本构模型以及从塑性加载向物理弹性卸载的光滑过渡
,

使一般

无角点各向异性硬化屈服函数与有角点硬化情形相结合成为可能 用于数值模拟各向异性金属薄

板单向拉伸失稳与剪切带分析并与实验结果作比较
,

表明本文理论的有效性

关幼词 拟流动角点理论 模量衰减函数 剪切带 各向异性

一
、

引 言

近年来
,

在金属塑性成形过程中的应变局部化现象已引起国内
、

外材料科学与力学工作

者的极大兴趣
。

计算模拟结果巳经表明 局部化现象对材料本构模型十分敏感
。

就金属薄板

拉伸颈缩与剪切断裂而言
,
被认为推导过程缺乏充分道理

〔‘乙的 理论反而比基于经典正交

法则的流动理论 更符合实验结果 , 因而导致了非经典 非正交 大变形本构理论的研

究 文献【幻提出各向同性 理论 , 文献〔〕基于屈服面尖点效应
,

提出 角点理论

文献〔〕受文献〔〕启示提出 理论
。

这些 类非经典本构理论的共同特点是 采用了遵循

非正交法则的应力应变关系 由于注意力集中于材料变形失稳后的局部化过程
,

忽视了塑性

变形初期屈服面光滑的物理特征

本文则从流动法则出发
,

通过在弹性本构张量中引入
“

拟弹性模量
”

演化函数
,

在塑性本

构张量中引入各向异性屈服准则和后继屈服面的角点效应
,

提出适于韧性金属材料大变形分

析的拟流动角点理论 旨在实现由基于正交法则的流动理论向基于非正交法则的角点理论
,

以及 由塑性加载向弹性卸载的光滑连续过渡 , 并将二维无角点各向异性屈服曲面与有角点硬

化情形相结合
,

以便更合理地模拟各向异性金属板材的大变形拉伸失稳与应变局部化全过程

二
、

拟流动角点理论

对于具有微小弹性有限塑性变形特征的大多数韧性金属材料
,
考虑到加载表 面 的 外 凸

性
,

假定总的对数应变率云
, ,可以分解为拟弹性应变率粼

, 和拟塑性应变率衬
, 之和

,

即

本文由国家青年自然科学基金资助

吉林工业大学
,

长春 。。
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“, 咨

由文献 〕
,

宕至, 服从

了, 宫扩
,

如下关系

告「冬
。。 。‘, 。, 。“。, , 一 。

。‘, , 〕, , ‘

」二 口

“
式中

,
拟弹性模量刃

。

可一般地表示为扬氏模量 的衰减函数
。

「翻
一
咨

一 一 ,

仁梦、〕
乙 汀

满足体积形变定律的拟泊松系数脚表示为
。 、

拼 下 一 一、于一 下 一 拌 口
‘ 乙 、 乙 ,

式中 为单向拉伸 应力
一对数应变

一。
曲线的割线模量

, 拼为常规的泊松比
,

￡为变形当前时刻的应变度量
, 。

则为与材料性质及变形方式有关的常值
, 。

为 一 小常数

式 中的
。

可以表现模量 随塑性变形向
。

的光滑演化

由正交法则及
“

一致性条件
” ,

式中的打
,
可由下式表示

〔“’

,

了竺 丫 犯 一上 止丝
‘
一、

‘ 。 口 ‘,

了
口 舌‘

于 , ‘ 口犷
, , 子

式中 为二‘, 的 阶齐次屈服函数
,

为。一。曲线的切线模量 利用恒等式

且令
鲁

一
借
竺 普会

一

韵

‘,

一奋
‘·“, “‘ , 舌

, 一音
“‘, “

则
、

和 式可以合并写成

、‘, 一告「粤
。 。‘ 。, 。“。。 一。。‘, 。

一

, ‘

二 ‘

合会
一

声“
, 一

命 玄
一

渝
口

口 ‘ 口叮 ,

丁, 。‘ 尝
, , 子。‘

易知
, 沙 即 为 真实的弹性柔度张量

,

因此

真实塑 性对数应变率‘育
,
为

‘季
,

犷
, 。 子

考虑材料失稳的微观滑移机制
‘“二,

假定变

形某一时刻屈服面加载点处产生了尖点
,
且随

组性变形的发展而愈加尖锐 设尖角处 子‘, 与

偏量 。二
, 的夹角为 如图 所示

,

图中的 和
。

将尖点处的加卸载分成三个区域 假定。
“

簇

《 为完全塑性加载区沪  为弹性卸载区

锥轴

后继西服而

图 屈服面的角点效应

《 簇 为部分加载区 在该区域
,

塑性应变率的增长将逐渐缓慢直至趋于零而实现弹性卸

载 为保证这一过程的连续性
, 依据文献 〔〕

,

引入吞‘, 与叫
, 之间的夹角函数

一 。

。 一

《
。

完全加载

。

簇 《
。

部分加载

。

《 二 弹性卸载

,
‘

、了口
。

「汀
一

万气

、少 、

一一
月
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将加载点处塑性势牙
, 写成如下二次齐次式

二
, 一
普

“, ‘
, 。不
“

, ‘。

总的应力速率势为

不一奋
, 一“

, ‘一
一

盒
“, “

, ‘
一

·

砰
,

而总的对数应变率张量可以写为
口“砰

细“ 万子石霜蔽
子 ‘ ‘ 。‘ 子。‘

令

几‘, 下。 ,

‘,
季
, 。‘几

将只
‘,
按 尝

, , 规一化 即令心 ‘, 解出夕
,

进而求出

几‘, 古
, 二 , ‘ 一含二二

于是
, , 与子‘,之 间的夹角的方向余弦

一

可以表为
“

交

 二
犷
, , ‘凡‘, 于

, ‘ ‘j厅‘,

力磊
f
石饵石万哥于 一 飞石虎石石万石石子

, ,

)
垂

利用式 (2
.
8) 、 、2

.
1时和 (2

.
13少、 (2

.
17少,

确定 当前加载点处的塑性对数应变率为

‘言
,
= 〔a (0)B f

, 。‘
+ 刀‘0 )M

‘,
M

* :〕子。‘
= B 犷

, , ‘、0 ) 于
*‘

式中

(2
.
18)

a (8)= p (8) [1一 “
( 8 )

e o t s 」

刀(0)= 户(0 )
、
( 0 ) (

。i n o
·

e o s
o

)

一 ‘

、
(。) = 一

粤
。 ‘
、。)/ 。(。)

2

(2
.
1 9 )

、

!

、r.es少

易知
,

当 a ;
,
/ / 子‘,

( 与光滑屈服面相对应 ) 时
,

0 二 o
“ ,

因而
,

p 扩0)~ 1
, 、灯8)= o

, a

( 8 ) 一 1
,

刀(0) 一。
,

(
2

.

1 8 少式便退化为完全加 载的 (2
.
引 式

,

而当 p 旧)= 。 (与弹性卸 载相对应) 时
,

(
2

.

1
5) 式将自动地给出‘犷

J= 0
.

于是
,

适用于任意屈服函数的拟流动角点理论的本构方程可统一地写为
:

“, = [ B :
, , ‘

+ 石犷
, * ‘

( o ) 〕母
*‘

(
2
.

2 0
)

对于各向同性强化M ises屈服函数
,

(
2

.

9
) 式中的B 季

J::可以写成
:

注意到

B ‘
, : !一

合[(玄
一

声)
“, 。

汁号(会
一

亩)

““
一

号
I‘J 一a ; , 二

;
￡, 仓 :

, ‘ ;
了一 I‘

, ! !

“
, ‘

、乙

a
:

, a 孟:
(2
.
2 1)

(2
.
22)

可以解出
:

击J一
(若
:一
妇

一’

营
‘ ,

从
, 一

; (玄
一

分含
’

2 3
)

若令户为C au ehy 等效应力厅的Ja u m a n n力率
,

则

鸽 二 3 1
, ,

Cr
=
口
= —

, , . 口二‘『门
艺 a

( 2
.
2 4 )
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于是
,

(
2

.

1 7
) 式简化为

:

。。。。_

—
-
兰立创竺一一-一

l抓会
一

韵
‘:

, ‘:
,
+

(会
一

会)
“
“

〕
,

( 2
.
2 5 )

由(2
.
3)式知

:
当百《尹时

,
E

。

。E
,

上式的0、0 , 这意味着塑性变形初期
,

子‘,
平行于a J

, .

随

着塑性变形的发展
,

E
。

逐渐偏离 E 而趋向于割线模量 E
B,
上述拟流动角点理论将逐步转化

为文献【3」的J ZC 理论
.

值得强调指出的是
:
按 JZ C 理论的角度定义

,
在材料塑性变形一开始就不能保证 叫刃

山 , ,

因而其屈服曲面的角点效应贯穿于塑性变形直至失稳与断裂的全过程
.
就塑性 变 形 的

早期阶段而言
,

显然 JZ C理论不遵循塑性流动的正交性法则
,

这与由位错滑移导致塑性变形

的细观物理理论和屈服面光滑的唯象本构理论相偏离
.
而本文给出的拟流动角点理论

,

由于
“

拟弹性模量
”

E

。

演化的连续性
,

因而实现了塑性变形由正交性法则的流动理论向非 正 交 法

则的角点理论的光滑过渡
,

且保证了材料失稳后
,

塑性加载向弹性卸载转移的连续性
.

易知
:
当E

。

二E 时
,

本文理论将退化为经典的流动理论
,

即 P ra
n d tl一R e u 朋方程 , 若

令E
。

二E
。

在M ises意义下便退化为文献〔3〕的JZ C 理论
.
在非比例加载情况下

,

这些理 论得

到的计算结果是明显不同的
「。’.

三
、

数值试验

将拟流动角点理论 ((2
.
2时式 ) 引入逐级更新 L ag ra n g e 有限元方法

〔7 ’,

采用文献[s ]

的二维各向异性屈服函数以及文献〔g〕的
“

交叉三角元
”

(c
r

os se d 七ri a n g les ) 技术
,

数值模

拟三种面 内各向异性金属薄板的单向拉伸失稳与应变局部化过程
,

并与实验结果进行比较
,

检验本文理论的有效性
.

1
.
实验

取国产D 15 型硒钢板 (试件 I ) 和标准冷轧08 A I薄板 (试件 I ) 以及IC rl 8N ig T i不锈

钢板 (试件 l ) 制成标准拉伸试件并划定标距
.
每种试件取 5 个一组进行单拉实 验 参 数 测

定
,

以保证测定结果的统计可靠性
.
表 1 给出测得的材料参数统计平均值

.
(表中R

。、

R4
、

裹 1 试 件 材 料 今 教

厂
一

’

、
。 ’

l

‘ ’

*

乙、

{

Ro

。 ’

l

,

厚城 }誉终蕉量 {咚碑化
}

。 。 * ,

一
-一一}-一丁一}

--
一}
兰i巴些

~

⋯
一里竺三竺{翌

塑- }
一一二兰二二一一

月

一

竺竺上卜些圣丝 卜旦j竺一}
~
卫⋯竺竺一⋯一 卫

⋯竺 l
一三些竺- 一工些旦一阵竺些三竺遒一

.
一

塑二一三竺阵玉翌
一

{

一兰三些
一

卜型些一}一三吧四
一

一一吧兰一{一壑竺丝星生一一
试件 I {

0
·

9 3 5 1

1

1

·

5 4 3 9

}

i

·

0
6

7

1

0

·

84

}

2
0

2
0 0 0

}

0

·

4 。
! 面心立方多晶体 l

R
。。

分别表示沿与轧制方向成 O
“ 、

巧
”

和 90
”

拉伸测得的各向异性系数)
.
再取每组 5 个试件做

拉断实验 (沿90
。

轧制方向)
.
图2(a少、 口少分别给出三种材料试件拉断后的断裂形貌; 同时

测得断裂时刻的最大延伸率和颈缩率分别为0
.
20 ,

o

,

4 2

, 。
.
52 和0

.
064 2, 0

.

35
1
, 0

.

26
3

( 在根

部)
.
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(a )试件 I (b )试件 I (c)试件 I

圈2 试件断裂形貌

2
.
计算

在预先标定的标距内
,

利用对称性取1/4试件进行计算
.
初始构形的网格剖分见图3

.
引

入文献〔8] 可考虑面内各向异性的非二次屈服函数
:

f=
a
}k

,
+ 寿
2
}“ +

a
J寿
1一 左

2
!
“
+

。
} 2 吞
Z
j“ 一 2 : “ = o ( 3 一 )

式中

“1一
合
(a11+。22 ) , “2一

了了
a ,

一叮a Z八
乙 . 二 : _ :

吸

—
J.1一 夕 口 1 2

\ 乙 /

刀= 斌
,

底而干而i而百f千左扔衷丽
a= 2一 c二2一 斌 R

oR 。。/ [ (
1
+ R

。
) (

l
+ R

。。
) J

(
3

.

2
)

M 为非二次屈服函数指数
,

P 为等双拉与单向拉伸主应力之比
.
由〔3

.
1)式求出f对丙

, 的偏导

数
,

代入 (2
.
8 )

、

(
2

.

9
)

、

(
2

.

1 7
) 和 (2

.
20 )式

,

进而引入有限元模型
.
取 (2

.
3)式中的 沪和

a 。
分

别o
.
sn和 o

.
o 3n (n为应变硬化指数)

,

(
2

.

1 0
) 式中的0

。
= 2 2

.

5
’ ,

0
。

二125
0.
依据文献 [s」

,

对

于面心立方多晶体取M = 9
,

而对于体心立方多晶体取M = 6
.
整个计算过程按端部等位移加

载
.
以达到不同试件拉断时刻的延伸率为停机准则

.
图 4 绘出断裂临界态的变形形貌 (左侧

对称地绘出等应变分布曲线)
,

图 5 则为加
、

卸载全过程的载荷
一延伸率 一颈缩率曲线

,

图中

A 。

为横断面积而 a0 为初始屈服应力
,

D L 为标距处

绝对位移
,

D D 为颈缩量
.
从图 5可以看出

:
计算

得到的颈缩率与实验结果十分吻合
.
而图 4 表明

:

卸载后整个结构沿裂口 方向形成明显的剪切带
,

带

内为明显的高应变区
,

也是最终的断裂位置
.
具有

较小各向异性系数的材料其剪切带与水平方向夹角

愈小
,

计算结果与实验有很好的一致性
.

DDD叼冈以以派派p心洲洲

⋯⋯蘸蘸
次次l阅冈冈
反反反反又又l为冈冈.....

夏夏厦厦菜菜
藻藻藻
冈冈冈冈区至劝劝

搔搔搔搔受受蛋
{{{
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鬓鬓鬓llllll鬓鬓
田3 有限元网格
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日 只 ;令 l }, 一 试了牛11 (e) 试 件仁1

田4

4
.
00

不同试件沿90
。

轧制方向犷伸的断裂形貌

勺/Q勺

6
d.二

.
0

住 40

I)了
‘

z 乙

圈5 加
、

卸载一延伸率
·

硕绪率曲线

四
、

结 论

1. 本文提出了适于韧性金属材料弹塑性大应变分析的拟流动角点理论
。

该理论可 引入

一般各向异性屈服函数; 并实现了由基于正交法则的流动理论向基于非正交法则的角点理论

的连续和光滑过渡
,

同时也保证了由塑性加载向弹性卸载过渡的连续性
.
三种不同材料金属

薄板单向拉伸变形失稳 与应变局部化过程的计算结果表明了木文理论的有效性
.



韧性金属大变形拟流动角点理论及应用 1011
卜- - 州- 一, ~ ~ ~ 一一~ ~ - 一- 一~ 咖

一一
参 考 文 献

[1 」 黄克智
,

《非线性连续介质力学》
,

第一版
,

北京大学
、

清华大学出版社 (1989)
,

40
8 一414

.

[ 2 ] 5
.
S t6ren and J

.
R
.
R ieo L ooa lizod n eek in g in th in sh eet

.
J
.
M ech

.
P h , 5

.

S
o
l i d

s ,

2 3 (
1 9 7 5 )

,

4 2 1 一441
.

[ 3 ] J
.
C h risto fferson and J

.
W
.
H ut。 h i

n s o n
,

A

。
l
a s s o

f p h
e n o

m
e n o

l
o g i

e a
l

C o r n e r

t h
e o r

i
e s o

f p l
a s t i

e
i t y

.

J

.

M
e e

h

.

P h 夕5
.
S o lid s

,

2 7 ( 1 0 7 。)
,

魂65一457
.

[ 4 ] M
.
G otoh ,

A
。
l
a s s o

f p l
a s t i

。 。o n s t i t
u
t i

v 。 。
q
u :

t i
o n s

w i t h
v e r t e x e

f f
e c

t 一I
:
G e n e r a l

t h e o r y
,

I
n t

.

J

.

S
o

l i d
s

S 才ru
e 才
. ,

2 1 (
1 1

) (
1 9 5 5

)

,

1 1 0 1 一 1116
.

〔5 〕 胡平
、

连建设
、

李运兴
,

弹塑性有限变形勺拟流动理论
,

力学学报
,

26 (
1 9 9 4

)

,

27
5 一283

.

【6 1 胡平
,

塑性与超塑性金属材料应变局部化力学行为 刁数值研究
,

吉林工业大学博士论文 (199 3)
.

[ 7 ] P
.
H u ,

J

.

L i
a n a n

d J

.

W

.

C h
e n

,

F i
n

i t
e e

l
e

m
e n t n u

rn
e r

i
e a

l
a n a

l y s
i

s o
f

:
li

e e t m
e t a

l

u n
d

e r u n
i
a x

i
a

l t o n s
i
o n

w i t h
a n :

w y i
e

l d
e r

i t e r
i
o n

.

J

.

M

a t
e r

.

P
ro

e
.

T
e e

h

. ,

3 1

(
1 9 9 2

)

,

2 4 5 一253
.

[ s ] F
.
B arlat a nd J

.
L ian ,

P l
o s t i

。
b
o h a v i o r a n d s t r e t e h a b i l i t y

o f s h e e t m e t a l s
,

P
a r

t l
:

A v i
e

l d f
u n o

t i
o n

f
o r o r

t h
o t r o p i

o s
h

o e
t

s u 住 d
o r p l a n e s t r e s s e o n d i t i o n

s ,

I
n 才
.
J
.
P l
a s t公e it夕

,

5 (
1 9 3 9

)

,

5 1 一66
.

[ 9 ] J
.
C
.
N 乌g t o g ; 3 1

,

D

.

M

.

P
o r

k

; 二n
d J

.
R

.
R i

e 。,

O
n n

u

m
o

r

i

e
;

l l
y

o e e u r a
t

e
f i

n
i

t
e

。
l
e
m
e n t

s o
l
u
t i

o n
i
n

t h
o

f
u
l l y p l

a s t i
o r a n g

。
,

C
o 脚P

.
M
e th

.
A P P I

.
M
e e h

.
E ”9

. ,

4

(
1 9 7 4

)

,

1
5

3

.

Q

u a s
i

一

F l
o w

C
o r n e r

T h
e o r

y
o n

L
a r

g
e

P l
a s

t i
c

D
e
f
o r m a

t l
o n

o
f D

u c
t i l

e
M

e
t
a

l
s a n

d I t
s

A P P l i
c a

t i
o n s

H
u

P i
n g L i

u
Y

u
q i G

u o

W

e
i T

a
i F

e n g

( J i l i
n

U
n 亡v ers irg o

f T
e eh n o lo g g

,

C h
a n g e

h

u n 1 3 0 0 2 5

,

P

.

R

.

C h f
”a

)

A b s t r a c t

A q u a s i 一f lo w e o r n e r t h e o r y o n la r g
e
p la s t ie d e f o

r
m a t io n o f d u e t il

e m
e t a l

s 1 5

p r o p o s e d in t h is P a P e r
.
F r o m o r t h o g

o n a l
r u

l
e o f p la s t ie f lo w

,

t h

e
t

li

e o r y i
n t r o

-

d
u e e s a ‘

m
o
d

u
l
u s r o

d
、: ; 。d f u n

: t i o n
”

a n
d

a e o r n o r o
f f

e e
t o

f v i
e
l d

s u r
f 瓦e e i n t o t h e

e o n s t i t u t iv e m o d
e
l o f

e
l a s t ie一p l a

,
t i

。;
l
a r g

e
d
o
f
o r

m
a t i

o n
.

T h
e r e

b
y

,

t
h

e
s

m
o o

t
h

a n

d

e o n
t

i
n u o u s

t
r

a n s
i

t
i

o n s
f

r o
m

o
r

t
h

o
g

o n a
l

o
o

n s
t

i
t

u
t

i
v e

m
o

d

e

l
t

o n o n 一 。r t h o g o n a l o n e ,

a n
d f

r o
m p l

a s
t i

e
l
o 3

d i
n g t

o e
l
a s

t i
e u n

l
o a

d i
n g a r e r e a

l i
z e

d

.

I
n a

d d i t i
o n

,

t h
e

t h
e o r y m

a
k

e s
i t P o s s

i b l
e t o e o n n : : 七g o n e r a l a n

s
i o t

r o P i e y i
e
l d f

u n e t io n s w i t li e o r n
e r

h a r d e n in g e f f e
e t
.
T h e e o m P a r i s o n b

e t w e
o n n u m

e r
i
e a l

s
im
u
la t io n a n d

o x P e r i m e n t a l

o b s e r v a t io n fo r t h e u n ia x i a l te n s il
o
i
n s t a b i l i t y a n d s h c忍r b a

n
d d

e
f o

r
m
a t i o n o f

a n i s o t r o p i e s h
e e t m

: t o l s
s
h o w

s 、
:
h

o v a
l i d i t y o

f t h

:
p

r e s o n t q u 几5 1一 f l
o w e o r n o r

t h
e o y

.

K
e y w o r d s q u a s i一f l o w

e o r n o r t h o o
r y

,

m
o

d

u
l

u
s r

o
d
以。。迁 f以n

o t i o n
,
s

h
。只r b 3 n d

, a n i s o
·

t r o

P
y


