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摘 要

本文针对计及几何
、

材料
、

接触摩擦等祸合作用的高度非线性的加工成形过程数值模 拟和计

算分析工作
,

建议了非增量时一空求解算法
.

本文 !j勺非增量算法
,

系在整个时间域和空间域上迭代

求解
,

与常见灼 N e w to n 一R : p h s o n 算法明显不同
.

本文所附算例
,

进一步说明了本算法的正确

性和可行性
.

关键词 成形过程 数值模拟 非增量算法 时一空函数

一
、

概 论

成形过程数值模拟的研究可以缩短确定成型工艺的周期
、

降低费用
,

对机械制造业具有

重大意义
.

由于 多重非线性并存
,

在基础理论
、

数值方法方面
、

遇到很大障碍
,

难以实际应

用
.

在处理过程问题的时间因素时
,

多采用增量算法
,

划分细小增量
,

导致收敛困难和低效

率
「‘, “, “’.

对于工程实例
,

会造成巨大计算量
.

与传统方法不同
,

非增量算法提 出 将 整 个 加 载 过 程 当作 唯一增 量 处 理 的 构 思
.

P
.

L a d e v e z e 曾首次在小变形弹塑性范围提出大时间增量法
「毛 , “ 、”’,

并应用 于 某 些 研究课

题
『7 吕, 。 ’。 ‘”

.

本文将在大变形成型过程数值模拟的基础上
,

讨论非增量算法 构 思的实施 与

发展
【’“’,

着重于时间过程因素的表达和求解
.

由于在整个时间过程上迭代求解
,

故 大 幅度

减少全局求解数量
,

而全局求解代价与离散模型的自由度数成幂级数 关 系〔‘“ ,

“ ’. 变量由时

间函数和空间函数的乘积构成
‘’3 1 .

二
、

问题及方法的描述

过程时间班「0
,

了]
.

初始时刻 t一 。时工件构形为厂
,

工件的边 界划分为三个互不 交连的

部分
:
5 1
为位移U给定边界

,

又为载荷户给定边界
,

S
。

为可能与模具发生接触摩擦关系的边

界
汇‘”, ‘“, ‘”

.

初始质点坐标M在时刻 t的即时位置M
:
= M + “交M

,

t) ; 。
为单值连续位移场

.

厂
。

为

时刻 t时犷通过 。转变成的构形
,

边界依臼理转变为对应的三部分
,

见图 1
.
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局部步
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图1 力学摸型

在S
。

边界上引入 两个新变量
:

应力张量
,

F 代表变形梯度张 量 ;

(F
, 。 ,

P
, q )

.

圈2 迭代娜图示

载荷q和位移
。￡’8 , ’“’. 以 p 代表 P io la 一K ir e h h o ff 第一
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为描述虚应变率场和虚应力率场
,

定义静态许
一

可至 。和机动许可至 。集S
,

和K , :

(2
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;

,

了
’
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l
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〕
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}
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·

3 ,

式中
,

变量上标刃为转置符号
.

忽略体力不计
,

力学问题可写出如
一

「
:

。 ; .

d “ l
一

!
.
厂 = , 个万元万

一 ,

川 = ” , v ~ “ !
。

“ 孟柱 I 召i ,
‘ , 3

·

(P
,

q) 符合条件
:

(2
.

4 )

(
丁r [ , , F ‘] 、。+ l

o r 。, 、s 一 l 户u , 、s 、v “ , 。尤
,

)
·

V 护 E 3 ) 泞 2

(2
.

5 )

·

户~ A (尸
, , :

《们 (材料本构关系
‘’。 , 乞‘’

)
·

R (g
, 。) (接触与摩擦关系

〔’2 , 艺3 ’
)

定义 A ‘= 义S }S 满足 (2
.

落) (2
.

5 、}

厂= {S !S 满足 (2
.

6 ) (2
.

7 、}

A ‘
为全局线形集

,

满足静态许可和机动许可条件
,

厂

在F x 〔o
,

丁」和S
。 x 〔0

,

了〕内
,

将每一迭代分为二步
.

许可解s
二

〔A
。

出发
,

求得解应〔厂
.

第二步为荃局步
,

由 应

优于 S
。 .

逐步收敛至精确解 S
。
= A ‘ n r 附近

,

见 图 2
.

两步各自的寻找方向为
:

多一 乡
”

一
尤

。

(户一 户
。

) (在 V x [ o
,

T 〕。

局部步
寸一夕

n

~ 一 k 陷 一 公
。

、 (在S
: x [ o刀

’

」)

(2
.

6 )

(2
·

7 )

(2
.

8 、

(2
.

9 )

则包括所有的局部非线性 问题
.

第一步为局部步
,

从一个 静 动态

出发
,

求得一个新的解S
, 、 1〔A ‘ ,

戈2
.

10 )

多一乡
” 十 1~ 尤

。‘户一户
。 ; ,

全局步
寸一夕

, 一

: ~ k 临 一 ”
。 , 、

(在 犷 又 〔0
,

了
’

〕) 下
(在S

。 义 [ o
,

了〕、
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式中 K
。

为材料线弹性系数
,

汽为表面刚性参数
二‘乞 .

各变量的第
。
次迭代修正值为
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AS
,

二 (A 户
。 ,

A户
。 ,

△空
, ,

△公
。

)

考虑 fZ
.

10 )(2
.

11 )式和 (2
.

4 )(2
.

5 )式
,

全局变分问题可写为
:

幼
, 一 尤

。
△户

:

二 2兀
。
(户

。 一户、 (在犷 义 [ 0
.

? 」)

(2 一 2 )

寻找△S
, ,
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} (2
.
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。
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,
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.
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· ,
,

l){(
: T ·〔八 , 了F

·〕“否
‘

+ \
, 3

A“刃二“S}
“‘-

消去静态变量△九和八如后
,

未知量 A户
, ,

八公
。

即成为位移变分解
:

寻找 (△户
: ,

A公
,

)
,

满 足

八户
, ,

八公
,

)〔K
,

仁V (F 气 v 肠。〔K
, )

(
;

{:
: ·〔二二 K

。
A‘

·

: “‘“犷 + (
: 3

1:⋯
“八”

·

“‘“S

r r T 产 r T _

” 2 \\了
’
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。

一歹)〕d td 犷+ 2\ \
v 爷了 (空

。

一 q )d td s
” 犷 J O

矛
谷 3

J
D

(2
.

1 5 )

相反
,

通过消去机动变量 (△户
, ,

八, 。

)
,

未知鼻(八户
, ,

△夕
二

)成为应力变分解
:

寻找(A乡
二 ,

A空

{

, 、,

满足 (△乡
, ,

A空
,

)〔S
, ,

V (P气 g 补)〔S
,

了
’r [P赞T K 万

’
A户

,

] d td厂 + g 朴 , k
一 ‘
A 空

。
d td s

一 2

{
;

{:
? : 〔, 二 (, 一‘ ,〕d ‘d 犷 + 2

( g 朴,
(公

,

一去)d td s 2
.

16 、

式扩2
.

1 7飞给出了非增量算法解的表达式
,

其中
,

影响
,

且有m 〔[ l
,

3〕
,

5 3 护 0

以乘积形式分别表示时问和空间因素的

‘

!⋯
\

A公
。

一乙 g “t
、。)‘·

M ),
八户

,

二

八公
”

= 兄 gi 幻价
1

万

乙 g ‘(t )a ‘(M
,

‘. 1

态P
,

= 兄 ll. 、

刀
‘。
M

、 (2
.

17

八夕
。

~ 兄 h , ‘t ) 乃“M ) , a ‘
=
d 。‘

d M

.

: ‘一 。、‘

!
。

1 J 3

三
、

在局部步预求时间函数

对局部步
,

以下式表达动态变量修正值

八户(M
, : ) = 户一 户

,

丝 E 夕
‘、t i ‘、M ;

八咨(
M

.

t ;

二咨一 公
,

丝艺 夕‘(创
_

‘咬M ) (3
.

为有确定解
,

将 。
‘(, “规 格化为l)

。‘(‘)。‘、‘)d ‘一 1

一阶近似 f考虑m 二 1、

为取得 (3
.

1)的近似
,

应使差值 A户一 纵
: 厂 (M )和八咨一 到t) 公(M )最小

,

求下式极值
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,
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.
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V

一一X

问题成为
:

寻找夕
, ‘,

夕
,

有

V d a
,

V 占, ,

V dg, 占L (夕
,
左

,

介

使用夕(t) 规格化条件
,

可得欧拉方程

(3
.

4 )

‘一(:
, (, )△“

, ,

。一l:
, (, )△, d ‘

(3
.

5 )

代回(3
.

2 )
,

可将L极小值问题化为

s

丫
·“

1一

}{:
““’A , “!

})
! )+
{‘(:

, ‘, ,·, 一
}:

2 )

(3
.

6 )

一、夕
,

\夕(t)夕(r )d t = l
, 0

由拉氏乘子引入规格化条件
,

于是问题成为

“

{l!:
““, △, “‘

}{
; )+

}(:
““,△, “‘

}{
2 )+ “

[}:
, ““‘一 ]}

一“

并进一步演化为对A算子求本征值几和相应本征向量夕的问题
:

, 今A (。)一 {
。
T ·〔A ·

, K
。

({:
。(‘)△“

‘): d 犷+ !
: 3
A ,

·‘

((:
, (‘)A , d ‘

)
d 犷

(3
.

7 )

(3
.

8 )

这里
,

算子 A对称正定
.

M
, 的极大值可 由与最大本征值久

,
对应的本征向量毋

; 获得
.

二阶近似

在一阶近似夕
,佗 : 和夕1乡

1的基础上
,

增加二阶修正项夕
: ‘

:

和 夕: 介: ,

按相同方式定义二阶近

似值
:

戈= △户一夕
, (r、: ,

(材)
, , 二△咨一夕1(t )公

1
(M )

求解方法与一阶近似
,

只是以戈和 , 代替△户和八右
,

即

(3
,

9 )

s u P M
:

= {(
, “, A , d ‘

{:
l , +

}{)
。(, )△”d ,

{;
: )

, ;
,

(
, , (, ), (, )、, 一 1!一

如考虑夕的两个分量
,

一个沿已得夕
;方向

,

另一正交于夕
1 ,

记作夕
,

则有

, (‘)一; ! + , (‘)
,

其中
,

{:
, 1
(, ), (, )d ,一。

(3
.

1 1 )

且有规格化条件 尸+ 、到 t)歹(t )dt ~ 1
.

借助关系式 (3
.

5、
,
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砂
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,
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.
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:
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,
(夕

2 、
.

由拉氏乘子引入规格化条件
.

则问题归结为求解下列变分方程

“
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。
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A ‘, )+ ?“, 一 。
,
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。(‘)。 r)d , 一 1一。, 2 ·‘-

(3
.

14 )

上式给出
‘二 0

.

因之
,

这一系统的解正交于 夕
.

这是一个求解本征对的问题 , 其中
,

本

征值为久
: .

而与之对应的本征向量为夕
, .

按同样原理处理优 阶近似
.

注意
,

各阶时间函数的规格正交变化关系为l:
, !
(, ) ; , (, )一“, ,

.

四
、

空间函数的求解

由牌
.

17)
,

位移变分求解工作 t.2
.

1 5 如下
:

求解吻〔K
, ,
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叫
,

使得

V “〔1一 ,
,

v 〔·
: ‘K 一

户l
:
丁·

卜:
·

’

({
。, 、才)K

。

。J、! , “!一
]
“犷

兰
: , T

+
石}

: 3 夕;
,

l
。

’‘L‘)掩夕, 又‘”“‘下, d“

一
2
}
。
丁r〔“贯

, 巾‘〕“犷 一 2
1
5 3 护竺

’甲‘d “ (‘
·

‘’

式中
, ‘。M ) 一l:

。‘{公) (, 一 ,
·

)d 才
, ; , (M )一 {:

, ‘(, , (“一。
·

)d ‘ (4
.

2 )

根据时间函数的规格正交化关系
,
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,
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对局部步
,

已得时间函数g ‘(t) 的预求值夕
‘
(.t)

.

代入 阵
.

3 )
,

可确定动态许可至 o 的变量

叭
,
山和 : ‘,

以表达△户
,

和八去
。 .
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.

3 )写为
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方括号内为静态许可至 。的变量
.
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.

所采用的 。组节
‘

.

价
‘

)场变量
,

可由下式计算

刀
‘(M ) = K

o a ‘+ 2巾‘,

d‘(M ) = ky
‘
+ 2切‘ (4

.

5 )

注意
,

△多
,

和△寸
,

是分别以伪和伪表达的 [ 见(1 7 )]
.

五
、

时
一

间函数的确定

由式 (2
.

16 )
、

(2
.

17 )
,

注意到渭
‘,

氏、已知
,

故时间函数 h‘(t)
,

通过式

下定义的数值空间内求得
.

事实上
,

定义H 为〔o
,

T l上的实数空间
,

问题写为
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⋯
,
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, ,
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,

⋯
,
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,
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。
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这相当于在每一时间离散点求脚一个。维线性问题

艺H
‘, h, (t) = b‘(t)

了一 l

5
.

4 )

与此同时
,

在仁a ‘
, 夕‘)已知的情况下

,

通过位移变分解 又2
.

1 5 )
,

按求解 h‘(约 相同方式
,

可求得时间函数g ‘(t)
.

事实上
,

E G
‘, 夕, (t )二。‘(r ) (5

.

5

其中
G ‘J一 {

;
了

’

·〔a丁K
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1
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· ) d s
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由所得 g ‘(约出发
,

承复四
.

五求解过程
,

可获得更准确的结果
.

但对于迭代方法
,

准确的单步计算并非必须
.

(5
.

7 )

过于

六
、

数值实施与算例

引用 O P T F O R M 有限元分析软件
〔“‘’、 A U T M E S H 前处理程序

,

以及作 者采用图

形工具软件开发的专用后处理程序
,

实施本文的算法
.

算例取一平面应变问题
,

一半径 25 m m

的刚性圆柱压入宽 80 m m
,

高50 m m 的矩形结构
,

考虑分段线性强化材料 (见表 1)
.

弹性模

量E 一 Z x l沪M P
,

泊松比为
, = 0

.

3
.

衰 1 材料强化特性

}一二鹦 :一三
一

{
一
二

一 {一二
一

]----二 ⋯
二

一}
l

“应力 (M p )
,

2 0 0
·

0 } 4 0 0
·

0 {
: 5 0 0

·

。 6 u0
·

0 1

计及 P r a n d lt一R e u s s e 弹塑性本构
·

关系
,

V o n -

M lis e s 判据
,

C o u lo m b 接触摩擦率
.

压 入 深 度 为

15 m m 时
,

构形及网格变形见图 3
.

考虑到对称 性
,

图

中尸给出 1 / 2结构的计算结果
.

圈3 压入深度1 5 m m 时的结构变形
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