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概率 区间 空间 中的 新型 KKM 定理 及应 用’

张石 生1 赵烈济 “吴 鲜”(1995年8 月30日收至 l{,1996年 6月20日收 到修改稿 )

摘要本文建立 了概率区 间空间的概 念,并在 此框架下 建立了一个 新型的K KM定理 .作为应用 我

们 得到了概率 区间空间 中的一个新 的极大极 小定理和 截口定理, 匹配定理 及一些重 合点定理. 所得 结果均是全 新犷,它 们不仅包 含了Von Noumonn[ 71中的主 要结果, 而且将【1〕 ,〔3“4〕,〔 6〕,

〔s] 中的相应 结果推广 到概率区间 空间.关.润 概率度量 空间概率 区间空间 可链 牙~可链 重合点

_21 性兰衬I寿不币 凌支山,4口一、勺! 舀艺义卫 见梢诊为」习以

众 所周知, KKM定 理在非线 性泛函 理论中起 着十分重 要的作用 .自 292。年波 兰数学家 Knaste r,Kur atowsk i和Mazu rkiewi ez建立著 名的KK M定理(J参见 [SD以 来,于2 9砚年,此 定理由著 名数学 家KyF an推广到 无限维 情形.此 后,许

多数学 家对KK M定理进 行了多种 推广, 并将其应 用于研究 变分不等 式,极 大极小问 题,重合点问 题⋯⋯

本 文的目的 是在概率 度量空 间中引入 一种概率 区间结构 ,用可 链性代替 凸性建立 新型的KKM 型定理, 并应用它 去研究概 率度量 空间中的 极大极小 问题,重 合点问 题和与之 相应的截口定 理和匹配 定理. 其结果不仅 包含了 VOnN eumann 〔了」中的 主要结果 (即下面 的定理

A)作 为特例, 而且将 Komor ink[6〕 ,Fan[: 〕,[4], Chang和 Ma[l〕 ,Park〔 s〕中的相应结 果推广到 概率区间 空间.

定 理A设 M,N是 有限维单 形,f: MxN ,R是一个 连续函 数且x~ j(x,功 是拟凹的,夕~ f(x,功 是拟凸 的.则s upinf f(x,刀)= infsu pf(比, g)

二 〔万梦经N 万CN二‘ 卫本 文所使用 的有关概 率度量空 间的概 念.记号 ,术语及有 关性质 参见引文 〔2〕,〔g、 1。〕,用了(X )表示集 合X中的 一切非空 有限子 集族.

定 义1.1 称线性序 空间Z是 完各的, 如果Z中 每一非空 子集有最 小上界 ,称线性 序空间

.国 家自然科 学基金资助 课题。1四 川大学数 学系,成都 61006d.2庆 尚国立大 学数学系, 韩国.

3云 南师范大 学数学系, 昆明650 092. 951
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Z 是稠密的
,

如果V a
,

刀〔N
,

a < 刀
,

则必存在 j〔N
,

使a < 占< 刀
.

以下
,

N 恒表示一完备稠密线性序空间
.

定义 1
.

2 设 (X
,

了 、为一概率度量空间
,

D 住X 称 为 是可链的
,

如果 V a ,

b〔D
,

V 。

) o ,

只〔(o
, l」

,

恒存在有 限 子 集{a ~ P
。 ,

p l ,

⋯
,

P卜 1 ,

P
。

= b} c D
,

使得 F 夕, , p 卜 ,

(
“
)

> 1 一几 (:’二 1 , 2 ,

⋯
, 。

)
.

其中{p
。 ,

p , ,

⋯
,

p
,

}称为一条连接 a
,

b的 (
。 ,

幻一链
.

(规定空

集小可链 )

定义 1
.

3 M e n g e r 概率度量空间 (X
,

了
,

J )如果具有映射 [.
,

·

〕X x X , 2x 使得 V x , ,

朴〔X
,

[x
1 , x :

〕~ 〔x
: ,

x ,〕为X 中包含x l ,

丸的可链子集
,

则称 (X
,

了
,

刁)为一概率区间空

间
.

其中【x
, , x :

]称为一概率区间
.

定义 1
.

4 设 (X
,

了
,

J 、是一概率区间空间
,

刀仁X 称为是牙
一
可链的

,

如果 V x l ,

戈〔

D
,

恒有 [x 1 , x :

〕〔D
.

f
:

X 、 Z 称为是概率拟凸 (凹 ) 的
,

如果 {x 〔X
:

f(x) 《
: } ({x 〔X

:

f (x )》 : })万一可链 (V r任Z )
.

定义 1
.

5 〔
“二 设X 是一拓扑空间

.

f
:

X o Z 称为上 (下 ) 半连续的
,

如果V r〔2
.

{x 〔X
:

f〔刘 ) r} (笼x 〔X
:

f 州 ( : })闭 , f
:

X , Z 称为上紧的
,

如果V , 〔Z
,

集 {x 〔X
:

f (川 ) : }紧
.

注
:

当X 紧
,

f
:

X , Z 土半连续时
,

f必是土紧的
.

定义 1
.

6 概率区间空间 (X
,

了
,

J )称为是 D a d e ki n d 完备的
,

如果丫 x , ,

丸〔X 和任

意满足x l
〔H

: ,

朴〔H
Z ,

[x , , x Z

〕仁 H , U H
: 的牙

一
可链子集 H

, ,

H
:
仁X

,

恒 〕x 。
〔X 使 x0 〔

H
, ,

〔x
Z , x 。、 ,

= [ x
Z ,

x 。

]\{x
。

}仁 H :
或x 。

〔H
: ,

[x l ,
x 。

)c= H
I .

D ad e ki n d 完备的概率区间空间 tX
,

了
,

才 )称为是强 D a d e ki n d 完备的
,

如果 V 二 : ,

x :〔X 和任意
n
个点

u l ,

⋯
, u ,

〔[ x , , x : 、,

有 门 [。‘
, x :

)铸小
.

‘一 1

命惬 1
.

1 在概率区间空间中
,

任意多个班
一可链子集的交仍为不

一可链的 (小规 定为不 -

可链、
.

命题 1
.

2 概率赋范线性空间(E
.

了
.

J
_

)的非空凸子集X 必为强 D a d e ki n d 完备的概率区

间空间
,

其中 [x . ,
x :

〕
:

~ c o{
x : ,

二 2

} (V x ; ,

从〔X ) .

证 显然 (x
,

亨
,

J )为一概率度量 空 间
,

其中
,

户
。

.

。 :
= F

。 一 。 ,

即萝 (a
.

尔
:

一了 (
。

一 b) (V a ,

b〔X )
.

下证X 中的任意连通子集M必可链
:

设相反
,

〕 : > o
,

元〔(o
,

1」和 x
,

夕〔M 使得M 中没

有连接x
,

y的 (
。 ,

几)一链
.

记M中所有能与 x 用 (
。 ,

幻
一链连接的点的全体为A

,

令 B 一M\A
,

则 x 〔A
, 夕〔B

.

若有 P〔A n 刀
,

则 〕q 〔B
,

使 户
, , 。

坛、> l 一 几
,

从而知 q〔A
,

故 q〔A n B ~ 小矛盾
,

由此

知 A n 刀~ 小
.

同理可证万n B 一小
.

故 A
,

B 分离
,

而M 二 A U B
,

此和M连通相矛盾
.

由此矛

盾知M可链
.

又【二
,

x Z

〕
:
~ c o 凌x : ,

x Z

}
,

故〔x
l ,

丸 ]为X 中包含
x l ,

从的可链子集
.

因此
,

。X
,

亨
,

刁)为概率区间空间
.

又由〔1 1〕中的引理 1 知X 还是D a d e ki n d 完备的
.

从而 (X
,

亨
,

J 夕为

D a d e k in d 完备的概率区间空间
.

又 V x , ,
x :〔X

,

V z l ,

⋯
, z :

〔 [x : ,
x Z

)
,

设 二‘= (l 一 汪‘)x
:
+ 元‘x l ,

则 。< 几‘( 1
.

令 元

~ m in {几‘
:

一
‘贝“。< 几( ,

·

取
X 。
一 、‘一‘)X 乞+ “X l ,

有/ 。
任〔/

1 ,
X :

, , 再取
a ‘一

云
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有0 < a ‘《 ‘(‘一 ‘
,

2 ,

一
n
)

,

且‘。

一 (, 一 a ‘)x
:

+ a ‘z ‘(‘一’
,

2
,

一
”
)

,

故 ‘。〔月
;

[ z ‘
, ‘ ,

)
·

由此知 (X
,

亨
,

刁)是强D a d e ki n d 完备的概率区间空间
.

另外
,

正如 〔l则中所指出
,

若 (X
,

了
,

刁 )是一具连续 t一范数刁的 M e n g er 概率度量空

间
,

则X 是(
。 ,

幻
一
邻域系{U ,

(
。 ,

幻
:
p 〔X

, 。> 。
.

元> 0} 导出拓扑的H a u s d or ff 拓扑空间
,

其中U
, 。:

,

几)= {大〔X
:

F
二 , ,

(
。
)) 1 一凡}

.

概率区间空间 (X
,

了
,

△)中的子集 D 称为区 l’(il 闭 (开) 的
,

如果对任意的区 间【
x , ,

丸〕

仁 X
,

D 自仁x l , x :

]为眯
, , x : ] 中相对闭 (开 ) 集

.

拓扑空间X 的子集D 称为是紧开 (闭) 的
,

如果对X 中的任意紧子集M
,

D 自M为M中 的

相对开 (闭) 集
.

设X
,

Y均为拓扑空 间
,

用罗 (X
,

Y )表示X 到y 的全体连续映射之集
.

了气X
,

Y)
:
= { : 任了 (X

,

Y)
: : 一 ‘

将Y 中连通集映为X 中连通集}

二
、

概率区间空间中的新型K KM定理

为了证明概率区间中的新型 K K M 定理
,

我们先引入下面的引理
.

引理 2
.

1 设 火X ,
了

,

刁)是一概率区间空间
,

Y是任一非空 集 合
,
‘

:

X 。梦
.

则 V y〔

y
,

X \‘一 (y) 牙
一 :

一

链。、 X l , X Z
〔X

,

、X ‘[ /
1 , / 2

:有‘(/ )二

户尸
(X ‘)

.

证 若V 夕〔Y
,

有 X \G
一 ’
(, ) 万

一可链
,

则 V x , , x :
〔X

,

V x 〔[ x l
声

: 〕,
若 , 法G (x , ) U

G 伙小 有{x : , x : }〔 X \G
一 ‘(, )

,

从而 [x l , x Z

〕〔X \G
一 ‘

(夕)
,

故x 诺G
一 ‘

(刀)
, 即 , 诺G 伙 )

.

于是知
: 咨

2

G 恤 )c U G (x
‘
)

.

反之
,

若 V x 、, x :〔X V x 〔[义 , , 戈2 〕有G (x )〔 U G (翔)
,

则V 夕〔y
,

V a ,

b〔X \‘
一 ‘
(, )

,
考察任意 的 戈〔[ a , b ]

.

由于
a , b 诺G

一‘
(, )知

, 夕诺G (
a
) U G (b )

.

但G (x )〔

G (
a
) U G (b )知y 曦G (x )

, 即 x 〔X \G
一 ‘(, )

.

从而可知 [ a , b ] 〔X \G
一 ’

(夕)
.

故X \G
一’

(刀) 砰 -

可链
。

引理 2
.

2 设 (X
,

了
,

J )是一具有连续卜范数J 的M e n g er 概率度量空间 (简称 M 一P M

空间。, { ,
。

} , {。
,

}二 x , ,
。

。 , , 。”

、。,
且 F p

。 ,

。
。

(咨卜
l 一
丢

, v n。、 (自然数集。
.

则 ,

一
一

’
‘

、 n ,
一

n
,

一
-

· ,
, - - 、 -

·
-

·

-
-

一

= q
。

证 V 。> o , 几> o , 由J 的连续性知
,
日几

,

(o
, l〕使J (1 一几

‘ , 1一几
‘

)> 1一几
.

于是 3 充

分大的
。 。
。N , 当, 李。 。

时
,

有丢< m in不冬
,

碑
,

且F *
。 ,

:

‘喜、>
1 一 *

‘ ,

从而 当
n
》

。。

时
,

有
一

一 ”

”
‘ ’ ‘ n 一

t Z
‘

) 一
一

~
’ 护

、 2 /
一 ‘z 、 ” “

一 ‘

F ”
,

二
‘·)) ‘F ‘,

,

,
·

(号)
,

F ,
, ,

。
,

(号))
》才 (1 一几

/ ,

一几
‘

)

> 1 一几

故q ”

、 p , 而q
,

。 q ,

故 p = q
.

定理 2
.

1 设 J
,

凡 山是一具有连续卜
一

范数确勺概率区问空间
, 、

_

卜 熟 承 是一具

有连续卜范数了的强 D a d e ki n d 完备概率区间空间
,

G
:

y o Z‘具非空紧值
.

如果
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(i) V A 〔尹 (Y )
,

自G (g )可链
;

犷〔 A

(i i) V x 任X , y \‘
一 ’

伙) 班一可链 ,

(iii ) V x 〔X
,
‘

一 ‘(划 是区间闭的
.

则 n G (功 笋小
.

梦〔Y

证 先证笼G ‘功
, , 〔y }具有限交性质

.

用归纳法
:

由 G 具非空值知
,

丫夕〔Y
,
G (切 铸小

.

设笼G 。功
: , 〔y }中任意。

个元 之 交 非 空
,

下 证

{G 勺)
: g 〔y }中任意

。+ 1个元之交也非空
:

设相反
,

则 〕笼夕。, 一
, 夕

, , 1}仁 Y
,

使得 n ‘勺‘, ~ 小
.

令万 = n G 洛‘)
,

则有
盆 . 1

[月 门C 、沙1、:

门 (H 自(了(诊
:

)= 小

且由归纳假设和条件 (i、知

H 日 G (, )非空可链 (V 夕〔圣)

由条件 (i i) 和 引理 2
.

1知
,

V : , 。〔Y ,
有

(2
.

1 )

咬2
.

2 )

G (, )仁G 〔u ) U G 戈”) 又V 刀〔 [。 , v 」)

特别地
,

有

石
‘

、夕少任 G (万, ) U G (y : j (V 刀任[刀1 , 夕 : 〕)

从而

H 门G (, )仁
、
j了自G ;

、

夕1) , U 吃万 门口
:刀:

) ; 、V g 任[ , 」,

于是
,

由H f〕G i刀)可链和 (2
.

1)知
,

V , 〔[ , 1 , 刀:

」, 有

H 自G (夕)〔 11 自G (夕,
)或H 门G (梦)c H 自G (夕: )

若不 然
,

日x , ,
x Z
任H 门G (, ) ,

使 x ; 诺H 门G 勺
2

)
, x :

诺H 门G 勿 ; 。 ,

(2
.

3 )

2
.

4 )

g :

〕

的的“(2

从而
x ‘〔H 自G (,

‘
)

~ 1 , 2 )
.

由 H n G (, )可链知
,

V 。〔N (自然数集
; , 在 H n ‘(川中存在一条联结 x , ,

从

(青
,

钓
一链

,

因此
,

〕叭翻 口“ “! } , 6关H 门“认 )
,

使得

Fa,
,

“
·

C)》
一

青
又H 自G 丈刀‘)紧 又i= l , 2 )

,

可不妨设
a 。

” a 〔H 自G (, 1 )b
,

、b〔H 自G 勿
:

)
,

由引理 2
.

2知 a 一 b
,

此和 叩
.

对相矛盾
.

由此知 (2
.

5 )成立
.

现令E
‘
一勿〔y

:

H 门C 甲、仁H 自G 口‘)于
、
i一 1

.

2 , .

则显然有 从任E ‘J 一 1
.

2 )
,

且 〔, , ,

, : 〕仁 E l U E
: .

又由‘艺
.

3 )知石
, ,

E
Z

均为y 中不犷
一可链子集

.

于是由Y 的D a d e ki n d 完备性知
,

3 k〔{ l
, 2 }

, 刀。
〔E 。 ,

使 叻
‘, , 。

)二E
‘,

其中‘C凌l
, : }\{掩}

.

不妨设k二 1 , 从而 刀。
〔E I ,

[万
: ,

, 。

)〔E
: ,

故

抑
‘甲‘川

‘ (
加 下

H 自C 、夕z 仁汀门 G 、刀2 “ ,

丫刀〔〔刀
2 , 夕。)

户

戈2
.

6 )

再由沙
: , 刀。〕可链知

,

V 。〔N
,
日p 丧 [夕

2 , 从
;

使

‘, 一 。。

(音)
> 卜告

从而易知 P
”

”g 。 .

机

又丫义
“‘, ⋯ , “。 }仁 L”“, “。 , , 由于 Y足 “工D “d e k i“ ti 完备知

, ;

口
,

己u ‘
, “。 口 L“2 ·

“。少爷小
.
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从而 日歹〔[。‘, 刀。)门 [夕: , 夕。

)(‘= 一, 2 , ⋯ , m ) ,
故由 (2

.

3 )和 (2
.

6 )知

H 自G 勿)c H 门 (G (
“‘
)U G (, 。

))门(H 门G 留
:

))仁月 自G (u ‘) (f= 1 , 2 ,

⋯
, 。)

.

又打

门G (歹)铸小知 日H 门G (u ‘)铸小
.

由此知 {H 日G (夕)
: , 〔〔夕: , 刀。) }具有限交性质

.

再由 H 日

G ‘“,紧 V “〔y
气

(〔
泉

,

。。

厂
自‘(“)举中

·

于是 日‘
。
〔X

,

使x 。

气
。〔
况

,

。。

厂
。‘(“’〔.gl H 门“’

·

)
·

一方面
,

由火。〔G (P
,

)
,

V n〔N 知P
”
任6

一 ’、x 。 ;
,

丫。〔N
.

故{夕
,

}仁 G
一 ’Lx 。

)日勿
2 , 夕。〕

.

由

P , ”刀
。

和条件 (111)知刀
。
〔G

一 ‘

(x
。

)
, 即 x 。

〔G 山
。

)

另一方面
,

由 x 。
〔11 门G 扭

:

)和 (2
.

1)知 x 。

诺H 日G 份
, ) ,

再 由(2
.

6 )知 x 。

班刀 f{ G 仁夕
。
)

,

从而 二。

磋C 口
。

)相矛盾
.

由此矛盾知{G (功
: , 〔y }中任意

。+ 1个元之交非空
.

由归纳法原理知 {6 、功 : 召〔y }具有限交性质
.

又由‘具紧值知「16 (川子小
.

夕〔y

推论 2
.

1 设 (X
,

了 刁 )是一具有连续卜范数△的概率这间空 间
,

(Y
,

亨
,

刀 )是一具有

连续 : 一范数刀的强 D a d eki n d完备概率区间空间
,
G : y o Z叉 具非空紧的 砰一可链值

.

如果

V x 〔X , G
一 ’

(x) 是区间闭的
,

且 l \G
一 ’

(叼 砰
一
可链

.

则 门G 、川 护小
.

夕〔 Y

推论2
.

2 设 (x
,

了
,

刁 )是一具有连续卜范数刀的概率区间空 间
,

Y 是具连续 卜范数刁

的概率狱范线性空间、茗
,

亨
,

刀
.

,

的非空巴子集
,
G : y 、 : ’具琳空砰

一

可链值
.

如果 丫 x ‘X ,

G
一 ’

(二 ) n e o 切
1 , 夕,

}为 e o 佃
, , , :

}中相 对 闭 集
, 丫 夕 , 刀2

〔y
,

且 夕\G
一 ’

(x )凸
.

则 n G 勿 )
口〔t

子小
。

证 V , , , 万2
〔Y ,

令 [v L , , :

j
:
= e o 切

l , , :

} , 则由命题 1
.

2 知丫是强 D a d e k in d 完备的

概率区间空间
,

从而
,

结论 由推论 2
.

1得出
.

注 定理2
.

1和推论 2
.

1
,

推论2
.

2是概率度量空间土第一次趁立起来比 K K M 一 多定理
,

它们推J 了近

年来所出现的定理
.

三
、

极大极小不等式

定理3
.

1 设 (X
,

了
, 刁 )是一具有连续 t一范数J 的概率区间空问

,

(y
,

歹
,

了)是具有

连续t一范数刁的强D a d e ki n d 完备概率区间空间
, 职

(i) V A 〔/ (y 、, V : 〔Z
,

自{x 〔X } : 切 (x
,

: X x y o Z
,

如果

刀)》叶
一

可
一

链 ,

(11) V 夕〔y
,

切‘
· ,

夕)上紧 ;

(i iij V x 任X
, 切 (x

,
·

)概率凸且在 I 的任何概率 区间上是」:半连续的
.

则

z , ,
= “u p in f切 (x

, , ) = in f s u p 切 (x
, , )

:
= z ‘

‘ C X 口〔 Y 岁
一

Y : 一

X

证 先证z. 》
二份 :

设相反
,

则有介 < 尹
,

由Z 的稠性密知
,

日u 任Z 使介< “ < 尹
.

现作集值映射G
:

y ”吓

如下
:

G ‘g )
,

~ {x 〔X : 切(x , 夕)) u } 气V , 〔Y )

由条件恤i) 知
,

V g 〔犷
,

G (川紧
,

由
‘,

的取法知
,

V g 〔犷
,
心 {州 子小

。

又由条件随)知
,

定理

2
.

1的条件(i) 满足
.

又V x 〔X
,

有
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Y\G
一 ‘

(x )= {夕〔Y
: 切(x

, 夕)< a }

于是由叫 x ,
·

飞概率拟凸知
,

y\G
一 ’

仪) 牙一可 链
.

即定理 2
.

1的条件 (ii) 满足
.

又对 y 中任何

概率区 lbJ 勿
: , , 。

j
,

G
一 ‘ x )门叻

, 刀2

」= {g 〔[ g : , , 2

〕: 甲(x , 夕户》 a }
,

从而由切(x
,

·

)在I/ 中

任何概率区间上是上半连续的知 G
一 ‘

_

劝 n 叻
, , 9 2

〕为〔,
, , , :

〕中相对闭集
,

即定理 2
.

1的条件

(111)满足
.

于是
,

由定理 2
.

1知 门G 又夕)笋小
.

从而 刁勇〔G (, )
,

V 夕〔Y
.

即 甲(牙
, 夕)) a ,

V 夕
夕〔 Y

〔Y
.

故in f切 (牙
,

y) 》 a ,

因此
, s u p in f切 (x’ 功 > a ,

即z , 》a ,

此和
a 的取法相矛盾

.

由此
f 〔Y 公〔X , c y

矛盾知
2 .
)

‘
气

另一方面
,

显然有
2 , > 2 . ,

故介 = “苦 ·

推论3
.

1 设 (X
,

了
,

刁 )是一具有连续卜范数J 的概率区间空间
,

(乙 亨
,

J )是 具连

续卜范数J 的强 D a d e k in d 完备概率区间空间
,

叭 X x y , 2
.

如果

(i) V g 〔Y
, 甲(

·
, 梦)上紧且概率拟凹 ;

(ii ) V x 〔X
,

州 x ,
·

)概率拟凸且在Y 的任何概率区间
.

上是上半连续的
.

则

s u D in f. (x
。 u ) = in f s u n 田(x

_ “、
苦 〔X r 〔 Y 夕任 Y 名〔 X

推论3
.

2 设 fX
,

了
,

才 )是一具连续 卜范数J 的概率区间空间
,

(茗
,

亨
,

J )是一具连

续t一范数J 的概率赋范线性空间
,

Y是君的非空凸子集
,

华 :

x x y o z
.

如果

(i)

(11)
1 乞

V , 〔Y
, 甲价

,

功上紧且概率拟凹 ,

V x 〔X
,

叫 x ,
·

)拟凸且在犷的任何线段上是J

。u p in f切戈x
, y)二in f s u p 甲(x

, 夕 )
盆任 X 夕‘Y 夕C Y 二〔兀

由命题 1
.

2和推论 3
.

1即可得出结论
.

半连续的
.

则

注 推论3
.

1( 从而定理3
.

1和推论 3
.

1) 不仅包含了 V o n N e u m 翻叮 7」中的主要结果
,

即定理 A
,

而且

将V
.

K o m or ini k〔6』中的定理 3 推广到概率区间空间
.

四
、

截 口定理和匹配定理

下面的截口 定理和定理 2
.

1等价
.

定理4
.

1 (截 口定理 ) 设 (X
,

了
,

J 少是一具有连 续 t一 范数刁的概率区间空间
,
(Y,

亨
,

刀)是具连续卜范数刁的强D a d e ki n d 完备概率区间空间
,

A 仁X x Y
.

如果

(i) V 夕〔Y
,

截 口A 勿)
:

= {x 〔X :
(x

, 夕)〔A }非空紧
,

且 V S 任了(Y )
,

门A (, )可链 ,

ii ) V x 〔X
,

A 咪)
:
= {, 〔Y

,

(x
,

功〔A }是区间闭的
,

且y \A 伙)

口〔夕

W
一
可链

.

则 日云〔X 使 {科 X Y 二 A
.

证 定理 2
.

1今定理 4
.

1 :

V 刀〔Y
,

令‘(功 = A (川
,

则丫 x 〔X
,

有“(刘 = A (x )
.

于是
,

在定理 4. 1的条件下易

验证定理 2
.

1的条件满足
,

从而 由定理 2
.

1 知
,

丑牙〔G L功
,

丫 , 任y
,

即 〕无〔X
,

使体 } x y

仁 A
.

定理4
.

1今定理 2
.

1 :

在定理 2
.

1的条件下
,

令A 一遗活
,

川任尤 x 玉 : x 〔G 扭
,

}则A (川 ~ G 口少
.

A 林)= G
一

‘
(x)

’

V x 〔X
,

V 刀e
厂 .

于是易验证定理 过
.

! 的条件满足
,

从而
,

由定 理 ‘
.

1 知
,

3 云〔X
,

使标 }
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x y 〔A
.

即 (至
,

g )〔A
,

V , 〔Y
.

亦即至〔n G (功
.

故 n G (功特小
.

夕C Y 夕〔Y

推论4
.

1 设 ‘X
,

了
,

J )是一具连续t一范数刁的概率区间空间
,

续 t一范数J 的强D a d e ki n d 完备概率区间空间
,

A c X x Y
.

如果

(i) V 夕〔Y
,

截口 A (, )非空紧附
一可链 ,

(11) V x 〔X
,

截口A Lx) 区间闭且Y\A (x) 牙一可链
.

则 3 牙〔X

9 57

(y
,

亨
,

J )是一具连

使笼牙} X Y c= A
。

注 推论4
.

1将K y F r.n 【3』中的截口定理推广到了概率区间空间
.

推论 4
.

2 设 (X
,

了
,

J )是一具连续卜范数刁的强D a d e ki n d 完备概率区间空间
,

A 〔X

x X
.

如果

(i) V 刀〔X
,

截 口 A ,
(夕)

:
= {x 〔X :

(x
, y )〔A }紧万一可链 ,

(ii ) V 二〔X
,

截口A
Z

件)
:
= {y 〔X

:
(x

,

川〔A 卜区间闭且X \A
:
(x) 万

一
可链

.

则或 日至

〔X 使(至
,

幻 班A或 日至〔X 使 {科 x X c= A
.

证 若V x 任X
,

恒有 (x
,

x) 〔A
,

则推论4
.

1的条件满足
,

从而 由推论4
.

1知
,

刁牙〔X
,

使

王科 x X c A

定理 4
.

2 设 (X
,

了
,

刁 )是一具连续卜范数刁的强 D a d e
ki n d 完备紧概率区间空间

,

(Y
,

亨
,

J )是一概率区间空间
,

H
: X , 2r 是具紧开值的集值映射

.

如果

(i) V 义〔X
,

H
c

(x )
:

~ Y\H (x ) 附
一
可链 ,

(11) V y〔Y
,

H
一 ‘
(g )区 Ib] 开 ;

(111) H (X )二犷

则 V s〔罗气X
,

y )
,

或者 日托X 使
:
(X ) n 万

“

(引二小
,

或者 日xl
,

介〔X 和x0 〔[x 1 ,

介〕使
: 一 ‘

(H
o

(x
。

)门H (x
,
)门H (x

:

))笋小
.

证 V s〔罗气X
,

Y )
,

若 丫 x 任X
,

但 有
: (X , 门刀

“

(x )袭小
,

则 令 G (x) ~ H
。

(x)
,

有

“G
:

X ” 2x 为具非空闭值的集值映射
,

由条件 (i )和
s〔罗气X

,
y )易知 : 一 ‘

G 满足定理 2
.

1的

条 件 (i)
.

又 V x〔X
,

(
s 一 ’

G 犷
’

(x )二 G
一 ‘

(s (x ))= X \万
一 ‘

(s (x ))
,

于 是 由 条 件 (11)知

(
s 一 ’G )

一 ‘

(大 )区间闭
,

即s 一 ‘
G满足定理 2

.

1的条件 (111 )
.

下证 3 x l , 义 2

〔X 和 x 。

〔[ x , , x :

]使
s 一 ’

(H
C

(x
。

)门H (x
, )门H (x

:

) )笋小
: 若不然

,

V x , ,

x : 〔X
,

V 戈〔[ x , , x : 」有
s 一 ‘

(万
c

(x )门万 (x
l
)门H (x

:

) )= 小

则V z 〔s 一 ‘
(万

“
戈x ))

,

有
s
(
:
)任H (x

l
)自H (x

:
)

,

故
s
(
: )〔汀

“

(x , ) U 万
c

(x
:

)即
z 〔s 一 ’G (二

,
) U

“ ’
G (x

:
)

,

从而
: 一 ‘

G (川 仁
: 一 ‘

G 〔x) U : 一 ‘
G (x

:
)

,

于是由引理 2
.

1知 : 一 ‘
G 满 足定理 2

.

1的条件

(11)
.

于是由定理 2
.

1知 n : 一 ‘G (x) 笋小
,

故 n G (x )手小
.

即 Y\H (X )笋小
,

此和条 件 (iii )相
二〔 X 子 〔X

矛盾
.

由此矛盾知定理的结论成立
.

推论4
.

3 设 (X
,

了
,

J )是一具连续卜范数J 的强 D a d e ki n d 完备紧概率区间空间
,

11
:

X , 2x 为具开值的集值映射
.

如果

(i) V x 〔X
,

万
c

(x ) 牙一可链 ;

(11) V , 〔X
,

11
一 ‘

(g )区间开 ,

(i ii ; H (X )二X 且V x 〔X
,

H (x) 关 X
.
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里兰生
-鱼

一

竺鱼
一
堡 鲜

- - 一~ - -

一
~ 一 ~ 一一一一 -一- 一一

WIJ 甘戈 , , 戈:

〔X 和大。〔〔x , , x : 〕使H
‘

(x
。

)n H (x
,
)n H (H

:
)铸小

.

证 在定理4
.

: 中取 s
为X 上的恒等映射

,

取 y ~ X
.

则显然定理、
.

: 的条件全满足
,

且由

于 V 男任X
,

H (x) 特X 知 :
(X 、仁H

口

(劝笋今
,

V 浑〔X
.

于是由定理4
.

2 即知 刁二 , ,

丸任X 和x0 〔

〔x l , x Z〕使

注 定理4
.

配定理相比较
。

H 叹x 。

)门H (义
,
)门H (x

:
)今中

.

2是概率区间空间中的新型匹配定理
,

它可以和Pa r k [s ]
,

F a 。 [ 4 ]
,

C五a n g 一M a [ 1 1中的匹

定理5
.

1 设 (X
,

了
,

五
、

重合点定理和不动点定理

刀、是一具连续卜范数刀的强D a d e k in d 完备的紧概率区间空间
,

(Y
,

亨)是一概率度量空间
, 正 留钊X

,
犷)

,
‘

:

X ” 2r 具紧闭值
.

如果

V A〔声 (X )
, 自G (

x )可链 ,

V g 〔Y
,
‘

一 ‘
(功 区间闭 ;

)
:
丫x ) n ‘(x )今小

,

v x 〔X ;

) V x 〔X
,

X \G
一 ‘(s (x 、、 牙

一
可链

.

)i)�Vn(i(i(i(i

则 3 无〔X 使
: (无)〔G (引

证 考虑集值映射 ;
一。

:
x 、 2 : ,

由。具紧闭值及条件( 111 )知 : 一‘具斗。空紧值
.

又由条

件 ( i )及
s〔了 朴 (X

,

的条件 (111)和 (11)
,

y 、知犷 ‘G 满足定理 2
.
l的条件(i 、

.

由条件 ( 11) 和 犷iv 、知 f “满足定理 2
.

于是由定理 2

.

、知 自s 一 ’G ( % )钾小
,

从而
日勇〔X

,

使牙〔
: 一 ‘G (劝

,

V x 〔X
,

V x 〔X
,

故
:
(司〔G (至)

.

定理5
.

2 设 (X
,

了
, 刀 )是一具连续卜范数刁的强 D a d e kl n d

(y
,

亨
,

才 )是一概率区间空间
, G : X 、 2r 是具紧开值的集值映射

,

完备紧概率区间空间
,

s〔兮 肠
(X

, Y )加果

V 二〔X
,

Gc ( x)
: 二Y\G (x ) 砰一可链 ;

11) V x 〔X
,

G
一 ‘

(
:
(x )、区间开且砰

一
可链 ,

111 ) G (X )二 y
.

/口、、
.

了、、
‘

了.、

则 3 云〔X 使
:
(川〔G (到

.

证 检查定理 4
.

2的证明可知
,
当 s〔矿 肠 ‘X , y 、事先固定后

,

将定理 4
.

2 的 条件( i妇换

成
:

H
一 ‘

(袱x) )区间开
. ”

定理 4
.

2的结论成立
.

x : ]
,

若 : 〔s 一 ‘G (劣
1
) 自

s 一 ‘G ( x
:
)

, 则 s
(
z 、〔G 咬戈、”自G ( x :

j,

故 扭
; , x Z

}‘ G 一 ‘
(
:
(
z ) )

,

由 于 G
一 ‘f:

(
:
) )不

一
可 链

,

故 [ x , , x : 」〔‘
一 ’
(

,
(
二 )夕

,

从 而 x 任

G
一 ‘
(
: ( : ) )即

s
(
二 )〔G (二)

,

亦即
: 〔s 一 ‘

G ( x 、
.

因此
, s 一 ‘

G ( x
,
) 门

s 一 ‘G (二
:

) c f
’
G (二)

.

又s 一‘

〔G
c
( x ) )

二X \: 一 ‘
G ‘

、

x )
,

故
; 一 ’

(G
c

咬% ) 自G ( x l , 自G ‘义 : 、) 姜小

于是
,

由定理 4
.

2 知
, 日牙〔X

,

使 s {X ) 自G
C

(牙 )
二小

.

即 s又X ) c G 咬￡)
,

从而
, ; (厉 )任G ( 勇)

.

,

则得下面的不动点定理
.

默草念群广雪{燮黑)
才

糯默二默莞备
紧概率区

岭
间

X o Zx 具开值
.

如果
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(1) V x 任X
,
‘

“

(x )
:
= X \G (x) 牙

一
可链 ,

(ii ) V x 〔X
,

G
一 ‘

汉 )区间开且不一可 链 ,

(111 ) G (X )= X
.
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