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摘 要

本文提供了一个求解任意形状弹性薄板弯曲的新方法
,

在求得了极坐标系中弹性薄板弯 曲微

分方程的精确解后
,

将解代入薄板的边界条件
,

利用 F o ur ie r 级数将边界方程展开
,

可确定出各

待定常数
,

所得结果是精确的
.
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一
、

引 言

弹性板是航空
、

航天
、

建筑
、

桥梁和机械等工程中的基本结构
,

多年来
,

弹性薄板的受

力及变形分析一直是人们感兴趣的问题之一
,

取得的成果是丰富的
〔”

.

到目前为止
,

除了有

限差分
、

有限元和 G al e r ki n 法等通用近似解法外
〔2 ’,

其它解法
,

特别是求精确解的方法均

是根据结构的形状特点建立起来的
「“’、t 瑞’, 只能适用于某类特殊形状的弹性薄板

,

并不 具 有

通用性
.

木文提出了一个求解任意形状弹性薄板弯曲的新方法
,

结果是精确的
.

二
、

微分方程的解及边界条件

考虑如图 】所示的任意形状的弹性薄板
,

在极坐标系
r ,

夕中
,

任意载荷作用下弹性薄板

弯曲的微分方程为

△△二” q / D (2
.

1)

式中
, 、(

r ,

即是薄板的挠度
,
八是二维L a p la c e算子

,
D 是薄板的弯 曲刚度

, q (
r ,

0) 是作

用于薄板上的任意外力
.

如将q (
r ,

0) 展成关于e的F o u r ie r 级数
,

有

、..

!!
了

。(r ,
口) = E E Q篇(

r )动篇(口)

了一 1 ”

(2
.

2 )
Q“

·
, 一 (‘/ 二 , (}

, 。(一“)、‘〔“, d “

幼孟(8 )= e o o n s
,

功三(0 、一 “in o o

朴
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圈 、 任愈形状的弹性琳板

设方程 (2
.

1) 的解为

功 ~ E 、 , ,

。 , = 艺
‘ 二

[牙言
。

(
r

)+ 附 f
。

(
r
)〕叻篇(0) (2

.

3 )

式中
, ‘。一 z / 2

, ‘。

~ , 当n
》 ,

,

E
。,

牙名
。

(r
)功J(0 )是 方程 (2

.

1 )的非齐次特解
,

艺
‘。

才萝
。

(
r
)

·

召 (6) 是方程 (2
.

1) 的齐次通解
.

对于无孔的薄板
,

如将极坐标原点取在板内
,

考虑到原点无

奇性要求
,

可求得

平r
.

(
r
)二 A 言r ”

+ C 若r ” + 2

(2
.

4 )

式中
,

A J
,

C君为待定的积分常数
.

为便于描述薄板的边界条件
,

对边界厂上的任意一点 尸
,

引进局部直角坐标系O劫
,

使君

轴和刀轴分别平行于尸点处沿边界厂的法线和切线
,

对于边缘挠度为零
,

转角受弹性约束的弹

性薄板
,

其边 界条件为

(田 )
: 一。

,

。

噜
+ ·

会)
: + K

瞪)
: 一 0

(2
.

5 )

式中
, v
为泊松比

,

K 为扭簧的刚度
,

K = oo 代表固支边
,

K ” o代表简支边
,

对自由边也可

写出类似的边界条件
.

设边界厂上尸点处的法线与x 轴的夹角为 占
,

则平面上任一点的极坐标
r ,
口和直角坐标占

, 粉的关系为雪二 rc o s( e一 d )
, 刀= rs in (0 一句

,

应注意此时的d是与
, 和 O无

关的常数
.

设薄板边界厂的方程为
, ~ R 〔幻

,

则 (2
.

5 )式可写成

切(R
,

0 )~ o

r口
2 切

, 。 ,
。 。 、 . , 。 。 、 ,

/ l 日田 口么田 、

嘴一下, 万, } C O S
“

《以一 d )十 p S in
一

(口 一 d ) 1十 I 一万 一言万 ~ 一一 , 二 ~ 下币可 l( l一 梦 ) S l n Z t 廿
L 口 r - 一 、 ‘

’

一 \ r 一 0 口 r口 r口口 /
’

。 、
.

1 1 口脚
.

口2切

一 O J 十 . —
一二; ~ ~ 十 一二二: 而犷 -

\ r O r r 一 0 口 - )
〔“‘n ““一“) + , c o “““一 “,〕 (2

.

6 )

+ (荟、「粤
-

e o s (。一。)一嘿
。in (。一 。) 1飞 一。

、口 , L o r
、 ’

r 口口
‘

」) r 一 盆(e )

三
、

边界条件的Fo ur ier 级数展开

将(2 , 3 )
、

(2 ,

4)两式代入(2 . 6 )式可得到
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兄 E
‘。 [平‘

”

(R ) + A 君R
”

(0 )+ C 蓄尸
”‘“

(0 )〕功才(o )。o

I , 1 招

(3
,

1 )

艺 E
‘。 [ G 了

,

(尸
,

0 )+ A才
e
才(尸

,

e) + C 才f才(R
,
0 )卜。

式中
,

‘。,

衬嘿
丛: C 。。2

1。
一。)+ , 。in Z

(。一。) : + 二了掣彝
: 一竺二 :

”

、〔
。in 么。。一。)

、 口 了 r 、 O r r ,

+ , e 。。么(。一。)z +
(荟、旦翼毕

。。。(。一 。)飞
e o s。。+

f二「(
; 一 , )

、
刀 , o r

一

, 一 a (e ) 气r L
’

.

(黔
一

告牙‘
·

)
S‘n Z (”一“)+

(E)
附。一, n ‘“一“)

]}.
, , 。, 〕“n ·“

e二二。R 一
“

{ [ (一
v

)(
n 一 1 )e o s Z(0一占) + (K / D )R e o s (0一占)le o ,s ”8

+ 〔(l一 ,
)(

n 一 x )s in Z (0 一占) + (K / D )R 日in (0一 J)」s in ”夕}

f二= e 乏
+ :

(3
.

2 )

当j= 2时
,

仅需将上式中的 c o o no 用s in , e
,

ai n ”e用一 c 。助0分别代替即可得‘落
. , 。乏和只的

表达式
.

如板是关于x 轴对称的
,

将(3
.

1 )
、

(3
.

2 )两式对 8 F o u r ie r 级数展开
,

有

E E (川 S添+ 创斗么)似 (0 )二 一艺 E 尸才. 价荔(0)

E 艺 (A 才S添 + C篇S类认)功篇(e )二 一 E 公 Q篇
. 叻孟(0 )

(3
.

3 )

式中
,

S二认= (2 / 二 )
‘。‘。

R
”

(0 )功才(0 )功蕊(8)d 夕
介o汀o万o万。介o万o性广‘.,

�户..、,,
产‘.龟产‘、护. ,
r户t,t、.户. .,、�

了盖盘~ ( 2 / 二 )
。。‘。 R

, 干 “

(0 )价若(口)功篇(0 )d s

S蕊 = ( 2 / 二 )
‘. ‘。 e二(R

, B)功孟( 0 ) d s

( 3
.

4 )

S监 , ( 2 / 二 )
‘。‘。

f篇(R
, 8 )功盖(0 )d o

P 篇。 , ( 2 /二 )
‘。 〔 。

附考
。
( R )功才( 0 )功盖(0 ) d s

Q浮。 = (2 / 二 )
‘。‘, G 孟

。

(R
,
0 )价篇(B )d s

以j= l为例
,

截断 ( 3
.

3 )式
,

取m , ”~ o , l , 2 , 二 ‘,

N
,

可得一 2 (N + l )阶的线性代数方程

组
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S扩必;

斗}

S 扎
·

⋯
嗽

S 姗 男介

。
S言; S重;

S忿l

......

⋯⋯

(3
.

5 ,

兄 Q二
,

..

⋯
,

;
.

⋯

夕沁 又i..
· · · ·

⋯ ⋯

由上式可解出A 吉
,

A }
,

⋯
,

A介和 C急
,

C 于
,

一
,

C协 当j~ 2 时
,

取 m , ” = l , 2 , 3 ,

⋯
,

N
,

可得一类似的ZN 阶线性代数方程组
,

同样可解 得 A l
,

A委
,
⋯

,
A寿和 C委

,

矶
,

⋯
,

C介
.

将计算结果代回 (2
.

3 )
、

(2
.

4 )两式即得板的挠度方程
.

如果薄板对x 轴是非对称的
,

也

可得类似的结果
,

只是计算更复杂一些罢了
.

四
、

结 束 语

本文提供了一个求解任意形状弹性薄板弯曲的新方法
,

解是精确的
,

在具休计算时
,

只

要把级数项取得足够多 (N 足够大)
,

可得到任意要求的精度
.
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