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摘 要

本文讨论了求解密集型线性方程组的两种并行算法
.

这两种算法都在下上单元(LU )分解法

的基础上使用了前向和后向置换进行的
.

这些算法在数值上是稳定的
,

并在顺序平衡机上用各种

处理程序进行试验
,

都得到良好效果
.

关越词 下上单元(LU )分解法 前向和后向置换 多指令多数据程序 (M IM D程序)

多任务 理论时耗估价

引 论

线性代数的中心问题之一是线性联立方程组的求解
.

在未知数等于方程式数时的情况尤

为重要
.

这里将研究线性方程组

姓尤一 b (1
,

功

的求解问题
,

其中A为
n x n矩阵

,

而 x 和石都是
” x l列矢量

.

在一个顺序计算机上
,

高斯消去算法要求乘除
。3

/ 3 十 0 (
。么
)次

.

S a m eh 和 K u c k “
’

曾证

明
,

在多指令多数据并行机上
,

在P二 (
n 一 1)

“

种处理程序 中
,

最有效的程序只需乘除 3 (
n 一 l)

次
.

L o r d 及其同人〔“’曾在H E P (高能物理 ) 计算机 (P一 8 )
〔“了上对许多算法进行了测试

,

他

们认为P ~ (。一 1)
“

是不适当的
,

并在P= 〔n/ 2 〕的假设下
,

对高斯消去法重新进行了考核
.

他

们证明
,

算法需要乘除 矿 一 1次
.

它们的加速比是恤
3

/ : ) / (。
2 一 1)”n/ 3

,

而他们 的 效 率 是

(n / 3 )/ (
n / 2 ) = 2 / 3

.

D a v ie s 〔‘’的早期工作采用了列 L U 因子分解法
.

人们对以列因子为基础的方案持反对

态度
,

原因是在后 向 (反向) 置换时
,

人们很难采用并行计算
.

它只在处理程序 数 量 很大

时
,

才是有意义的
. ‘

,

二

本文的 目的是在求解线性方程组 (1
.

日时给出新的顺序和并行计算法
,

我们使用了
:

(a ) 顺序和并行L U 一分解法
;

(b) 顺序和并行分块 L U 一
分解法 ;

接着还使用了前向和后向置换
,

并对这些算法进行了理论时耗估价

二
、
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在理论
_

匕 可以证明并行L U 一
分解的时耗近似地为

(3。 + 一)t
, + 。

(3
0 2 + 6 n + 7 ) r ,

/ 2 + (
n s + 4。“

)t
r / ZP

其 中, 《” , ‘·为会合时间
, ‘.

为一个浮点数的分布时间
, ‘,为一次运算所需时间

, ” 为方程棍
的大小

,
P为处理程序数

.

当P二 , / 2时
,

算术运算的次数是O (矿)
,

于是
,

加速比为 (矿 / 3 )/n

二 , / 3 ,

而效率二 (
” / 3 )产(” / 2 ) ~ 2 / 3

,

它和 L o r d 及其同人
r ‘’
找到的是相同的

.

在共享存储

机中
,

P《n ,

而加速 比~ (
n 3 / 3 )/ (

n 3 / ZP) = ZP / 3
.

在平行分块 L U 一分解法中
,

所需算术运算次数
,

业已证明为 O (功
sq “/ P)

.

我们可 以 证

明
,

在顺序分块 L U 一
分解法中

,

所需算术运算次数应该是 0 〔。
‘
护)

.

所以
,

加速比= 切 ,

护/

(:。3q 8 / p )二。
Z
p

,

它和切的大小有关
.

我们必须指出
,

本文提出的 L U 一
分解算法和分块 L U 一

分解算法也都适用于多道处理程

序
,

而且
,

我们也证明了
,

对于求解线性方程组而言
,

分块 L U 一分解算法
,

比 L U 一
分解算

法还要快
.

二
、

顺序和并行LU
一

分解算法

线性方程组月大 = b
一

可以分三步求解飞

(a) 分解A = LU 成下三角矩阵L和上三角矩阵U 的乘积
,

(b ) 解L y 二b (前向置换) ,

(e ) 解U 尤~ y (后向置换 )
.

我们将在下文描述所推荐的顺序计算
:

下述算法是把矩阵A 的系数分解为L和U 的系数
,

其中 L 的系数 儿,为输入项
,

当 ‘二 2 ,

3 , ⋯
, 。 , j= l , 2 ,

⋯
, f一 l时

,

l‘, = a ‘, , 当i ~ l , 2 , 3 ,

⋯
, n
时

,

l‘: ~ 1 , 设U 的系数为

。‘, ,

当‘二 l , 2 ,
⋯

, 。 , j二公
, f+ l ,

⋯
, ”时

, 。‘, ” a ‘,
.

F o r ‘ in l,

一
n 一 1 1 0 o P

F o r j in f + 一,

⋯
, n lo o P

a , ‘:
= a , ‘/ a ‘。,

F o r k in i + x ,
⋯

, n lo o P

a J告 : = a J七一 a J‘X a ‘奋 ,

E n d lo o P ,

E n d lo o P ,

E n d lo o P ,

这一算法需算(。一 l) 步
,

约要付出矿/ 3乘除次数的时耗代价
.

前向和后向的置换算法应该如
一

厂
:

F o r 1 in l ,

一
, , lo o P

之‘:
= 夕‘,

E n d lo o P ,

F o r j in z,
⋯

, n 一 1 lo o P

F o r ‘ in j+ 1 ,
⋯

, n lo o P

2 ‘宝~ 2 ‘一 a ‘z X Z j ;

E n d lo o P ,
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E n d lo o P,

F o r 公in r e v e r s e x ,

⋯
, ” lo o P

x ‘ :

= 2 ‘/ a “ ,

E n d lo o P ;

F o r j in r e v e r o e Z ,
⋯

, n lo o P

F o r 1 in r e v e r 吕e l, ⋯
,

j一 1 10 o P

劣‘: 二劣‘一 (a “ / 。
‘, )X 大, ,

E n d lo o P ,

E n d lo o P ;

上述程序在一开始就把y写成名 ,

这样就求得幻
.

在计算介
,
‘~ 2 ,

一
, ”
时

, 甸和从(, 自 )
,

‘

二 2 ,
⋯

, 。是必需取用的
.

最后
,

用 x
,

~ : ”

/a
。 .

计算求得 x 叭 前向和后向置换所付出的时耗

代价是口(
n “
)

.

在实际操作中
,

我们需有固定数量的处理程序P
,

它们和矩阵大 ,J劝是无关的
.

而且
,

并

行性的专用编组提牙口方程组有关的
.

我们可以把矩阵A 分成若干行
,

每行有不 同的任 务
,

可

以将所需计算并行进行
.

我们曾用 A d a 语言 (美国国防部的标准高级语言 ) 实施这种算法
.

A da 语言提供了描述 M IM D 并行算法的任务条件
,

而且并不要求同时满足任务数和程序数

完全相等这一限制
.

并行算法如下
:

用多任务并行地处理单行的办法重写土述算法如下
:

T h e 七a s k r e q u ir e d to t r ia n g u la t e th e m a r七ix A 1 5

A e e e Pt Piv o 七 r o w (萝)
,

e lim in a七io n r o w (j)
, i ,

e o m Pu 七e 七h e m u l七iPlie r s

F o r j> i
,

k> ‘ d o

a , . : = a J

一
a , ‘X a ‘介;

r etu r n r o w j,

主程序为

F o r 1 in l,

⋯
, ”一 1 lo o P

fo r j in i+ l,
⋯

, n lo o p

。e n d r o w (‘)
, r o w (j)

,
‘七0 fo r w a r d o lim in a七io n 七a s k ;

E n d lo o P ;

e o lle e七 m o d ifie d r o w (j)乡

E n d Io o P ;

E n d lo o P ,

这里涉及的并行性是很直接前进的
,

但我们必须指出
,

任务数完全由
。
决定

,

任务数并

不等于程序数
,

而且也无法控制编组工作
.

前向置换的任务
,

给出如下
:

A e e ePt 七h e v e e七o r y ,

S e t 2 . == 刀‘, 玄, 1一 2 ,
· , ·

, ” ,

R e tU r n 名 ,

A e e ePt a ‘, , 之 ,
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之‘:
= 之‘一 a ‘, 火 之 , ;

R e七u r n z ‘岁

后向置换的任务
,

给出如下
:

A e e eP七 a “ , 之 . ;

C o m p u te 戈 . = 之‘/ a “ , f= l , 2 ,
⋯ , ”

R e七u r n x 。,

A e e e Pt a ‘, , x J ;
,

C o m P u te 义‘ :
= x ‘一 (

a , , a ‘, ) 只 大 , ;

R e tu r n 戈‘;

上述任务显示了矢量名的并行计算
.

初始
,
有下述各步进行对才~ 1 ,

⋯
, 。的并行计算,

先是朴石从幼然后健夕
‘= 二‘一 。‘, x : ,

对j二、十 1,
·

⋯
, 。
进行并行计算

.

用后向置换求得x 。

值
,

再把沐
,

置换入其它任务中
,

从而修正了右侧的数值
.

并苛礼U 一分解法的理论时耗估价是由算术运算时耗估价 , , ,

会合时耗估价 , , ,

数据分布

时耗右细组合而成
.

业已在顺序平衡计算机上数度
, 名“
测量了这些时耗估价值

.

任务数在 1 到

8之间
,

有关程序数从 2 到 9
一

之间 , 其结果为t , 二 o : 25 毫秒
, t ,

~ 2毫秒
,

矛。 ~ 0
.

02 毫秒
.

L U -

分解法的并行算法总时耗为
n (3

n + 一) x t , + 。
(3 ”

2 十 6n + 7 )又 ta

/ 2 + (
n 3

+ 4 n 2

) ): tr / ZP
一

(2
.

2)

这里的程序数P《”
.

对一台顺序计算机 (并 设 P二 5 ) 而言
,

并行算法的理论时耗估价
,

当 。 , 100 时
,

约为
1 1 6

.

8秒
,

而对相 当于并行算法的最好 串行运算而言
,

’

估价约为2 2 0
.

8秒
.

于是
,

加速比约为

1
.

89
,

这和实际加速 比相当接近
.

三
、

顺序和并行分块LU
一

分解算法

让我们考虑一种把矩阵分块进行的算法
.

考虑方程组咬1
.

1)
,

把A 分成犷块
,

叨 x 二 ,

也 可以把矢量尤及b分为q块
,

每块的阶为 叨 x l ,

其 中q是块行的总数
.

每块的阶为

由于矩阵A 是

由块行 (1
,

⋯
,

动组成的诸多块组成的
,

而、和b是由块矢 ( l ,

⋯
,

’

引所组成的诸多块 矢 组

成的
。

对于没有主项的分块L U 一
分解法 (用三角形法的分块矩阵 ) 的程序算法为

F o r 1 in x ,
⋯

, g 一 1 lo o p

t r a n o P o o e (A
“ ,

Piv o t ) ;

t r ia n g u la t e (p iv o 七),

F o r j in ‘十 l,
⋯

, ” lo o P

tr a n s, 。s e (A洲乡 e h m ) ,

。o lv e (P iv o 七
, e lim

,

m u l七) ;

月” = m u 计 ;

F o r 冷 in 左二‘+ 1 ,
⋯

, q lo o P

A , * :
= A , 。一 m u lt 火 A 才。 ;

E n d lo o P ,

E n d lo o P ,
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E n d lo o P ;

上述顺序算法的理论时耗估价约为

q

艺功 2 +

了一 ‘+ 文 J 一 ‘+ 1

叨2

)〕/
3

的O

功
q-1艺l-l

它等于

E , .
(, 2
口+ (, 口)

“一 2 , 场i 一‘。么+ 功2 1么)/ 3

侣一 !

二切
‘

[g (g 一 1) + 口
么

(q一 )一 2 9 2

(q 一 1)/ 2 一 g (口一 z)/ 2

+ q (q 一 1)(Zq 一 1 )/ 6 ] / 3

二。6
(口

8 一 g )二O (切
. 9 8

)

求解L y = b的前向置换算法如下文
:

为了求解乙y = b
,

我们可以写成

y 二 b -

F o r ‘in Z,
⋯

, 9 lo o p

su m : 二 b ,

F o r j in a, ⋯ , ‘一 1 lo o P

日U 斑 : 二日U m 一柳 , , X y 沙

E n d lo o P,

y , . = S U m ,

E n d lo o P ,

前向置换法的理论时耗估价为
q ‘一 1

(3
.

1 )

名 乙 功么
= 田

么

〔(。
‘+ 。一 2 )/ 2 一 (、一 1 )〕

名一 么 心, t

= 功 么
(9

2

/ 2 一叮/ 2 一 2 )= O (。
2 9 之

)

下面是求解U 戈 = y的后向置换算法
:

T r ia n g u la te 刁。。,

S o lv e fo r L。, a n d U 。。 ,

F o r 1 in r ev e r s e l, ⋯ , g 一 1 lo o p

s U m :
, 0

.

0 ,

F o r j in r ev e r s e i+ z , ⋯ , 9 lo o p

吕u m : 二 s u m + 月r , x 韶, ,

E n d lo o P ,

刃‘: = y ‘一 日U m ;

S o lv e L‘. X 劣一t = , ‘,

U 一 x 留 . : 二岛”

后向置换法的时耗估价是
4

(3
.

2 )

.

, 切3 、

切
‘

l十- 二
一
卜=

J J J

切 a
(g 一 l)(sq + 2 )

6
二O (口

29 2
) (3

.

3 )
q

习
夕一 娜+ 生

矛
.,‘�艺同
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串行算法的总时耗估价为

〔、
5

(9
3一 g ) + 川 2

(g
见

/ 2 一 g / 2 一 2 ) + 叨 3

(g 一 x )(3 q + 2 )/ 6〕 (3
.

4 )

并行分块L U 一
分解法是在 【5 〕用多任务法给出的

,

其理论时耗估价为
:

(a ) 用来分解分块矩阵所需时耗为
Zq (q 一 l)(q + l) 又 t ,

/ 3 + q (g 一 1)(2 7 9 一 4 )山份
。

/ 6 + g (g 一 1) (3 9 + 7 )切
st, / 3 P

(b) 前向置换法所需时耗为

g (29 一 l) 火才
, + 口〔(3q 一 l) + (q 一 1 )田〕切 又才, + g (g 一 l)阴

2 义 t, / P

(c) 后向置换法所需时耗为

[口(g 一 x) + 2〕义 t , + g [ q (口+ 3 )二/ 2 + 39 (g 一 1 )。
2

/ 2〕又 t ,

+ q 〔9 0 5

/ 3 + 阴 2

(3 q 一 r)〕t
, / P

于是
,

我们所关心的算术运算时耗约为

(。
8q 3 + 。 2 9 2 + 叨2 9 )才

, / P (3
.

5 )

从 (3
.

1) 式
,

近似时耗为

[。
6口3 + 。么g 么/ 2 + 。 29 它

/ 2 ] t ,
(3

.

6 )

所以
,

当 n ~ 10 。
, q 二 20

,

和二一5时
,

用 5 份程序的并行算法所需理论时耗 (估价 ) (3
.

5 )约

为50
.

5秒
,

而串行算法所需时耗 (3
.

6 、是78 8
.

8 秒
.

四
、

结 论

本文所述的 L U 一
分解算法和分块 L U 一

分解算法同样适用于多重处理扒系统
.

它们由于

算术运算量很大
,

所以
,

也能达到很高效率
.

分块 L U 一
分解法一般比 L U 一

分解法快
,

所以

在求解线牲方程组时
,

应选用这一算法
.
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