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摘 要

在线性非局部弹性理论中
,

具有均匀常应力边界的裂纹混合边界值问题的解是不存在的
。

本

文从非局部场论的基木理论出发针对这一问题进行了研究
.

内容包括
:

对非局部能量守恒定律的

客观性
一

为考察
,

非局部热弹性体本沟方程 洲化导
,

非局部体力的确定以及线性化理论
,

得到了一

些新结果
。

共中
,

在线性化理论巾所推出
一

f寸应力边界条件不仅解决了本摘要开头所提到的问题
,

而且自然地包括了Bar e n bl at t裂纹尖端的分子内聚力模型
.

关键词 非局部场论 本构方程 应力边界条件 裂纹混合边界值问题

一 日l 兰全
、 J . 1二刁

线性非局部弹性理论 由于考虑了微观粒子间的长程相互作用
,

因此有可能架起沟通材料

微观结构与其宏观力学性能之间的桥梁
.

自它建立以来
,

在断裂问题
、

位错理论以及 R a y -

lei g h 波的传播等方面的研究中已经起得了一系列的成果
〔“ “’,

但是
,
另一方面

,

该理论本

身却还存在着一些急待解决的基本间题
,

其 中之一便是应力边界条件的确定
.

在文献〔9
, 1叼

中
,

A tk in 。。n 证明了在裂纹混合边界值问题中按

i‘, 。 , = P‘
(a )

给出的常应力边界条件所礴定的线性非局部弹性理论的场方程的解是不存在的
.

显然
,

这一

结论有悖于物理事实
,

它对理论本身形成了尖锐的挑战
,

表明理论尚待完善
.

此后
,

人们从

不同方面对这一问题进行了研究
.

这些研究总的可以分为两种意见
,

其中一种认为
,

为了获

得正确的解
,

应该修改由(a) 所表达的应力边界条件〔7
, 8 ]

,

如将应力边界条件修改成 极 限

形式
【8 ’

lim 才‘, n , ~ P‘ (b 、
￡* 1

这种形式的提出是基于线性非局部弹性理论在忽略微观粒子间的长程相互作用 (或微观粒子

间
,

的相互作用的力程趋于零 ) 时应回归到经典线弹性理论的这一基本要求 ; 而另一种意见则

认为
,

需要修正的本构方程中的非局部弹性模量的数学表达式
〔’。 , ‘”

.

这两种意见都没 有 从
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根本上解决间题
.

总而言之
,

如何给定应力边界条件是线性非局部弹性理论尚待解决的一个重要的基本问

题
.

本文对这一问题进行了研究
,

认为文献 【g
, 1。〕中所证明的解的不存在性的结论

,

其根

源在于非局部场论本身
,

尤其是在做线性化处理时忽略了非局部体力的影响
.

基于此
,

文中

第二节对非局部场论的守恒方程重新进行了讨论
,

得到了非局部残余力引起反对称应力
,

并

且反对称应力的转动功率与局部化残余力的功率相等的新结果
.

第三节则根据本构公理严格

推导了非局部热弹性体的本构方程
.

在第四节
,

我们基于对微观粒子长程相互作用的特性的

分析
,

给出了非局弹体力的一般表达式
,

并讨论了其性质
.

在第五节则系统推得了均匀的
、

各向同性的非局部弹性体的线性理论
,

其中所导出的应力边界条件说明了由于非局部体力的

影响
,

在边界上不存在均匀的常应力
,

从而不仅完全解决了入七ki n 。。n所提出的问题
,

而且

从中可导出 B a r e n bl a七七关于裂纹尖端的分子内聚力模型
.

此外
, 还得到 了裂纹尖端位移场

存在转动效应的推论
,

这与文献〔1 3 〕的试验结果相一致
.

二
、

非局部场的基本理论

但由于放

并不 考 虑

、.了、.‘
产、.声、.尸少唱且Q‘QJ4

.

⋯
Q自Q自O山O乙

口

矛.
、了r飞了. .
、Z口.、

在经典热力学的范畴内
,

非局部场守恒定律的积分形式和局部场的完全一样
,

弃了局部化假设
【‘“’,

两者守恒定律的微分形式彼此却不相同
.

假定质量是闭的
,

偶应力
,

则它们可表述为
〔“’:

户+ p ”‘, ‘”o

t , ‘, , + 户f
‘+ 户

‘一 户。‘= o

。‘, ,
(, , , 一 r ,户

。
)= o

甲才+ 矛, ‘。‘,

广 q 。 , 。 + 户Q 一户
, v ‘+ 宕= o

。, 一

孚
十

汀
、。 。一

哈)
一 “、 (2

.

5 )

方程 (2
.

1)
、

(2
.

2 )
、

(2
.

3 )和(2
.

4 )分别是质量
、

动量
、

动量矩和能量守恒定律
,

不等式 (2
.

5 )

是嫡不等式
,

它们和局部场的守恒定律的微分方程的差别主要在于前者 引入了非 局 部 体 力

户
, ,

能量万
,

嫡亏
,

它们有时被统称为局部化残余并满足
:

l
。
(户

‘,

’
,

了)“厂一。
(2

.

6 )

局部化残余是定义在整个物体所 占体积口上的零平均函数
.

在物理上它们是由微观粒子间 的

长程相互作用引起的
.

从动量矩守恒定律的微分形式可以看出
,

若局部化残余力

户
‘~ 。

则必有
e ‘, , t 了, “0 即 t , ,

, t , ,

这说明在忽略微观粒子间的长程相互作用的情况下
,

应力 t了,
是 对称的

.

反之
,

应力必非对

称
,

例如裂纹的尖端
,

这一点 已经为试验
r ‘3 ’

所证实
.

将八
.和。‘, ,

做和分解
:

t , ‘二t乡f
, + t;尹

’, 。‘, , ~ d ‘, + 口 : ,

式中
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,二,
, 一
合(

, , ‘+ , ‘, )
, ,乡,

’一
合(

, , ‘一 , 。, ,

d ·, 一
合(

。‘, , + 。 , , ‘
)

,

“, , 一

合(
。, , , 一 。 , , ‘

)

把和分解式代入到 (2
.

幻、 (2
.

4 )式中
,

则动量
、

动量矩以及能量守恒定律的微分形式可进一

步写成动量守恒

书
‘

+f 黔
‘

+P f
‘十夙一

肠一 0
(2

.

2 )
尹

动量矩守恒

。‘, 。
(矛异

, 一 r ,
户

。
)一。 (2

.

3 )
,

能量守恒
一 户户+ *乡穿

, J . , 一 。。 , ; + 户Q + 才乡梦
,口‘, 一户

‘。‘+ 忿= o

容易看出在上式里 面时夕
’。厅一户

‘。‘
是非客观的

.

我们知道
,

在经典局部场论中
,

能量 守 恒

定律具有客观性“‘’,

同样
,

在非局部场论中
,

它仍然要保持这个性质
,

于是必有
:

t劣
,。‘, 一户

‘。‘= o (2
.

7 )

这样
,

能量守恒定律的微分形式最终可写成
一户户+ t乡了

, d ‘, 一 。。 , 。+ 户Q + 万~ o (2
.

4 )
‘

在上面我们假定局部化残余户
‘,

刃
,

厚是客观量
,

因为
,

它们反映了物体内部微观粒子间的

长程相互作用
,

不会因物体的刚性运动而改变
.

从式 (2
.

3 )
‘

和 (2
.

7 )可看出
,

反对称应力八梦
’是由局部 化残 余体力户

‘
引起的

,

且 ,卿的转
动功率与户

‘
的功率相等

,

因此
,

户
‘
是造成应力非对称性的原因

.

三
、

本构方程的推导

本节我们按照理性力学灼本构公理系统
〔’”’严格地推导非局部热弹性体的本构方程 和 局

部化残余的表示式
.

利用 自由能U
,

P io la 一K ir e h h o ff应力张量T
, , 以及G r e e n 应变张量 C , J ,

则可从 (2
.

5 )

式 中导出C la u si u 。一D u h e m 不等式的普遍形式
.

一 、, ‘奴、: )+ 李职
) 岛

,
一丛华

匹 + , ‘君一 。。)》0

艺 一 口
(3

.

1 )

按照因果性公理
,

取物体中所有物质点的运动史和温度史

尤 产

~ 尤 /

(X
‘, t 产)

,
0
‘

~ 0
‘

(X
‘ , t ‘)

作为独立的水构变量
.

由决定性公理和等存在公理知
,

守恒方程和 C 一D 不等式中所有其余的

相关本构变量u (或 E )
,
s

,

几
J ,

O 二及乡
, ,

君
,

了都可表示成x ‘ ,
0
‘

的同一形式的泛 函
,

以 自由能为例可写成

珍(X
, t )~ U [留

‘

(X
/ , t ‘)

,
8
‘

(X
‘, 才‘)

,

X
, 才]

根据客观性公理
,

本构泛涵在标架的刚性变换下是不变的
,

即

U [恋
产

(X
‘,

派
/

)
,
口
‘

(X
产 ,
云)

,

X
,
云」= U [韶

‘

(X
‘, t ‘)

,
0 ‘
(X

/ , t ‘)
,

X
, t〕 (3

.

2 )

式中

毖‘

(X
‘, 乞

‘

)~ Q (t
‘
)x

‘

(X
‘, t ‘)+ b (*

‘

)
,
云‘二 t ‘一 a (3

.

3 )
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这里Q满足
:

QQ
,

, Q
, Q” I

,

d e tQ= z

考虑三种特殊变换

1 ) Q (t
‘

)= I
,

b (t
‘

)~ 一 x ’

(X
, 一‘)

, a = o

2 ) Q (t
‘
)= I

,

b (才
‘
)= o , a ~ o

3 ) Q (t
‘

)是任意的
,

b (宕
z

)~ o , a = o

将这三种变换依次代入到 (3
.

2 )式可以推出

U (X
, 才) = U [刀(X

‘,

X
,

卜
:
)

,
0
‘

(X
‘, i一 :

)
,

X ] (o《 ‘《OO ) (3
.

4 )

且上式
l

满足

U [珍(X
‘ ,

X
, t一 :

)
,
8
‘

(X
’ , t一 :

)
,

X 〕

二 U [Q (卜
:
)

o

珍(X
‘ ,

X
,

卜
:
)

.
0 ‘
(X

尹, t一 :
)

,

X 〕 (3
,

5 )

这里

刀(X
‘ ,

X
, 才)= 淤

‘
(X

’ , t一 :
)一刃 (X

, t一 了
)

由于只考虑物体的弹性响应
,

故可认为本构泛函是无记忆的
,

则 (3
.

4 )式可进一步写成

U (X
, ‘)一丫[

”(X
‘,

X
, ‘)

,
0
‘

(X
‘, ‘)

,

X ] (c )

满足 (3
.

5 )式意味着 U 是空间各向同性的
,

恨据 C a u c h y基本表示定理
「‘6 ’,

它必能表示成 ,

与粉之间点积的泛函
,

即

U (X
, t )= U [刀(X

‘ ,

X
, ‘)

·

, (X
‘ ,

X
, t)

,
0 ‘(X

产, t)
,

X 〕

在变形过程中
,

任意两点之间微距离的变化都可用 G r ee n 变形张量来刻化
,

因此
,

关于 个

刀的任意泛 函也可用G r ee n 变形张量C夕
J
(X

‘

)的泛函来等价表示
.

这样
,

(c) 式可改写成

U (X
, t) ~ U [ C蛋

,
(X

‘, 才)
,
口
‘

(X
‘, 才)

,

C , J
(X

, 才)
,
e(X

, * ) , X 〕 (3
.

6 )

在上式中
,

X
‘

表示除X 点以外的所有物质点
,

根据等存在公理
,

其它相关本构变量亦 可 表

达成同样的形式
,

它们构成了非局部热弹性体最一般的本构泛函方程
.

下面根据相容性公理考察C 一D 不等式对水构泛函的限制
,

首先
,

我们基于物理上的要求

(如要求具有有限的能量 )
,

引入H ll b er 七空间万 (口)

H (口) = {f
:

f〔尸 (口) }

刀L口)代表 L e b es g u e平方可积空间
,

且在H (口)中的内积被定义为

<f
l ,

f
么>二一l

。
f

l
(X

‘

)f
:
(X

‘

)d犷(X
‘

) (v f
l ,

f
Z〔H (“))

假定C蛋
了 ,

8
‘
〔H t口 )

,

并且H (口)上的泛函U [ C全, ,
0
‘,

X
‘ ,

C z , ,
8

,

X 〕是 F r e e h e t 可

微的
,

具有有界的F re c het 导数
,

则按照F re C h e t一R ie sz 表示定理有
〔‘”

乃U “ ,‘”,一(
一

箭
,
”

)
一}

。 乙U (f
,

X
‘

)
占f

h(X
尹

)d 厂(X
‘

)

于是可计算
:

U (X
,

, )一二 + 。 十
「澳擎

一 十
叮

-

黑仁犷、州x, )1断
L o 七 z J J。 \ O七全J /

”
J

+

l器
+

l
。

(器)
‘“犷‘X ”〕

‘
(3

.

7 )

这里

、一)
。

l
一

册
亡;一(

口U

a C矛
了

·亡Z ·

〕
d 犷(X

‘

’
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。一
l
。

〔器
”Z -

上面诸式中加星号
爷
的项表示它是从不带星号的项中通过变换X

‘
和 X 而得到的

,

例如

〔F (X
‘,

X )〕
补一 F (X

,

X
‘

) (3
.

5 )

令

口二刃一口亏 (3
.

9 )

将(3
.

7 )及 (3
.

9 )式代入到 (2
.

8 )式中就得到

一刀「
“一

器
+

}
。

漂)场
(x, )}‘

一

粤黔
十

偿
’

浮 一PJ 「堤黔
十
{
。

(堤粉)
‘“厂(尤

,
)

加
·

一

卜J口一 户J刃 一 p J日> 0

上述不等式对所有独立的热力学过程都必须成立
,

_
_ ,

「 挤U
.

f / 示U 、朴

了乍州 二 2户Jl 一拱于
一 + 、‘一牛一

一

、
一

一
’ 一

L d C 牙
,

‘

场灭 。‘J
J /

则必有

d V (X
/

) (3
.

10 a )

:

一嵘
十

{
。

(器)、
犷‘X

‘
)

〕
口~ p (万一 日)

(3
.

lob )

(3
.

l o e )

与不等式

Q二 0
, 二

0
一 《O

成立
.

不等式 (3
.

l o d )意味着热流矢量QK
的流动方向与温度下降的方向一致

.

公式
,

我们还可以得到

(3
.

lo d )

利用自由能的

百一‘一“

l器
+

}
。

喘)场 (x, )
」 (3 一 o e )

注意到 (3
.

8 )式
,

然后交换积分变量的次序
,

容易证明

l
。口“犷(X )一l

。
(’一 0‘)“犷(X )一“

(3
.

1 1 )

于是就有下面的定理
:

定理 非局 部热弹性体的相关本构变量 T 孵, ,
S

,
E

,

口可以从一个势函数 U (自由能)

得到
,

并且热流矢量Q K与非局部自由能亏分别满足不等式 (3
.

l od) 与等式 (3
.

1 1) 的限制
.

除了非局部体力户
‘确

一

:非局部嫡厚外
,

我们已经得到了其它相关本构变量的本构关系
.

然

而
,

需要 指出的是
,

由于非局部场论是以考虑 了物质微观结构的长程相互作用为特征的
,

因

此
,

从这一将征出发
,

户‘及忿需要很据微观物理的知识才能得以确定
.

对 厚而言
,

在绝 热过

程的特殊条件下我们可以直接得到它
,

此时
,

由于泞一。
,

故有厚= 。
.

四
、

非局部体力的确定

令N
‘
(X

。、

X 二)表示由X 二处的微观粒子作用于在 X ,
处的微观粒子上的长程力

,

它是各

向同性的
‘’8 ’,

故
r‘
的一般形式可写成
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N ‘
(x ‘

, 戈

这里 0仍表示绝对温度
,

, 、

_
_ , D ., 。 : 、

(x 二一为 )
士 j一 甘气U , }!“ !! )

一
11二了丽一一一

,

l】“ 臼

但是一个独立变量
,

并且

(4
.

1 )

{{d l!= {{x 止一 x , l}一斌 (x 二一义
,
)
“+ (二鑫一 x :

)
“+ (x 当一大

3

)

设万表示每单位质量的分子数目
,

于是
,

作用在x 。处粒子上的长程力的合力由下式给出

“‘(x
·

, 一 N
(
。p (x ‘)。、“

,

,,d ‘, , (x 二一 x’ )
!!d 11

d 犷(眺 ) (d )

因此
,

局部化残余的一般形式可表达为

户
‘一 p R ‘一N p (x

,
)(

。p (“‘)。(“
,

!,“,, ) (x 二一 火‘)
1!d l!

d 厂(心 ) (4
.

2 )

交换变量川 与欠, 易证 明

{
。
户

‘“厂(x
,
)一 (

。
户

‘“犷(‘
,
)

故得到

(
。
户

‘d 犷、x ,

卜
。

即户
‘
满足约束条件(2

.

6 )
.

根据微观粒子的实际结构
,

采用 (4
.

2 )式时
,

我们限定}}d }>
: , r
为材料内部的特征长度

(如 晶体点阵参数
,

微观粒子几何半径等 ) ; 而 当 }}d l《
:
时

,

乡‘~ o ,

这意味着微观粒子的

长程力不能作用于它本身
.

此外
,

一个重要的物理事实是
,

当 : 、 o 时
,

必有 户
‘二 0

.

因为 :

, 0 说明材料的内部不存在微观结构
,

所以也就不存在微观结构的相互作用
.

五
、

线性理论

在绝热或者等温的条件下
,

假定势函数U 可以表示成 L a g r a n g e 应变张量的二次多项

式
,

据此可得到描述无初始应力的
、

均匀的
、

各向同性的线性非局部弹性体在小变形时的本

构关系
:

, }了, ~ l
_ 。
(l}二是一 x , 一l

, 。
)a

‘,
(二是)d 厂(二笼)

护 g

(e )

式中

a ‘, 二、e
, ,
。‘, + : 俘e‘, , 。. , 二冬(

。, , , + 。 , , ‘
)

乙

从 (e) 式到 (f) 式的详细推导可参考文献〔3
, 5〕

.

在(f) 式中
,

积分 核 a (llx 是一 x ,
!!

,

非局部弹性模量
,

它可以表达成多种不同的形式
‘“‘“’,

典型 的如

(f)

。
)称之为

。 (}}二 : 一 x ,
}}

, 。

卜
一

谕
e x p (一 ]}%是一 大 ,

】1/
。
)

}!x 丈一 x ,
l}

(5
.

1 )

式中
。= e0 叮l

, ‘
是内部特征长度 (如 晶体点阵参数

,

微观粒子几何半径等 )
,

l是外部特征

长度 (如载荷的波长)
, 。。
是材料常数

,

它需要根据与点阵动力学的结果拟合而得到
.

非局

部弹性模量刻划了微观结构长程相互作用的衰减过程
,

并满足下面 的性质

l
a (1}x ; 一 x 。 ]f

,

lim a
(}!x 孟一 x 碑1],

下一q

。
)d犷(双 ) ~ 1

“
)~ 占(4}x ; 一 X *

l})

(5
.

Za )

(5
: Zb )



关于非局部场论的几个新观点及其在断裂力学中的应用 ( I
一

)

—基本理论部分 5 1
‘

创 }双 一 x , })是 D ira c 函数
,

故性质二表明
,

当材料内部特征长度
: 、。时

,

本构方程返回到

经典线弹性的H 。。k e定律
.

在本节
,

我们只考虑静力学的情况
,

因而
,

在前述的前提条件下
,

线性非局部弹性理论

的平衡方程及局部化残余可写成
,劣:

, + ‘劣{
, + Pj

‘+ 户
。一。 (g )

。‘, 。(t界, 一 r ,
户

:
)二 o (h )

户
‘一N p (‘

,
)}岁(“ ,。(“

,

,!d ]J)

并且边界条件可表达为
:

位移边界条件
“‘I

。。 : = 。
昙

应力边界条件
才, ‘。, I

。。 : = (才乡璧
’+ t乡昔

’)
n , }。。 : = 夕‘

(欠 ; 一 x ‘)

】}d 】{
d犷 (心 ) (i)

(jk

这里 口口, 十口口 : = 口口
,

表示非局部弹性体的边界面
.

一般而言
,

微观粒子的长程作用随作用距离的增大而衰减
,

因此
,

存在一个有效的作用

范围
,

在这个范围之外
,

它便不再产生影响
,

即有

夕(0
,

{ld }})= o (当11d 11》厂时) (l)

厂为微观粒子长程作用有效范围的最大半径
.

设B 是口的一个子体
,

并且B 中任意一点到口的

边界点的距离都大于厂
,

注意到 (2
.

1) 式
,

然后利用 (i) 式在球坐标中可计算 B 中任意一点 的

非局部体力
,

得到

会
、 二 _ 。

f 刃‘蕊‘2 元 , 。 : , : 、 ,

盖
.

。

二
二 。 , .

~
, 、 。 .

~
, , 、 ,

~

州“” ‘”尸
一

】
。

}
。

、
。 g 气口

, }}“ JJ) L“‘n 岁”‘n 口’ + “‘n 甲 c 。““J 十 c o “岁“ , r 一“In 甲 a 口a * a :

二0

这说明对于均匀的
、

各向同性的非局部弹性体
,

非局部体力户
‘只 出现在厚度为厂的边界表层

内
,

而在距边界大于厂的内部为零
.

由于r 极小
,

它大约相沓于这个 固体原子直径的十多倍

〔1刘
,

因此
,

在宏观上可以认为户
‘只作用在边界。。上

,

而在 . 内部为零
.

这样根据 (h )式可

得
,劣

, = o (在 . 内部 ) (m )

异
, 一
合(

r 。
”

, 一 r j
,

‘
, (在边界““上’

(n )

由(m )可化简 (g )式
,

化简后的结果与 (e)
、

性理论的基本方程
,

其表达式如下
:

平衡方程

‘;了:
, + 。f

‘== o

几何方程

(f) 式构成了均匀的
、

各向同性的线性非局部弹

(5
.

3 a )

e ‘, = 冬(
。。, , + 。 j , ‘

)
‘

戈5
.

3 b )

本构方程
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{了
, = (

。(}}二卜
二 , ]}

, 。
)。

, ,
(x 是)、厂(x 里) (5

.

3e )

a ‘, 一几e
, ,

d‘, + 2拼e‘,

再根据 (n )式
,

边界条件 (j)
,

(k) 亦可改写成

位移边界条件

(5
.

3 d )

u ‘
}
。。 , ~ u (5

.

4 a )

应力边界条件

才乡,
, 。, }。

一
, , 一

〔合(
一户

,

一
,
“

‘

小
}。一 (5

.

4 b )

注意到 (5
.

2 b) 及局部化残余方
‘
的性质

,

显然
,

在不考虑物质内部的微观结构或长程作用 (即

二 * 0) 时
,

则本构方程变成H 。。k e定律
,

局部化残余户
‘~ o ,

于是返回到经典线弹性理论
.

至此
,

我们完全解决了本文引言中所提到的 A 出ki n 。。n 洁难
,

因为除了应力边界条件

(5
.

4b )外
,

(5
.

4 a) 及 L5
.

3 )诸式同以往文献中的均匀的
、

各向同性的线性非局部弹性理论的

方程都相同 ; 而 (5
.

4 b )式右边的第二项则说明
,

即使作用在裂纹面上的外力扒是均 匀 的 常

数
,

但由于户
‘的影响

,

裂纹面上总的合力也不会是均匀的
,

故不存在所谓的常应 力 边 界
,

从而使A t ki n 。。n 在文献〔9
, 1叼所提出的问题得到了回答

.

在断裂力学中
,

人们依据物理直观假设在裂纹尖端附近的表面存在着分子内 聚 力 的 作

用
,

它们使得裂纹面呈闭合趋势
,

从而消除了物理上不可能的应力场的奇异性
,

这就是著名

的B a r e n bla t t摸型
.

另一方面
,

在裂纹尖端的附近
,

由于相对的两裂纹面都处在彼此微 观

粒子长程作用力的范围内
,

故 (5
.

4 b) 式右边的第二项会使得两表面相互产生祸合作用 ; 而在

远离裂尖的两裂纹面上
,

由于它们的距离超出了微观粒子长程作用的范围
,

彼此便不会再有

关联
,

这样
,

无须 另做额外的假设
,

(5
.

4 b) 式即可 自然地导出B ar e n bla t七模型
.

此外
,

由

于 (5
.

4 b )式中右边第二项的反对称性
,

它必然会引起裂纹尖端位移场的转动效应
,

文献〔13]

的试验结果为这个推论提供 了依据
.
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