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摘 要

本文建立了多夹层壳体小应变状态下的中转动二阶大挠度时理论
,

接着进行适当的简化
,

获

得了中转动
、

中小转动的一阶大挠度的理论
。

关键词 多夹层板壳 非线性理论
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、

前
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.

一
目
‘

广才

近年来
,

多夹层板壳结构在航空
、

航天及海洋工程获得了广泛的应用
.

这是由于其具有

结构的重量轻
、

强度高
、

刚度大等特点
,

以及通过适当选择表层和夹心还可 获 得 抗 振
、

隔

热
、

隔音及滤波等特性
,

从而满足各种需要
.

因此
,

有关学者对多夹层板壳进行了研究
.

但

是
,

现有的研究大多数限于线性范围
.

L ia w 和 L i饥le 呀
〕
研究了多夹层板的线性弯曲

,

W
o n g

和 s a la m a
r “’
研究了稳定问题

.

而A z a r 〔“ ;

考虑了表板非各向同性的l’ed 题
,

A b d u lh a d i
〔‘了

研

究了非各向同性表板的振动问题
.

关于多夹层壳体
,

九za r s 」
研究了非各向同性表层的圆 柱

壳
,

L ia w 「6 ’
研究过锥形壳

.

有关多夹层板壳的非线性大挠度 的研究
,

R 幻a g o p al L”等研究了多夹层矩形板 的 大 挠

度弯曲及非线性振动问题
.

至于多夹层板壳的非线性理论及应用
,

正是需要进一步研究的课

题
,

本文首先就多夹层板壳的非线性理论进行了研究
.

利用考虑横向剪切变形的壳体几何关系
,

给出了多夹层壳体在小应变状态下中转动二阶

大挠度理论的基本方程和边界条件
,

以及中转动
、

中小转动的一阶大挠度理论
.

二
、

中转动二阶理论的基本方程

壳体的严格的几何关系相 当复杂
,

必须进行适当的简化才可以应用
,

由此产生了各种壳

体理论及基本方程
.

钱伟长
‘“’用摄动法对壳体的各种简化理论进行了系统的分类

.

若根据应

变和转动的相对量阶
,

也可以对壳体理论进行分类和简化
〔”〕.

本文采用变分法
,

在求得的总

同济大学工程力学研究所
,

上海

上海市应用数学和力学研究所
,
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势能中保持误差量阶一致
,

从而求得简化的非线性基本方程
.

假设壳体未变形的参考构形为B
。,

壳体占有区域 C
。 ,

壳体的中面为A
。 .

取 卫
。

中的一曲面

坐标系0
“

(a ~ 1 , 2 ,

文中的奇腊字母都取值 1 , 2 )
,

那 么A
。

的基矢为aa
,

单位法向量 n ,

曲率

张量分量ba ,
.

壳体受外力作用后
,

占有区域 C
: .

在这里假设
,

变形后壳体中面的原法线仍为直线
,

但

已不再是中面的法线
.

变形后壳体中面的原法线n变为a 3 ,

而中面的法线为6
.

且定义

0 = 行一 n ,
Y~ a 3 一 行 (2

.

1 )

即。
,
丫分别是法线转动和横向变形矢量

.

壳体变形后 的位移 u , 丫可视为基本位移量
,

u = 。 a a 。 + u 3 n , 丫一 , a a
。

+ r 3 n (2
.

2 )

这样可以推得考虑横向剪切变形 的壳体几何关系
〔。, ‘。」.

如前所述
,

几何关系需要作适 当的简

化
,

才能实际应用
.

根据 P ie tr a舰ki ew ic z 〔。了的研究
,

壳体的转动矢量与 (扩邹户
。 + 叻n) 是

同量阶的
,

叻,
、

叻的定义见(2
.

6 )式
,

因此薄壳的小应变变形
,

可分为 功
。

一 O (扩)
,

叻= O (砂)

时的小转动 ; 叻
。

一 O (
。
)

,

叻~ O (扩)时的中小转动 ; 功
。

一 O (
。
)

,

功一 O (
。
)时的中转动等

.

小转

动就对应着最常见的线性理论
,

而这里的
。
是由文〔1 1」和〔1 2〕定义的小量

。 = m a x ( h / L
,

h / L气 h / d
,

斌万厌
,

双万) (2
.

3 )

h
,

R 分为壳厚
、

最小曲率半径
,

L
,

L 肠
分别为变形

、

曲率模态波长
,

d 为壳内部点至边界距

离
, 刀为最大应变值

.

在应用变分法推导基本方程时
,

若应变能密度 牙 的误差阶为O (护)
,

则为二阶理论 ; 若

误差阶为O (
￡
)

,

则为一阶理论
.

依照以上的分析
,

可得简化后可用于 中转动二阶理论的几何关系
.
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告
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几
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音
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刀
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a忿

式中
, 。, 。和。 ; , 。

分别表示
u
在C0

,
A

。

中的三维
、

二维协变导数
,
凡(。 , )表示它的对称部分

.

中转动和中小转动一阶理论 的几何关系同样可以给出
,

这里略去
.

下面研究多夹层壳体

小应变中转动的二阶理论
.

多夹层壳体的结构和坐标如图 1
.

夹层壳体由薄的硬表层和厚 的软夹心构成
,

一般地都可
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丁二l
小丁

.

生

满足以 下的假设
: 1

.

各层由线性正交各向异性

材料构成 ; 2
.

表层厚才与夹心厚 h
。

之比。2一t/h
。

是

小量 ; 3
.

夹心的横向剪切横量
。
G 3。与表层的横

向剪切横量 , G 3 。

之 比
。: ~

。
G

。。

/ fG
3 。

是小量 ; 连
.

夹层壳厚 h与壳最小曲率半径之比h/ R 《O (。
址

)
.

位移场和几何关系

如图 1 ,

设壳体中面是夹心层
,

往上由。至

(2n 一 l) 层
,

向下由 。至一 (Zm 一 l) 层
,

计 有

2 (
n + 。)一 1层

。

第‘层中面的位移
. o a , ,价

。 , , 。工

为第 f层的位移
。

本文中变量的左下标都代表

层数
.

对于中心层
,

有位移场

lllll

「「弓弓 一一

[[[
_

]]]]]]]]]]]]]]]

图 1 多夹层壳体的结构和坐标
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.
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第 f层
,

有
, 。: 一 ‘。。 + (

‘口。 一

。‘: 。

)
(
: - h‘+ h卜 1

2 )} (2
.

8 )
‘u 3 = 。

,

(h
‘一 1
《

:
《 h‘)

n汀O�

、lwe-.rlee/

根据层间位移连续
,

可得第 玄层的位移场与中心层的位移场的关系如下
‘。竺二 。。 + ‘f之下p + 。 a : + ‘丫。

(
: 一 ‘g )

h‘+ h‘
_ -

2
理

。
一‘d 思”

h‘一 h卜 1

2

‘d 昙+ 仁h
‘一 1一 h ‘

一 2
)
‘一 ld 么+ ⋯ 十 (h; 一 h

。
) 、d 尝+ h

。 。
d 理

刁思是描述各层剪应变关系的量
,

以后可由层间剪应力连续的条件来确定
.

那么中心层及第 公层的应变场为
。: · , 一。· , 一 z

(X
· , + 。

“(
· , ) ) +专

二 2

(b : X y , + b : x
护。

)

。:
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。

一合
。:
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、‘、芬,
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合
之 “
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, , + “; X 夕· )

即
。 3

一
e

一合
‘:
一合

‘““: ,

,

了昙一
‘
f咨一

, g ‘d 续

本构关系和广义内力
.

线弹性材料的虎克定律
,

可表示为

( 2
.

1 1、

C
a 尹夕J

C
a 3 v d

C 3 3 护d

ZC
a 夕y 3

ZC
‘a 3 y “

2 C 3 3 y 3

C
a 产3 3

C a “3 3

C 3 3 3 3

2
.

1 2 )

、lwe
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l
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对于正交异性材料
,

有C峭 , 3 = C
a 3 v J= C

O 3 3 3 二C 3 3 y’~ 0
.

并且由a 3 , 二 O (
。Za a 声)

C 3 3 护J

一
、

了画丽
,

, , ‘

士 o ,

可得

下3 3

~ (2
.

1 3 )

因此有

a
“
’一

(
C

· , ? J - C 3 3 护a

C ss 8 3

C
· , 3 3

)
, ? 。一L

。
’护‘v , 。 , a

“ 3

一 Zc
‘”‘: 护3

(2
.

24 )

L
。 声, a ~ C

a
夕, ‘一

C 3 s , ‘

C 8 8 8 3
C

口
夕3 3

对于均质材料
,

C
“
户 d和 L

“ 声护d可按
:
展开

引
.

可.

O‘
了.、

、‘r
JL

“ , , a = 吕声护a + : L井夕
, J + O (h

“

/ R
Z
L孟声y a

)
,

C
口 3 护s ~ C 言吕, 3 + z C罗。, 3 + O (h

Z

/ R
’

C言, , a
)

L盆声, 古= O (L盖夕
y J / R )

,
C 全夕y J ~ O (C 名夕, J / R )

假设各层材料
,

当 a 沪 ? 时
,

有
‘C

“ 3v 3 ~ 。,

那么由第i一 1 , ‘层的剪应力
‘一 la

“ 3 ~ ‘a “
,

得
‘夕。 ‘C言’

“ 3 ~ ‘一 , v 。 ‘一 IC 言’
‘ 3 = v 。

哪
“. “

‘d : 二
C 孟3

“”

‘C言3
0 3

, ‘d 二= o (a 沪川

2 皿 . 1 (2
.

1 6 )

E
下。

~
t . , ( 2 . 一 2

(h
, 一 h仁 ;

)
‘夕。

h
C言

“a 3 h
2 . 一 1

E
‘ - . r 名. 肠 : )

h‘一 h卜 1

‘C 言
。。 s

式中
。
心上下标不求和

.

从这里可看出
,

由于层间剪应力连续
,

因此各层的
‘
卜不再独立

,

只

有物独立
,

并且是
‘, 。

的某种平 均值
.

根据假设 3 ,

表层的
2 。 + IC台3

‘ 3
一般大许多

,

则有
: 。十 1

以

* 0
.

如果各夹心材料相同
,

则有
: , d : 一 1 ,

那么‘
六变为

: 。 + I
f : = h

。+ (h
: 一 h飞)+ (h

4 一 h
3

) + ⋯ + (h
: , 一 h

Z 。一 ,
)=

: 。 + I
f (2

.

17 )

若每夹心层都有
: 。‘1 3

= : , G Z : ,

那么可得
: 。
心 = 2

训里一
:
训

, :
汀釜一

:
汀丢一

: 。
f

下面研究壳体的广义内力
.

由壳体的内力
、

h
:

(2
.

1 8 )

内力矩的定义
,

在多夹层壳体的情况下
,

有
、,...........1、

.产

!1
.侧...../

心走

l

�:奋

宙石�

r性住,,
.

N
·’一 l

几 l 艺

一 。,

zaa
‘
可洲

二一 E
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“ d拜尝拼d
z

l
几 / 2 h

Q
a

= a
“

协d Z =
一 儿尹2

E I ,a
。

洲
“

h卜 i

l
人 / 2 h ‘

M
口
夕~ aa J

此邵d : ~
(2

.

2 9 )

如
一 几1 2

乙 }
‘a j a 拼璧拼

z d z

2 几 一 l

艺= 艺
‘一 ( 2仇

一 2 )

式中
,

有

川 = 雌一 b “:
, “二 1一 2汀 z

( 2
.

2 0 )

经过推导
,

可得
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由以上 的表达式
,

可得
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下
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这就是壳体内的内力
、

内力矩应满足的条件
.

对于Q
“
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Q
a

= 习‘Q
a
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)

平衡方 程及边界条件

为了推导出平衡方程及边界条件
,

需要求出壳体的应变能
.

应变能密度为
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经过推导
,

可得结果如下
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“ 夕护Jb尝)万

, 。X 。 , + G 言
“夕v占几

, 。几
。 ,

+

合‘
F g

· ‘ , ‘b“+ F “”
‘b : ,一x · ,

〕
(G f

“声护J ,
G “尹护‘

,
G 二

“ 尹yJ ,
G 言声y d

)~ 艺(
‘G 厂

“
夕y s 、 ‘G 劣

“ 刀v J , ‘G 二
“p 护a , ‘G 孟声FJ

)
。G 丈

“声d 夕= ‘E 贾
’夕古‘

了叮+
‘E 全

’ 夕
“d 璧

‘G 鉴
“ 尹, J二 , E g

‘ y J ,

了票+
‘E 盆

’ ,
“d 草

, G 孟
“声, d ~ ‘F g

了y占.

了嗯+
‘F 笠

f y
“d 嗯

G g尹, ‘~ ‘E 了
’ , “ ,

了含
‘

了璧+
‘E 罗

了 , 『

(
‘

了息
‘d 嗯+ ‘

了璧
‘d 尝) +

‘E g
’ , “ ‘d 要

‘d 璧

平
: = 冬e 孟“, ”, 。 , , : (、

‘一。‘
一 ,
)

2
u

若定义

产一a环一夕a一a
刀

a 声二
d万
日e 。 口

万
口 声= 一

口牙
口X a 声 ,

饥
a 声~ 一

口牙
口人。夕 ’ 奋

“

一 (2
.

2 5 )

那么可以获得下列的关系式

刀
·

, 一万 , · , ,

刃
a , 二冬(叮

·
, + 对 ,

·

)
,

口一。
a

(2
.

2 9 )
2

、

一 一
/ 7 v ~ 、 ~

.
~ “ l

若外载是保守的或是定载荷 (不随系统的变化而改变)
,

系统的总势能可写为 (不考虑

面分布力矩)

u = 气气 (班 一。
.

u )J : 一 l (q
.

u + 下丫+ t
.

。 )J z (2
.

3。)
口 J A o

其中
,

p为分布面力
,

q为边界分布力
,
丁是边界分布力矩 (与丫有关)

, 才也是边界分布力矩

(与。有关 )
.

根据最小势能原理
,

系统的平衡状态是使U 取极小值
.

此时
,

应有乙U 二 o ,

以 。。 、 u 。 和

,
。

为变分变量
,

可得平衡方程

l
、
1

!
工〔(占艺+

。
r
。

)刀
0 夕一 b答刀

a 夕〕1 1 , 一 b荟(功, 刀
a 夕+ 河

“
夕, : , ) + P , ~ o

(功, N
“声+ 刃

a 夕1 1 , )
1工。 + b , , [ (d乙+

。
r
。

)万
a 声一 b二河

“
夕] + P3 = o

爪夕
a 1 1 , 一 Q

a

~ o

(2
.

3 1 )

边界条件

[ (d乙+ “r
。

)刀
a 夕一 b翌刃

“夕] n , == g y

(功
。

刃
“ “+ 刃 r品)

。 , 一 9 3

卫
a 夕n , 一才

“

爪声
a n , = 丁

“

或
。 。

= u

二 山。

~ 社 { (2
.

3 2 )
aa

了

O
苦

下

式中
,

即是壳休中面的周边界l的外法线在尹上的分量
.

至此
,

我们 已经建立了小应变状态下多夹层壳体中转动二阶理论 的基本方程
.

此方程是

相当复杂
,

下节对其进行适当的简化
,

以便于应用
.
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三
、

中转动和中小转动一阶理论的基本方程

一阶理论的基本假设及推导过程与上节基本一致
.

壳体的位移假设不变
,

中心层及第宕层

几何关系简化为
。: .

, 一e . , 一 : (x
. , + 。

; (
. , , )

, 。。 , = o
。 , +
冬,

.

价, +
粤

。. , ,
·

“
(3

.

1 )

‘, 。 , = ‘e 。 , 一 z
(
‘X

。 , + ‘几(
。 , ))

, 1
‘护一 s

== ‘e 一 3

= 下
和

‘丫。

乙

(3
.

2 )

即e’ , 略去了
“, 1 。

中的对称部分 0
。 , , 。y 。 ,

、 .
介声略云了矛项

, a 。 , 是 a 。

的度量张量分量
.

广义内力的定义不变
,

取此二此
、

拼~ 1 ,

经推导可得

N
“声二F f夕, Je , 。一 F 盒, , JX , 。一 G r声

, ‘几, 。

M
, 夕共F 盆声护‘e , 。一 F g声

, ax , 。一 G :声, a久, 。

Q
.

二 C : 3 护3 , , 刃(人
‘一 h‘

一 ,
)

(尸r, , ‘,

F ; , , ‘,
尸雪, , ‘,

‘: , , ‘,
‘: , , ‘

) = 艺 (
‘F r声, ‘ , ‘F : , , ‘ ,

‘G r, , J, ‘G : , , .
)

‘F 盆, ’‘
,

护= 刀 (只对表层求和 ) (3
。

3 )
‘一

2价 + 2 厂 2 仇 十4

‘F 全产, J = ‘L 言声v J
(h
‘一 h‘

一 1
)

‘G r声, ‘= ‘F全声
y d

子尝

应变能密度

‘F g , 护J = ‘L孟, 护8
h考一 h :

一 1

2

‘F 竺, , ‘二。L孟声, ‘

‘G 全夕y‘= ‘F 孟‘了容

平 ~ 才
l + 附

:

研
1一
合(

F : , , ‘。, J。。 , 一 F : ’y占X ? d。· , 一 G 全”“ , d “。 , 一 F , ’F‘“, 。x
·,

+ F 孟夕, ‘X , 。X

+ G 忿夕护J几, 。几
a

c , + G 宝夕y‘几, 。x
a , 一 G f

‘声护Je , 。凡
。 , + G 孟

“ 声v‘X , 。几
。 ,

夕)

G ;
‘夕, ‘ ,

G ‘
“ , 护‘ ,

G :声, ‘
)一子(

‘G 姿
‘ , 护‘, ‘G ;

“声护‘, ‘G ; 声, ‘
)

L3
。

4 )

‘G ;
。
夕v d “ ‘F r

了夕d ‘

子璧
‘G 二

“p y‘二 ‘F 全
’护
“了璧

‘G 孟声犷J二 ‘F ;
下y
与了嗯

‘
i尝

、
: 二冬e : ‘, 3 , 。 , , 艺(*

‘一 *‘
一 ;
)

乙

同样地
,

可由(2
.

2 5) 式定义N
“
声,

卫“
,
爪印

,

心
。 .

而一阶理论有

N
。夕= N

a 声-

刀
a 夕= M

口声,

心
o

= Q
O .

(3
.

5 )

由最小势能原理
,

可求得平衡方程为

(
N

。
, +

合
·, 。

功N : 一合
b ;M

护, +

专
“。M

下
‘)

! 1

广“; (,
?

N
y , + M : :

(价
。

N
‘
声+ M 全全

。

)
, , , + b

。 , N
。夕+ P 3 = o , 。蜜; , 一Q

a

= o

?
)

一 )
(3一

下面研究中小转动的一阶理论
.

此时
,

有功
。

= O (
。
)

,

踌二 (扩)
,

即
“。《 O (

。。)
,

功《 o (砷
。
)

.

那么
,

几何关系中略去功
,

功
。

中舍去b二御,

、.广一‘nj

‘

矛.、

‘

、,、声.刀了
“· , 一 “

· , +

音
。
·

功, ,

价
。

“田
, a s

劣
a 声, 冬(价

。 , l, + 功, L‘·

)
‘

沪‘O



艺已

一

一
叫

一
一

吴 建 成

同为一阶理论
,

中转动
,

中小转动的广义内力
、

别在于e . , ,
X a, 的不同

.

潘 立 宙

应变能密度的表达式在形式上是一致的
,

差

只�nj

、.、r./

同样
,

可得平衡方程和边界条件如下

N r几十 P“

~ o

(M盖已+ 必
。

N
“声, , l , + b

。 , N
“ 夕+ 夕3 ~ o

m 八务一 Q
“

~ o

N
。夕n , 二g 。

(M轰已+ 功
。

N
a 声)

n , = 9 3 ,

M
。 , n 声~ * .

m 声。n , = T “

或
“。 ~ “三

切= 翻。

功
。

= 召

护。 = 护竺 } ( 3
。

9 )

这样
,

我们就获得了多夹层壳体中小转动
」

的一阶理论的基本方程
.

本文推得的多夹层壳体的中转动二阶理论
,

精度高
,

但公式繁冗复杂
,

应用受到一定限

一阶理论
,

特别是中小转动的一阶理论
,

是所有有关壳体几何非线性理论中最简单的一

实际运用也最为广泛
.

本文的第二部分就利用其研究正交异性表层多夹层扁壳的基本方

制种程
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