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摘 要

本文提出构造无自锁现象的R e is s n e r 一M in dl in 板元的一个一般性方法
.

此方法将剪切应变

用它的适当的插值多项式代替
,

当板厚趋于零时这对应于插值点的K ir 。五h of f条件
,

因而单元无

自锁现象
.

根据这种方法我们构造两个三角形元
—

一个 3 节点元和一个 6 节点元
,

并给出数值

结果
。

关幼词 R e is sn er 一M in dl in 板模型 自锁现象 三角形元

一
、

引 言

近年来很多努力用于发展可靠而有效的基于R ei ss n er 一M in dl in 理论的板元
,

困难是当

to o (t 是板厚 ) 时低阶 c0 元出现自锁现象 (lo C ki n g)
.

基于台劳展式
,

我们在 [l 〕中给出自

锁现象的一个数学分析
:

剪切应变可分成两部分
—

当t o o时一部分对应于 K irc h h of f 条

件
,

另一部分引起自锁
.

这样只要当才” 0时剪切应变只弓,导出K irc h h of f条件
,

构造的单元

就无自锁现象
.

按照此分析本文提出构造无自锁现象的 R 一M 板元的一个简单方法
,

方法是

将剪切应变用它的适当的插值多项式代替
,

当才、 o时它变成插值点的K ir c h h o ff 条件
.

根据

此方法我们构造两个三角形 R 一
M板元

.

一个是三节点元
,

挠度。和转角刀= (凡
,

刀
,
)

,
是分片

线性函数
,

剪切应变夕一 V 功用它在单元中心点的零次插值多项式代替
,

另一个是 6 节点元
,

功和口是分片 2 次多项式
,

口一 V 。 用它在三边中点上的一次插值多项式代替
,

并给出数 值 结

果
。

构造R
一
M 板元的一类方法是投影方法

r Z’〔3 〕,

口被映射到V 。所在的空间
,

这种方法的田的

形函数空间通常与口的不同且投影算子复杂
.

二
、

三角形R
一

M板元

我们考虑 抚
一

M

能量泛函达极小
.

, (,
, 。)一合

模型的板弯曲问题
:

求挠度 、〔H 台(口)和转角口〔〔H 舌(口) ]
2
使下列板的

画异万l
。

〔(鉴)
‘ + 2 ·
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+
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(1一 v )l 口刀
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z \ 口夕
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去
-

」 ‘

E k

(1 + , ,

)t
Z

仁「了月 _ 鱼望、
户g L 、 O X ,

+

(
刀

, - 卫竺
一

、
d 刀 /

日田

口夕 ]
d x“。一

l
。
‘切“‘““

(2
.

1)

其中 E 是Y o u n g 氏模量
, ; 是 P oi 朋 o n 比

, ‘是板厚
,

k 是剪力校正因子
,
口是板占有的平

面区域
,

f是施加的荷载
.

(2
.

1) 的第一项是弯曲能量
,

第二项是剪切能量
.

设鳃
凸多边ha 。

愁舒是伽
三角“。分

,

满足正则性假定
〔‘〕·

假定有限元空‘嗅叭
x B 。,

不
、仁H 占(口)

,

B
。

已 〔H 台(口)〕
2 ,

则离散解 (甜
, ,

口
, )任W

。 x B ,
是下列泛函的极小值

.

‘,
(”一 砰

, )一

爵
。

{省
一

磷、l
二

[(鉴)
“ + 2 飞

,

(器)(鲁)
十

(会户
(1

一

护〔给
一

十
一

盟)z] “
“。+

一

昔二态
f
}只中

: 一

会
一

))
2

+( 戒几
一

斋们“、 一

妙
? dx 、 } (z. 2 ,

其中R 是插值算子满足

叹会 )一豁
,

成粤
一

)
U U I口夕

实际应用中有不同的方法选择插值节 点
,

上
.

当亡。 O时由(2
.

2 )得

口田

a万

最好使它们具有某种对称性并尽可能选在单元边界

R

(刀一会){
二一 O ,

R

(刀
, 一

器)l
二一〔)

(V K 〔H
。
) (2

.

3 )

这正是插值点」*. 的K ir c h h of f条件刀一 v切
,

因而单元无 自锁现象
.

为按照上述方法构造三角形 R 一M板元
,

我们采用等参方法
「5 〕.

设K 是 卜 ]:j 平面土的一般

性单元
,

顶点是
a ‘

(x
‘, 万‘)(‘~ l , 2 , 3 )

,

三边中点是
_

了X l 十 x :

“ 潇 . 一

—一
一

’

、 2 叹灼
,

谬
’
一

梦
夕: + 万。

2

k 是参考元
,

_

在今刀平面 上
,

顶点是。1

(O
, 1)

, 吞2

(O
, O )

。5

(1 / 2
, 0 )

, 。。(1 / 2
, I/ 2 )

.

、
_

了x
。 + X , 鱿 十万 ,

、

/
’ u 日

、一厄一
, 一

「
一

夕

a :

(工
,

O )
,

三边中点是 a ‘(O
, 1 / 2 )

,

了之

介
、
、 以、

广 、、
、

飞二 , 了

\ : 、
, ,

t~
. -

一

一
图 1

尤的面积坐标是

几; = 叮,
几

2
二 1一占一 叮

,

凡一舀

从K 到无的变换是

(2
.

4 )
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x ~ 乙 、瓜
, , 一乙万‘人

变换的Ja c o hi 矩阵是

口x / 口叮

口夕/ 口刀
)
一

《:{)
行�c升5口口/z

‘

了了

Xga口
Z口.、

一一
J

其中从
, 二 x ; 一为

,

从 , ~ 夕
;

一 , , ,

这样

l % : Z x 一名

}“! :I
万 3么 万1 2

义 l 万1

义 2 夕2

火 3 9 3

( 2
.

5 )

口占/ 口义 口省/ 口夕 夕1 2 X Z x

一J
一 1 - (2

.

6 )
口粉/ 口梦 y名、 火 3 :

口一此丝lJj

口刀/ 口x

口

口X

口 口右 口
不花

-

一又二
.

十 下
~
一

0 雪 口大 口冲

价(

血
_ 二

口X

夕2 3 口
丁

‘

了万尸一 ~ ~
二- 一

~

{J 1 0 冲

(2
.

7 )
a

.

X
。 , 口

- ; 二下一
~

十 二咭汗
一
下一一

口互 !J ! O 刀
x:l一lJl一一

冲一夕口 口 口占 口
二一 二 一二

r

‘
~ ,

二产二 十 一 二一
o 万 a 自 a g o 叮

尸斌才 )表示关于省
, 珍的次数不超过m 的多项式集合

.

( l ) 8 1 3元

这里8 1是指剪切插值 ( s h e a r I n t e r p o la 七i o n )
.

功和刀的形函数空间是尸
;

(才 )和〔尸
,

(才 )〕
“.

二一 乙田 ‘

瓜
,

‘二 1

其中
v ‘= v

(
a ‘

) (‘一 1 , 2 ,

3)是 自由度
.

在口的边界上
,

具有性质
:

刀
:

二乙刀
二‘几‘

,

刀
, = 乙刀

; ‘几,
( 2

.

5 )
‘二 1 ‘. 1

3 )是
。
在一般性单元 K 的顶点上的函数值

,

断
,

刀
二 ‘,

丙
‘ (‘~ l , 2 ,

叭
,

刀
二 ‘,

刀。
‘
取值为零

.

显然 由 ( 2
.

5) 确定的有限元空间W 。 x B *

班
。c 万孟(口 )

,
B 、c [H 吉(口 ) ]

“

由 (2
.

8 )
,

(2
.

7 ) (
, 2

.

4 )式我们可以得到
:

一、宁
一

:
一

(。
2 3功 1 + 。3 1 ? 2 + 。1 2切 3

,

一

击
一

‘/
3 2切 1 + X 1 30 2 + ‘ 2 1切 3

’

一 }

六
(。

2 3

刀
· , + 。。;

刀
二 2 、。 : :

刀
劣3

)

一、六
“

3 2
”一 + ‘ 1 3

“一 + x 2 1
“一 ,

一 }
子

一

} (,
2 3

, 。
, + , 3 :

刀。
2 + , : :

月。
3
)

(2
.

9 )

、..............、户

器豁鉴盟鉴

会
一

击
(一”

。1 十一“
9 2 + ‘ 2 ‘

刀g”

归团 / d劝〔尸
。

(才)
, 。二/ 。g 〔尸

。

(尤 )
,

这样 R
:
尸

,

(盆)。尸
。

(才 )
.

我们取 盆 的 中心点
—

( 1邝
, l/ 3 )
—

作为插值点
.
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凡

3

乙,=11一3R

(器)
-

叹等)
-

a田

a戈

* (刀
,

)一刀
,

(专
,

食
一

)
-

(2
.

1 0 )

需
一

,
R (口

,
)一刀

,

G
,

奋)一杏乞刀
。。

由 (2
.

2 )
,

(2
.

8 )、 (2
.

1 0) 式利用通常的等参方法可以求得单元刚度矩阵
.

(2 ) 5 1 6元

田和夕的形函数空间是尸
么
(盆)和〔p

Z

(尤)〕
么 .

叨== 乙 。‘。‘(省
, 粉)

, 刀
:

= 乙刀
: ‘g ‘(省

, 刀)
,

刀
, = 艺刀

, ‘g ,
(省

, 。)
葱二 1 落= 主

(2
.

1 1 )

其中 g ,

(占
, 叮)= 2几圣一几

, , g :

(省
, 叮)= 2凡}一只。

, 9 3

烤
, 叮)一 2元且一几

。, 9 4

烤
,

q 。(省
, 刀) ~ 4几挤

: , 口。(省
, 粉) ~ 4几声

, , 。‘= 。
(
a ‘
)(i= 1 ,

⋯
, 6 ) 是

。在一般性单元

和三边中点上的函数值
.

断
,

凡
‘,

伪
‘
(‘~ 飞,

⋯
, 6 )是 自由度

.

冲) = 4元
1
之
2 ,

几的三个顶点

在口的边界上
,

断
,

儿

限元空间
,

则砰
。c H 吉(日)

由 (2
.

1 1)
、

(2
.

7 )
,

(2

‘,

刀
, ‘
(‘一 1 ,

⋯
, 6 )取值为零

.

假定 研
。火 B ;

是由 (2
.

1 1)生成的有
,
B , c iH 石(口)〕

2 .

.

6 )
、

(2
.

4 )式我们有

一
4

语
‘;

蓄
一 4棍一 ,

鱼助一一鲡一
时

, 。 月 。 aq 。 _ , 。 , 。

一
““2 一 ““‘’

魔一
“八2 一 “ 几“ (2

.

12 )aq.一助

一

豁
一 0 ,

会一
0 ,

= 4久1一 1 ;

一 一 4几
l ,

鱼助丛佗

日q
。

、砚lselllsese、了ee.raeses

加
r

、,夕z

)叮刀

口q 。

一 一 4 几
, 2 六子岁 -

口占
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: 。‘下‘(舀

, 。)
感= 1

4 几l
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已山

口夕

性(〕生 , 以
e勺

一 乙叭从 (占
,

刀切XO
入Da

一 乙刀
、 ‘? ‘(查

, 。)
落声 l

= 兄刀
。, v‘(占

, 打)
i , 1

口刀
二

~ 乙 月
、‘S

,

(占
,

(2
.

1 3 )

二乙刀
。;
S ‘
(咨

,

夕,为
‘

一夕口
妇呀一a(口一硬豁瓷

其中 夕‘(古
,

们 =
刀z : 口q ‘

IJ , 日占

+

价焉
,

￡ (、
,

、一价 留
+

一

岔
一

舞
(i 一 ‘,

一 6 ,
·

器
一

二
1

(、
, 一

豁〔尸 ;
(尤 )

,

这样R : 尸
2

(尤)。尸
,

(左)
.

单元的三边中点取为插值点
.

我

、,....
1
飞

r,...尸
们有

叹器)
一

器
R (口

二

)‘刀
:
。(之

,
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。

)十刀
, 。

(一 几
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3
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: 。

(几
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。

)

戒蛊)
一

箭
R (口

,
)”刀

, ,

(凡
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3
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: + 凡

3
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: 6
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3

)
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由 (2
.

2 )
,

(2
.

1 1) 、 (2
.

14 )用通常的方法可得到单元刚度矩阵
.

三
、

数值结果

我们考虑一个简单的试验问题
:

均布荷载下的四周简支方板
.

P o n sso n 比 , = 0
.

3 ,

板的

边长取为 1 ,

剪力校正因子 k~ 5 / 6
,

由于对称性只有 1 / 4 板被离散
,

为检验自锁现象
,

我们分

别取板厚才一 1。
一“, 1 0

一 “, 10
一 4 ,

对8 1 6元
,

正则剖分与非正则剖分均被采用
.

图 3

手板
正则部分

(2 X 2 )

。4

令板非二 , 剖分

(2 又 2
,

t g s= 2
.

5 )

输出结果是板中心点的挠度二和弯距M
二 ,

M
,

及板边中点的剪 力 外
, q , ,

可由[ 6〕获得 (功= 0
.

4 4 3 6 一。
·

e ,

M
:

~ M
, = 0

.

4 7 5 5 6 0
·

e , g
:

= 叮
,

= 0
.

3 3 7 6 5 7
·

‘,

因子 )
.

它们的解析值
c
是 一个常数

相对误差列于表 1 中
,

由此表可看出8 1污和 5 16 元均无 自锁现象
,

均有很好的收敛性
.

对

5 16 元
,

正则剖分与非正则剖分下相对误差的差异不大
,

而非正则剖分的 。的相对误差甚至

比正则剖分的还要小
.

5 13 元的相对误差 (正则剖分)

1 /4 板剖分

4 X 4 8 X 8

1 0
一 4

0
.

2 71 1

0
.

2 7 06

0
.

2 7 05

0
.

14 1 4

0
.

1 4 08

0
.

14 08

1 0一 2

1 0一3

1 0一 4

0
.

08 1 68

0
.

081 7 2

0
.

081 7 2

0
.

01 900

0
.

01 902

0
.

019 02

1 0 一 2

1 0
一 3

1 0一 4

0
.

23 3 1

0
.

2 3 3 2

0
.

23 3 2

0
.

1 3 5 0

0
.

1 3 51

0
.

135 1

卜
一一

一竺些二一-

1
”

·

07 2 00

⋯
“

·

07 1 4 3

}一里
卫2子竺

-

一⋯
”

·

0 0 4 5 62

⋯
”

·

0 0 4 5 4 4

} 0
·

0 0 4“3

{
-

一
石丽虱- 一一

⋯
“

·

0 7
542

} 0
·

0 754 2
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5 16 元的相对误差 (正则剖分)

1 /4 板剖分

2 X 2 4 X 4 8 X 8

切

_
_ }

}
M ⋯

l

{

—
一
!

1 0一 2

10一 3

10一 ‘

1 0一 2

1 0一 3

1 0一 1

_ _ _

}_ _
一
}
{

0
.

059 7 5

0
.

05 91 1

0 二5 9 1 0

0
.

01 609

0
.

01 54 7

0
.

01 5 4 6

0
.

00453 9

0
.

00392 9

0
.

003923

_
}

0
.

003 4 87

0
.

003 7 19

0
.

003 7 22

0
.

001 7 50

0
.

001997

0
.

002000

0
.

000584 5

0
.

0008480

0
.

00085 08

1 0一 2

口 1 0
一 3

1 0一 4

0
.

2821

0
.

281 6

0
.

2 81 6

0
.

1 3 00

0
.

1 282

0
.

052 52

0
.

046 11

“
·

擎
2

,

{ “.04 604

表 3 5 16 元的相对误差 (非正则剖分 )

1 /4 板剖分

2 X 2 4 X 4 8 X 8

—
一

—
一一

-
-

一—
l

—
- 一 一

—
一
—

——
一 一 一一

1 0一2
’

0
.

05562

10一 3 } 0
.

0弓495

10一二
,

0
.

05494

0
.

0144 3

0
.

0137 9

0
.

01 3 7 8

0
.

004 163

0
.

003 533

0
.

003 53 0

⋯门

10 一 2

1 0一 3

1 0一‘

0
.

013 86

0
.

014 1 6

0
.

014 1 9

0
.

0067 18

0
.

007 04 5

0
.

007 05 0

0
.

0017 31

0
.

002 069

0
.

002 081

⋯寸一一耐

q

1 0一 2

1 0一 3

1 1 一 ‘

0
.

312 5

0
.

312 0

0
.

3120

0
.

13 66

0
.

1350

0
.

13 5 0

0
.

05892

0
.

05363

0
.

05 3 60
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