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摘 要

以分层理论为基础
,

对偏微分方程给以一种全新的分类
.

关键词 Ja n et 数 坏方程组 好方程组

一
、

序 言

众所周知
,

某些非线性偏微分方程的准确解
,

在物理
、

力学问题的研究中
,

起了非常重

要的作用
.

而对一些尚不能求得准确解的方程组
,

法国数学家 E
.

P ica r d 曾引进有限差分

法
,

以离散化了的微分去寻找其近似解
,

从此以后在数值计算方法和理论研究方面都有了很

重要的进展
1 ,

比如泛函空 间的算子理论 ; 伪李群论 ; L a g ra n g 方法 ; C a u c h y
一

K o w al ew s
-

k a y a 定理以及众多的存在与唯一 性定理等等
.

但是这些研究并未给出如何求得 (或写出 )

一个方程组的准确解的方法
.

因而
,

为了求解工程技术或物理
、

力学中的偏微分方程组
,
数

值计算方法仍然是最被感兴趣的方法
.

本文的目的
,

是阐述偏微分方程的一种新分类法
,

并

由此回答如何对某些方程组求其准确解的问题
.

为简单起见
,

以下所说的方程组指的都是非线性偏 微分方程组
.

二
、

好方程组

有如在所有的数学研究中那样
,

我们考虑所有的e
、
一

非线性偏微分方程组的集合
,

将它

记为乡
.

这里有两点需要注意
.

第一
,

R
.

T h o m 坚持主张
〔吕’,

凡是来自自然的 问题
,

解析

函数类是首先被考虑的
.

第二
,

根据J
.

H a d a m ar d 的理论
,

如果一个方程组的未知函数依

赖于时间t ,

但在行一t。}这一超平面
_

L的 C a u c h y 问题却不具有适定的初始条件
,

那末这样

的方程组就不能真实地反映物理或力学现象
.

现在我们考虑牙的两个不相交的子集合了和才
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其定义如下
:

一个方程 组 D 〔了
,

当且仅 当D 的任何一个解
,

无论在那一个超曲面上的限制

(r e s衍ic 杭on ) ,

都不能定义 D 的一种适定 问题
.

而了是才在 牙中的余集
.

因此
,

根据 J.

H 么da m ar d
,

了的元素是那些没有物理 (或力学) 意义的方程组
,

所以称它们 是
“

坏方程

组
” ,

这也就是引进另一个牙的子集合
—

“

好方程组
”

的原因
.

乡的子集合毋
,

毋 g 少如下定

义
:

一个 方程组D 〔毋
,

当且仅 当D 是一个解析方程组
,

并且它的 Ja n et 数‘(D )〔刃辈
t ‘’.

例 1 以下的方程组都是
“

好方程组
” :

流体力学中的 E ul e r 方程
上” , L a n d a u 一

L if c hi 垅 方程 (即 粘性可压流体的完备方程

组 )
〔7 ; 弹性力学方程组

〔“’; 广义相对论中的 Ej n 就 ei n 方程
〔“’, 椭圆型方程 ; 波动方程 ,

热传导方程
; M o n g e 一

A m p ‘r e 方程
.

我们有 以下的定理
:

定理1 设刀任毋
.

那末D 的所有准确解都可以收敛级数的形式给出
〔5 」.

特别要指出的是
,

例 1中所列的那些方程组在这 个意义下都是可解的
.

例2 考虑无粘性
、

不可压流体的 E ul er 方程
,

外力F (大
,

t) ~ (x
,
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,

尸
,

内
.
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那末我们有它在刃
4

中的整体解
:

u ‘~ c
(
c袭 。)

日跳
,

a刀
。

不下一 十 封 月 不 一
O X Z a 义 ,

= 0

+

言
·

一

卜

告
·

一尸~ 0

一 才2 ~ 0

些at丛at妞击

、..1.....L
.

r...

、.2

x : 了 1
。

1
, . ,

八
封2

巴一 I之下了 X l 一一
戈 z不十 不一 l

〔
一
、 乃C ~ 〔

’

/

x l / 1
。

1
. , ,

1
‘ .

2
,

1
, , 。

“3
= 万气

~

丽厄
一
尤 ;
一产

“ 十 不

一丽砰
x

汁 百正‘
r 一汀

一
劣三

P
口- —戈

2
{片才
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为常数)

关于L a n d a u 一
L if c hi 愧 方程

,

其所有准确解也都已给出
〔7 ’.

注 广义相对论中的E 至n s te in 方程的无穷远边值问题以及L a n d a u一 L ifc h it z 方程的混合问题也都已

得到了解决
〔3 〕.

三
、

算法过程

已经存在一种程序
〔”” 〔“’, 可以提供我们去实现

:

-

一D 〔牙
,

检验 D 是否属于了 ,
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一如果 D 〔多是一个解析方程组
,

它可检验在某个

—
解析超曲面上给出的初始条件是否适定 ,

在适定的情形下
,

这个程序可 以T a y lo r 级数的形式
,

写出所对应的解析解 (到任意阶

数)
.

特别要指出的是
,

如果D 〔廖
,

那末D 的所有解析解都将 由这个程序完全自动给出
.

这个

程序的发明制作者给它起名为A lg o ri 七h m e 仁均和
.

四
、

坏方程组

以下所列都是坏方程组
:

流体力学中的N a v ier
一
s to k es 方程 ; B o u s si n es q 方程 ; 大

气动力学中的强迫耗散非线性 系统方程
; N avi er

一
S 七o k es 类型方程 (参看定理 2 )

,

都是坏

方程组
,

即都是淤中的元素
.

可是尽管如此
,

而且前述的计算程序不再能应用
,

但我们仍有一种巧妙的方法去求得它

们的某些准确解
「7 〕.

例 3 N a v ie r 一

S 七o k e s方程
.
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可以验证
,

以下两组实函数都是 (4
.

2 )的解
,

它们在超平面行一。}g 灰
4

上满足同样的初始条

件
:
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(P
。,

P ; ,
p Z ,

p
3

为常数)

、、.,月孟?
"on

�n以

-

林一一“

、

P
。

值得注意的是
,

构造同一 C a u o hy 问题唯一解的反证
,

是一件非常重要的工作
,

对某些坏方

程组来说
,

我们有一个一般方法
,

这里就不多说了
.

此外
,

如果 D 任了
,

虽然依 J
.

H a d a
-

m a rd 所说
,
D 不具有物理意义

,

但对于数学研究
,

却可能具有十分重要的价值
.

事实上
,

E
.

C ar ta n 的外微分
,

构成了上同调理论的基础
,

而它是才的一个元素
.

我们 有 理 由 相

信
,

才的元素对牙来说都不是平凡的
.

所以
,

为了求某个D
。

〔了的准确解或研究讨论其固有

特性
,

就不能期望从某个D 〔了出发而获得正确的结论
.

例 4 考虑流体力学中的 E ul er 方程
,

简记为 (E )
,

和 N avi er
一

S to k e s 方程
,

简记为

(N )
,

假设外力均以解析 函数形式给出
.

按照某些观点
,

当粘性系数
, * o时

,

(N ) 方程变成

(E) 方程
,

遗憾的是
,

我们不能从 ( N )的解空间构造出发而获得 (E ) 的解空间构造
.

事实上
,

代表方程特性的不变量J a n e t数
, ‘( (E ) ) 一 2 ,

而 i ( (N ) ) = 0 〔4 ’
.

在 [ 2 〕中给出的 B u r g e r 方

程 D
。

的准确解说明
,

当以改换方程的阶数来研究某种扰动 何题时
,

即使所有的D
。

都属于了
’

刀
。

〔了
,

但也会出现意外
,

因而这种方法并不完全可靠
,

必须引起我们的警惕
.

另外
,

存在

这样的方程组D
, D 〔乡

,

但D 磋毋
, D 在才

.

五
、

N a v i e r
一
S t o k e 类型的方程

考虑
‘

厂述方程组
:

一

曰。
·

v ) 。

一告
9 r a d : 4 + ·A u + , (二
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,

D , , ; , , :

口U
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.
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磊
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(

一
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、 ‘. 互 乞 , 口 一 1

自变量 x = (x
, , x : , X 。 , x ;

)〔刃
4 ,

未知 函数组是拼= (
。 , , 。 2 , “: , u 4 , 。 , ,

⋯
, 。”

)〔皿
”+ 心,

并记

。 二 ( u , , u Z , u 3

)
,

这里 f
, g 二 ,

A汀都被假设为C
,

类函数
.

显然
,

如果
n ~ o ,

刃冷= g 。二 o ,

f 一 f (x)
,

那末 D 了 , ,

就是通常所谓的N a vi er
一

s to k es 方程
.

现在 以A
, g ,

f代表 由 A 冷
, g 二 ,
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Z

对应
:

A
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、 九 、

, (刀)一 } f
Z

}
·

、

f
。 尹

这里M
, , 。

(刃 )代表川于q列的实矩阵空间
.

以 M 另
, , 。,

(刃 )

的矩阵所构成的子空间
.

那末我们有以下的定理
:

定理2 如果

Im A g M 三
, , 。。

(刃 )
,

那末 D , , 。, , 〔才
,

i(D
, , ,

)二 0
.

定理的证明我们将在 另外的文章中给出
.

例 5 D fg , 的一个特例
.

”一 1 , 户= 1 -
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: , x Z , x : , x 4
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, g , z , t)〔刃

4 ,
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u , , 。2 , 。乙

) = (
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P
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f
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.

那末这时的D f 。,
就是大气动力学中的一个重要方程 组

-

一强迫耗散非线性系统方程
:
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可以验证以下两组定义在刃
4

上的实函数都是D 的解
:
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工志二‘
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)矛一
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一P
。十 t% IX : 斗 尸(川 + 式 )

1100

一X

-一6

= T
。

(P0 〔R
,
T 沂 R 为常数 )

并且有 U (‘) 一 U (“)若 O ,

U (’) !
。二 。= U (“) (口U (‘) {

。_ 。
一口U (z ) }:

一 。

)

我们可以同样的方法给出初始条件
,

使得 D 不存在任何 C
“

解
,

或者给出初始条件
,

使得 D 存

在唯一解
,

但却是不稳定的
.

结论是
:

D 〔
‘

矛

注 定理1 的证明完成于 1 9 78年
,

发表于 1 9 8 6年
仁“3 ,

计算程厅编制完成于 1 9 8 9 年
,

发表于 1 9 9 4年
￡“〕.

广义相对论中的E in s t e in 方程的无穷远边值问题
〔”二
完成寸

二1 9 9 1年
,

但直到如今尚未被接受发表
,

理 由在于

其使用的方法与结果都不同于某些权威
.

作者以为
,

石
一

数学研究中 需要的是一个安静的环 境
,

诚意 的合

作与友好的争论
.

但是那种固守自己的山头与野蛮的竟争已产生 了非常严重的后果
.

比如用论 文 的数量和

参加会议的多少来衡量一个人的水平与能力
,

会使年青人逐渐失去对数学的兴趣
,

也造成并 日渐加 深 老一

辈与年青数学家之间的误会与隔陵
.

更坏的是使数学研究的分支越来越细和专门化
,

从而 更 加重各个集团

之间的矛盾与压力
.

而在数学研究上几一个直接后果
,

就是一些人顽固地坚持要用 线 性的方法去求解非线

性的问题
,

尽管所有的人都知道
,

自有了 G al oi
s 妞理

,

单纯使用线代数的方法去求多项式的根是徒劳的
.
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关于某些非线性偏微分方程的准确解 2 4 5
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