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摘 要

本文给出了 G r af fit i 的猜想(5 8 3)
〔1 〕的一个反例

,

说明猜想不真
.

并且得到了I(T ) + a ’
(T )

的较好的上下界
.

T 表示树
; a 护(T )表示树T 的边独立数

: I (T )表示树T 的反比度
.

关钻词 树 边独立数 反比度

一
、

引言与反例

设p = }厂 (G )l
,

G 的度序列为d
l ,

山
,

⋯
,

心
,

则 G 的反比度I (G ) ~ 习 (d
: ,

d : ,
⋯

,

d ,

> 0 )/ d ‘.

19 5 9年
,

G r a ffi七i提出了一个关于树的猜想 (58 3 )
‘’“:

、

s iz e 一 (m a te h in g + 1)《in v e r s e d e g r e e

其中s iz e表示T 的边数
,

m a tc hin g 表示边独立数
a ‘

(T )
.

这个猜想不真
,

我们构造如下反例
:

设 T
。

~ K l,4

设

厂(T ,
)= 厂 (T 。一 ,

) U {。
。, “ 1 , “。, u 。}

万(, ,
) = 刃 (T * 一 ;

) 日{“
。。。, 。。u ; , u o u Z , u 。u 。

}

其中
” 。
‘犷(T 。一 :

)
,

d T 。一 :
(”

。

) ~ 1 ,

则夕
, = ! V (T 。

) J= 4 k + 5 , a ’(丁
。

)一左+ 1
.

容易得到

I (T 。
) + a ‘

(T ,
) = (1 S P。 + 9 )/ 16

如果P。> 9 ,

很容易看出I (T 。
) + a ‘

(T 。
)< p

。 ,

说明猜想 (5 8 3 )不真
.

木文所有专门术语和符号均来自文 〔2 」
.

二
、

主 要 结 果

虽然G r a ff it i的猜想 (58 3 )不真
,

但是它提出了一个关于
a ‘

(犷) + I (T )的上下界问题
.
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设F 是满足如下条件的树的集合
:

(i) K : , ‘
任F ;

(11) 对任意T 〔F
,

T U K , , 3 + u 口〔F
,

这里 d :
(

u
) = 1 ,

d兀
, , 3

(
。

) = 3 ,

且犷(T )自犷 (K
l , 3

)

一 0
.

设F
‘

= {T 丈: k 一。
, 1 , 2 ,

⋯ }
,

这里T
。

= K : , , ,

犷(T 墓) = V (T 是
一 ,

) U {“
, , u Z

}

E (T 墓) ~ E (T 是
_ ,

) U {。
‘u , , u ; u Z

}
, 。’

〔犷 (T 丈
一 : )

, u ; , 。 :

〔厂(T 墓
一 ,

)

d 罗是古
,
(
”‘

) = k + 1 = J厂 (T 川 // 2

容易计算
(Z /

(,
1

:卜 , (了
,

: )一窿
}U (7

’

: )卜合
+

设T 为P (P》 2 )阶树
,

则

}犷(T 是) }

定理 1

些粉卫咖“犷 , + “均、
一

子
一

合
+

二
且仅当T 〔F

/

时土界可达
,

T 〔F 时下界可达
.

证明 采用归纳法证明
.

当 2簇P( 5 时
,

定理显然成立
.

假设阶数不大于P时定理成立
,

现证明阶数为P 十 l时定理成立
、

当T 为P + l阶树时
,

分两种情况来证明
.

若T ~ K
l , , ,

则

一5 (p + x ) + 9 /
_

, , 。 , 、 ; , ,
、 。 l , .

一 , 5 (p + 1 ) l
,

2

一一一一一丁仄一
-

一一仗乏乏二以 气1 少十 沈 气1 少一夕
一打 1
十 万

之盏之

一一几
一一

‘

-

一 又
一

宁 一二不 - 下一
1 勺 夕 斗 乙 夕宁 l

显然成立
.

若 T 铸 K ; , , ,

则存在
u〔F (T )

,

N (
u )一笼u 。 , 。 1 , 。2 ,

⋯
, u m }

, 。》 1 ,
d (

。‘

) = 1 , z( ‘

簇 m ,
d (u 。

)> 2 ,

很容易选择
。
满足

:

了
’

一 u u 。
一T

二

日T
:扭。 ,

j厂 (了
’ “

) ‘簇 j厂 (T
, , :,

) }

那 么 T
。

~ K
; , 二 , a ‘

(T ) = u ‘

(了
’

, , 。

)月
一
飞

先证定理 1的左端不等式
.

。 ,

(: ) + , (: )一‘(犷
· 。

)。一‘了
, “。

) + 、十 灯公、
一

、
幸
、 一牛

二 十
一

, 一

乒
二

a 气u o ) 一 l 口又“ o )

1

m + l

l

d (u 。

) (d (
。0

)一 )

l�十

m
十

)
一

1 5幼侧
+ g + 胡 十卜

、 ‘旦(

件尹
十旦十

一

嘴
-

一5 (夕
一

卜 1 ) + ‘)

l 6

十 刁 十

土6

.

尸 [ 1 5 (P +1 ) 十 9 〕/ 16

且a, (T ) + I (T ) ) 〔15 沙 十 l) + 9 〕八 6 当且仅 当T
。
任F ,

d(
。 。

) 二 2 , 川二 3 时成立
.

因此
,

a, (T ) + I( T ) ~ 〔1 5 (P + 1 ) + 如八 6 当且仅当T 〔F 时成立
.

故定理 1左端不等式成立
.
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再证定理 1的右端不等式
.

。 /

(T) +I (T) ( 旦胜竺2一李
+ 一兰一 十

m+
l 十

4 Z P 一 阴

1

拼+ 1

1

d (
u 。

) (d (
“。

)一 1 )

1一+

一从十

5 (P + 1 )
4

1
.

2

一 , 二 十一丁一丁 丁 一 十
艺 P 十 l

川 + 1

P一 m P + 1

1

一 己(
。。

)(J (
。。

j石 )
~

, 5 (P + 1 ) 1 2
笼之

—
一

—
- -

一
一二

~

~ 卜一

一
一二 一了

4 艺 P + l

今

+
一

竺-

P一 l

2 }

乡千x
一 以(

。 。

) (己(
。。)一 1 )

若d (
u 。

)《 (P + 1)/ 2 ,

则

a,( T) +I (T) ‘红立土业 一李十一兰
一

4 2 夕+ 1

且a, (T )十 I (T )一 5 (p 十 1 )/ 4 一 1 / 2 + 2/ (P + l) 当且仅 当T 任F
‘

时成立
.

若d (
“ 。

)) (P + l) / 2 ,

则至少存在两个顶点
。 , , 。 : 〔N (

u 。

)
,

d (”
:
) = d (

。 2

) = 1 ,

且
a ‘

(T

一 。 :
) == a ,

(T )
.

从而
a ‘

(T ) + I (T ) = a ‘

(T 一 。 :

) + I (犷一 。 l

) 一 1 / d (u 。

) (己(
u 。

)一 1) + 1

一 5P I
,

2 1
受受

,

—
一二二 牛 丫万 一 万 7 _ 一

f
j 万了 万 、

一下 卞
l

4 艺 P 口 L“o

八口 L“ o ) 一 l )

5 (p + r ) l
,

2 2 2 1 1
- 一一

一丁
- - - -

一 , 二 门一 一 丁一下一 ,
, 一
几

-
-

一 一 万
一

万 二 一—
-

一 一下犷丁 一
不 一下二

.

下一 丁
、

4 Z P十 I P P 十 1 4 口(u 。

八 d 又u o
) 一 l )

2一+
一P

+
1一2一 5 (P

一

卜l)
赶冬

、

—
一

—
_

一、
4

因此
乙
“(T )十 I (T )簇 5 (P 十 l )/ 4 一 l/ 2 + 2 / (户+ 功当且仅当T 任F

’

时等式成立
.

定理 l证毕
.

根据 a z

(T )和边覆盖数尸 (T )的关系
a ‘

(T ) + 夕(T )二 P
,

我们可以得到如下推论
.

推论1 设T 为P (P) 2 )阶树
,

则

一 (P一 9 )
1 6

一 T , 。
、 0 , / 。 、

一 P l
,

2

、
,
口 ) 一 尸 、’ )、百 一万 卞子

根据文 〔2 〕
,

对于二部图G
, a ‘

(G )一尸 (G )
,

尸 (“)为口 的边覆盖数
,

我们能够得到

推论2 若T 为P (P》 2 )阶树
,

则

一

生旦豁旦都
/
‘? , + “犷,、

等
一

合
+

呈
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O n O n e o f G ra ffiti
‘5 C o n ie c tu re (5 8 3 )

W a n g L iu x in g

(H e 公Io n夕jia n夕 H g d ra “lie E n g ‘”e e r宕n g C o lle 夕e ,

H a rb f”

1 5 0 0 5 6
,

P
.

R
.

C h‘儿a )

A bs tr a c t

In the P a p e r ,

w hie h P r o v e s t h e

w h e r e T d e n o t e s

m a t e h in g o f T
.

a c o u n t e r e x a m P l
e o f t h e G r a f fit i‘s e o n je e t u r e (5 8 3 ) is g iv e n

e o 刀 je e t u r e 1 5 fla s e
‘

A n d t h e b e s t b o u n d s o f l (T )+ a ,
(T ) a r e

a t r e e ,

I (T ) d e n o t e s t h e in v e r s e d e g r e e o f T a n d a ,
(T ) 1 S

Ke y w o r d : t r e e , e d g e 一i n d叩e n d e n e o n u m b e r i n v e r s e d e g r e e


