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摘 要

继文【l]
,

本文运用积分变换方法
,

获得了可压缩各向同性弹性半空间在非均匀分布的切向荷

载下
,

二阶弹性效应问题的封闭形式一般解答
.

关扭词 弹性半空间 切向荷载 二阶弹性效应 积分变换

一
、

引 言

在有限弹性理论中
,

控制可压缩各向同性弹性体变形的数学方程是强非线性的
,

其边值

问题的精确解
,

仅在某些限制条件下才能获得
,

并常常求助于近似方法得到结果
.

成功的近

似方法成为一种受到高度重视的技术
.

获得包含位移梯度 二次项
,

并取得特殊椭圆积分形式

的二阶解
,

是一项十分困难的工作
.

R ivl in
〔“ ’,

G r e e n 和 S p ra 七七
〔“ 1 几乎同时首次导出二

阶理论
,

并且T r u e sd e ll和N o ll「
4 ’,

以 及 G r e e n 和 A d k in s 「5 ’
提出了一个综合计算方法

.

G oo d m a n 与N a g h di 〔日’用位移势解答了可压缩 的二阶弹性向题
,

并将其应用于平面应变问

题 , 对于不可压缩材料的二阶理论问题的各种求解方法已由C h a n 和 C ar ls o n 〔7 ’

给出 ; s el
-

v a d u r a i与S Pe n e e r 犷a l ,

C a r r o ll 与M o o n e y 〔9 」、 L in d s a y 〔‘。〕、 以及C h o i与S h ie ld 〔“ “
分

别用反变形方法研究了二阶弹性材料 的某些轴对 称问题
.

用上述成功的近似方法
,

将位移
、

应力等量展开 成用一些适当参数表示的具有非零收敛

半径的幂级数形式
.

si g n o ri ni
“‘2 」和 8 七o p p el i〔

‘3 ’ “ 〕

讨论
一

r 在适当可微条件下级数解答结

果的存在性和唯一性
.

特别是 s to p p el i 还证明了位移能够按某些参数展开为具有非零收敛

半径的绝对收敛的幂级数
.

若参数足够小
,

经典线弹性方程的充分光滑解答是存在的
.

在文 【l 」中
,

我们 已经研究了弹性半空间在非均匀分布法 向荷载下 的二阶效应
.

在本文

中我们继 R iv h n 的文〔2〕
,

研究可压缩弹性半空间在非均匀分布切 向荷载作用下的二阶效应

问题
.

R iv h n 的 研究将二阶问题简化为考虑体力的线弹性间题的解答
.

回顾在经典弹性理

论中
,

弹性半空间在一个切向力作用下的应力场分布问题首次 由 C e r r u 饭L‘。 ,
求得

.

这个解

,
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答除了数学
_

l几的意义
,

在土力学中具有实际的用途
.

非均匀的法向荷载分布在一个圆内的相

应 问题解答由S n e d d o n 〔’5 1获得
.

s n e d d o n 证明了这个法 向荷载问题相 当于求半空间在一

个刚性平底的圆柱相压下的应力分布问题
.

注意到
,

当荷载是任意分布时
,

我们需要分别考

虑法向和切 向荷载
.

我们 参照s n e d d o n 〔‘5 」

关于一般线性和二阶问题的解答
,

采用积分变换

方法求解
.

详细研究了一种特殊情形的一般解答
,

最后对
z 方向的应力与位移进行了数值计

算
.

二
、

基 本 方 程

设弹性体在单位体积质量受体力X
‘

以及在变形前单位面积 上所受面力X
。 ‘
作用下发生变

形
,

则平衡方程与边界条件为

黑
一

擎
+ 。

n

x
玄
二 。

口月 抢了 口x 了
(2

.

1)

X
, ‘= (a

: / aH
, a

)1
5才‘。 (2

.

2 )

式中t‘,
为柯西应力

, 。。
为位移分量

, x 。为变形前弹性体内某点的坐标分量
,

l
,

是 变形前弹性

体表面法 向 的方向余弦
,

且

H
‘, ~ au ‘/ a% 。

, : 一d e 七(d‘, + a“‘/ 口%
。

) (i
,
几= 一, 2 , 3 )

对于可压缩的各向同性材料
,

应变能函数不的形式为

牙一 al J
Z 十仇八 十气几J Z + 入八 十几J

:

(2
.

3 )

式中仇
,
⋯

,
几为材料常数

,

Jl
,

八
,

大分别是 关 于 应 变 量 的 1 , 2 , 3 次 应 变 不 变 量
.

Ri vl in
‘“’证明了由方程 (2

.

1)和 (2
.

2 )
,

略去高阶的位移
。‘的空间导数

,

分别得到

!“
一

卜△, 九
。

一会〕影了
一

、

散
+ 户
。 (2

.

4 )

且

尤
。‘
~ 〔(l

一

十
一

八)d
。。一 a u o J

口x 。」1
5

才;
、+ l* 才了

、

(2
.

5 )

式中

t‘。 = t ;
。 + 才丫

。
(2

.

6 )

且

t了
。= 2 〔一 a , e ‘。+ 2 (

a , 十 Z a :

)八d
‘。
」

玲
, = 2 [{ (4

a 2 一 Z a 。+ a :
)八

e , 。一 a : a ‘。一 (
a , 一 a 。

)E
‘。
}

+ { (
a , 一

卜Z a :

)u + (
a , + a 3

)E + 2 (6
a ‘+ 3 a 3 一 a ; 一 2 a 2

)△2 }d‘。」

式 (2
.

3 )中
,

应变不变量J
‘

与通常的右柯西一格林应变张量C的不变量I
‘

的关系为

Jl 一几一 3 ,

入二几一 21
; 一

卜3 ,

J 一1
3 一几 + 几一 1 (2

.

7 )

且常数
a , , a : 由经典弹性理论确定为

凡~ 4 (
a l + Z a :

)
, 拼= 一 Z a ,

式中几和“为L a m e常数
,

另外三个常数
a , a 、 , a s

称为二阶弹性常数
.

令

u ‘= v 、汗
一

二 ‘
(2

.

8 )

并定义
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: ‘* = 2 〔一 a le
二
。 + 2 (

a , + Za :
)八

/
d
‘。〕

·
:
北一

瓮
十

会
,
“

/

一
争
‘
·

(2
.

9 )

:
了
。= 2 [一 a : e了

。 + 2 (
a , + 2 a 2

)A
“占: 。〕

心一

瓮
+

豁
,
八

一爹心 } (2
.

x o )

综 上所述
,

求解一个二阶边值问题
,

必须

( 1 ) 求解下式表达的线弹性问题
:

a丁‘。 / ax 。 + P 。

X ‘= o

受面力为

X
。‘= l, 丁‘。

(I ) 获得由下式给出的二阶弹性解
:

口:
了

, / a戈。+ p oX {= o

受面力

X 二
‘= l。: 了

,

式中

X 二‘= 一 [△
‘
j‘, 一 a” :

/ 。x 。」l
e : ‘。一 I, :

二
。

(2
.

1 1 )

(2
.

12 )

(2
.

1 3)

(2
.

1 4 )

(2
.

15 )

户0X ‘一(
“

‘
。‘。一

欲
一

)豁
+

会 (2
.

1 6 )

且式中
:
;
。= 2 〔{ (4

a 2一 Z a 。 + a :
)么

/ e
;
。一 a , a

;
, 一 (

a , 一 a。)E ;
。 }

+ {(
a ; + 2 a 2

)
a 产 + (

a : + a 3

)E
尹+ 2 (6

a 4 + 2 a 3 一 a ; 一 2 a 2

)A
’“

}肖‘。」

其中
a
厂
。= (a

”,
/ 。二

s

) (日
。 , / a 二

a

)
, a ‘

= a 了
, ,

E
‘
= E 二

。

且E {
。
为 d e 七。 ;

,
中
。
{

, 的余因子
.

(2 一 7 )

三
、

圆形分布的非均匀荷载

我们考察一个可压缩的弹性半空间
,

在其表面半径为
a的圆内

,

承受着总量 为 P 的非均

匀切向荷载
.

在经典弹性理论中
,

这个 由表面作用均匀切向力的弹性半空间的应力分布问题

首次由C e r r u ti 〔‘。’
解决

.

M u ki
「‘’」
运用 H a k el 变换方法

,

获得了这一 问题的另一种解答
.

本

文考虑作用非均匀分布切 向荷载的二阶问题
.

我们选取圆柱坐标 (
r ,

0
,

z)
,

弹 性 材料占据

z
》 0 的半空间

,

荷载作用于
z ~ o的平面 上

,

并沿
x 轴方向

.

其边界条件是

t
z z

一
_ _ ,

.

一 n 。 、 一 , 、 1

}
‘

一
〔(‘+ “)岁少

a ‘ “

:
‘

)
,

’

)
、

(a
‘

万
r ‘

’男}ra,
一 犷’
呀
。

尹
口。

}
t。:

= 一 L(1 + 。)尸/ 兀a ‘ 、
‘ ’ “ ’

J ta
“

一 r ‘ )
“

月 气a 一 r ) s ln 以 /

(3
.

1)

式中占> 一 1是一常数
,

且H 是H e a vi
s
id e单位函数

,

设不计体力
,

由R ivl in 方法
,

该问题

能分解为如下两个子问题
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( 1 ) 线性解

争
十

告黯
十

令

赘
十

节黯
十

赞

+ 一

二竺二二鱼旦二 o

r

2
十 一 了”-

r
(3

.

2 )

、1........、‘..‘../

日了 , 二 +

: 黯
十

黯
+

一

合
。一 0

受面力
r : :

1
: , 。

= 0

: , 二

!
二 一 。
二 [ (1 + 合)P / 二

a Z (‘千 占)〕(
a ‘一 r Z

)‘H (
a 一 r

)e o o s

: 。 :

1
: 一。

= 一 〔(l+ 乙)P / 二a Z (‘十‘ ) ] (
a Z一 r Z

)
d
H (

a 一 r
)
sin o

(I ) 二阶解

) (3
.

3 )

、.....‘
山

才....‘少日r 了
二 一

瑞
二 十

r 口口

力 , 护
吸户 ‘ . 宁

一万竿 十
0 Z 映必

一

+ 户0x 牛一 0

+ 生
肇

十

擎
+

r o 口 口Z 纷
。十 户0x ‘一 。

(3
.

4 )

尹一l一
刀r�r,,,一r

了一aT一
一刁」口一

�月以�

擎
十生
擎

+

擎
+

一

上
: ;

:

+ 。
n

x ; = 0

o r r a s 口之 r

受面力

心
:

{卜
。
二一 戈梦

, : 了
:

!
: 一 。
二 一戈了

, :
言
:

}
: _ 。

= 一戈公

式中面力和体力列于附录 I 中
.

(3
.

5 )

3
.

1 线性解答

我们采用M u ki 的位移解来求解子问题 ( J)
,

勺 = ( 1 / 2拼) {2 ( z 一 刁) v
Z
G 一 V (v

·

G ) + v 丫 A } ( 3
.

6 )

式 中G 是一个双调矢量
,

A 是一个调和矢量
.

s n e d d o n i ’8 “
在其近期的一篇论文中证明了不

使用调和与双调 和函数也能够获得M u k i型式的解答
.

M u k i对于 C 和A 均提出了单一的
二
分

量

C 二 (o
,

o
, G :

(
r ,

0
, :

) )
,

A ~ (o
, 0 ,

A
:

(
r ,

0
, :

) ) ( 3
.

7 )

我们选 G
:

(
r ,

0
, :

) = 苗 (
r , z

) e o s o和A
:

(
r ,

0
, z

) = 叻(
r , z

)
s i n o

,

则位移分量 (
v , , 。。, v :

)

变为

一命卜黑
+

粤
一

〕一
“

,

一泰!告器一半]
S‘·“

飞
一泰[

2 (卜 。) v、功一

鲁]一
。

)
(3

.

5 )

并满足式 ( 3
.

2 )
,

其中价(
r ,

z) 与p (
r ,

z) 分别满足
:

、 ,功一

嵘
一

+

节条
一

赶芳)
2
, 一。

、: , 一(器
十

告暴
一

汾器
一

),
一 。

(3
.

9 )

( 3
.

1 0 )

相应于位移场 (3
.

5) 的应力场可写为
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2

令
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3 )式导出

口
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.
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黑引
: =

厂 一
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(

一
)
d
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)
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二

~

粉熟军
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一
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.

1 Zb )
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.

1 2 e )
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·J

l

‘、
·
)价(

· , :
)d

·,

。一l了
, J !

(;
,
), (

· , ·
)d

·

为了得到关于协(占
, :

)与硕(省
,

z) 的常微分方程
,

分别对式 (3
.

9 )和 (3
.

1的进行一阶场a n k e l

变换
.

这些微分方程对于我们 有用 的解答是

必(雪
, :

)二 (通
2 + A

3

占z )
e 一 ““ ,

杯(省
, 二

)= 姓
, e 一 ‘“ (3

.

r3 )

式中月
1 ,

A
Z ,

A
3

是省的任意函数
.

作 (3
.

12 a )式的一阶什a n k e l变换
,

作 (3
.

1 2 b ) + (3
.

1 2 e )式

的二阶H a n k e l变换以及 (3
.

r Zb )一 (3 一 Ze )式的零阶H a n k e l变换
,

并解关 于 A , ,
A Z ,

A
3

所得到的方程
,

我们得到

A ,
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(
a首)

2 雪
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)

现在作应力与位移函数的如下H a n k el 变换

H
:
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,

H
Z

[ : , :
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,

H
。

[ :
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H
: [”

,
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,

H
。

[。
,
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,

H
: 〔:

, ,

/ e o o o + 介。/
sin o〕

H
: 〔:

, ,

/ e o s o + 2拼。 ,

/ (, e o so) + 2拼。。/ (
r sin s)〕

并反演所得到的方程
,

我们得到
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,
一 乙

, 二
) ]

s in o

式中L (n
, s ,

习定义为

: (
。, · , 二

卜l了
;
·
J

·

(:
:
)J

l一‘“
。
)
“一 ‘·d

“
3

·

‘6 )

式 (3
.

15 )和 (3
.

1 6 )给出了线弹性问题的位移和应力分量
.

下面给出它们在半 空 间 表 面上的

值
.

将L (
n , : ,

0) 表示为L (
。 ,

习
,

线性位移与应力分量可写为
” ,

= 一 [T / 4拼〕[ (2 一 粉)L (0
, 一 (1 + 占)) + 刀L (2

,
一 (1 + d)) ] e o ss

。。~ 〔T / 4拌〕[ (2 一刀)L (0
, 一 (1 + d ))一 刀L (2

, 一 (1 + 占))]
sin o

”:

= 一 〔T / 4拼] (1一 2粉)L (1
, 一 (1 + 占))e o S O

: r ,

= T [ (刀/
r
)L (2

,
一 (1 + d)) + L (1

, 一 d)〕e o s o

: 。。二 一 T [ (珍/
r
)
r L (2

, 一 (1 + d )) + 3刀L (1
,
一 d)〕e o s 6

r 月z

= O

: , 。= T [ (刀/
r
)L (2

, 一 (1 + d ))一 (1 / 2 )L (l
, 一 d )」

sin o

: r :
= (T / 2 )L (o

, 一占)e o 8 0

: 。:

= 一 (T / 2 )L (o
,
一 占)

s in o

(3
.

17 )

3
.

2 二阶解答

为了解二阶问题
,

我们需要求解子问题 (I )
,

目前
,

p 。

X 了= f李(
r , z

) + f孚(
r , z

) e o S 2 0
, p 。

X 石= f
。
(
r ,

p o

X 止一f王(
r , 二

) + f互(
r , z

)e o s 2 0

附加力与面力可写为
“

, C O s 口s‘n 口

} (3
.

1 8 )

X 了二 一
、

丫吞
,

(
r , z

)一 X 君
,

(
r , z

)e o s 2 8
,

了公= 一 X
。。(r

, z
)e o s口s in o

笼誓= 一 X 志
二

(
r , z

) 一 X 瑟
:

(
r , :

)e o o 2 0

我们选位移矢量为G a rl e r k in 的解答再加一个无旋项

叨 = (1 / 2拼){2 (l一 刁)V
“

G 一 V (V
·

G ) + V 梦 }

} ‘3
·

‘”,

式中

G = {程
1

(
r , :

) e o 8 0
,

G
Z

(
r , :

)
s in o

,

G
。

(
r , :

) e o o 2 8 + G
4

(
r , : ) }

尹= (卜 2专)尽孕 (
r , z

)e o 8 2 0 } (3
.

2 0 )
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由此
,

位移分量变为

2。功 ,

一 2 (卜 。)〔v : 。Ic 。。2
。+ v : 。

2 5‘n
Z
”〕一

黔
口ZG ‘

口raz

一

弊
。。。2。+ ( , 一 : 。)。

擎
C 。、2 0

O r O 之 O T

2。二。一 2 (卜。)〔、: 。
: 一 v :。 : 〕。。。osin 。一

冬噪1 IJ 月沪

(3
.

2 1 )

擎
、in Z。一 (l 一 : 。)。

丝
一

s in Z。

口 Z
一

r

2一
十

口‘
。

.

「
、 ,

~ 护G 门 「
_ , . 、

_
。 ‘、

2拼切
:

二 一 一 石二 + 1 2 又l 一 刃) V 6行 4 一
一
万二犷 !十 I Z LI一 叮)V 三甘 。

L, ‘ L U ‘ J L

aZ
G 。

日之2
1
。。。2。+ (1一 : 。)。

一

嘿
。。5 2 。

J U 芯

式中

G
。
= 合[誓

十
一

冷
一

+

夸
一

+

今{
+

扎争
G : 口G

a r

(3
.

2 2 )
l 日2

.

1 日
V 完= 叹万产

一

十 了
一

丽
一下 +

r ~

n 2

耸、口2 ‘

/

+

今]一
2“

飞
!

应力分量为

、|||||||||||||||,fr一口
‘乎

,

一与
。十 (l + 。)「

”
卿

‘ L

‘ ; 十 V 孟‘
2

」

口r

,

口〔V 圣
卞——

一 甸
。。 5 2。

〕
一

器
口〔刁V 丢G

4 一 口“G ‘/ 口r Z

〕
,
r

一
—

—
d 2

口[刁V 呈G
。一 日2

G
3

/ 口r 么〕
口2

C 0 s 2 0

+

!
。。v , 。 + (卜 2。)。

擎〕
c o S Z。

:
公

, 一孚
g 。十 (l 十 。)

乙 l
V 圣G : + V 全G

:

r

十‘旦兰于卫拉
。。5 2“

〕
一

!告争
+

声袋〕

尸娜夕韶旦业州
十旦吵y逻亘寰鱼

士卫‘
旦匕兰塑C 。5 2。

+

阿
,巾 +

一

红丫业
.

(票
一

孚)1co
5 2 。

·

了一枷
一

势
+ 匹

一

怪
夕困黯

二
一

组翌l十旦!退胜边又;

碧渔鱼坦
c 。

+

{
。。v ,功 + (卜 2。)。

瞥〕
c o S Z“

· ,一宁L旦丝里架立鱼尘
~

升旦州篇业塑
一

c o S Z

习
一

撇
十
鲤上

一

业牛邺迪讥
旦丝l刃也 ;餐旦竺丝旦兰

。。·2“

(3
.

2 3 )
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+ (1一 2刀)
口2中
拌百于而

C 0 5 2 8

小一 “一。)
一

业
一

圣

架皿弘
。。。os in o + 乡

-

旦业些过旦犷二旦亡 旦宣全坦犷土鱼」
r a Z

.

。。。。。in 。一 生「(
, 一 。)v :。

3 一

弊1
。。 s。s in 。-

r L
,

0 2 一 」

4 (x 一 2刁)乒 a巾
。

.

~

下二一一 C O S U S ln 口
口r

: 梦。=

式中

(l一。)「叉;旦
兰二‘鱼

一

十旦凶矛‘镇川鱼工
一

1
。。。。。in 。

L 1 U r 」

1 口Z
G

o

r 口r日口

十
1

Z r “

·

C O S口

嚓
一 生坦昼立犷二早旦立州

一

。。。。。in 。+ 丛止鲤丝「坐
一

擎1
口 口 r 0 2 r L r o r 」

in o

9 0
=

日[V 全G
l + V 雯G Z〕

,

V rG ; 一 V 孟G
:

- -

一
~
石

- 一
~
丁一

—
——口 r r

口[ V 雯G : 一 V 量G
Z

〕
,

V 盆G Z 一 V
一
一

-

一
-

-
一一 石

~

一
- - - - - -一 一

~

门~

—
—a r r

鱼 }
。。。2。

(3
.

2 4 )

沪

J
..、

十

、.户口、.声
苦

、.声
口

、.夕矛、l了
苦

仄J八bt‘一吕O
�自乙9�勺自Q山勺山

..

⋯

将 (3
.

1 5) 与 (3
.

2 3 )式代入 ( 3
.

4 )式
,

并重新整理
,

得到

V 受(G
; 十 G :

) = 一 Zf李

aV 委中
一下v

‘ Z f于+ 沂。
从J 二二二

-

(3

( 3

OJ八j
了万.、了.、V 全G , 一 [f

。一 Zf幸一 ( 4 / r ) V ;少〕/ 2

V 言“ = 一 f二

一
‘

。
.

日V 孟巾
V 盆G

: + 兰毛茫二 ~ 一 f幸, ‘

一
’

日2

现在对式 ( 3
.

26 )的两边分别作三阶H a n k el 变换得到

了共
一
约。一粤l

一 : ,
。

(:
:
)卫毕五

、:

黝 (;
, :
)

\ “ ‘ , g 护 0 ‘
( 3

.

3 0 )

式中
必二 l戈

: J :
(占

r
)巾 (省

, :
)、

:

由 (3
.

3 0) 式
,

我们找到适合 ( 3
.

26 )式的解答是

小二H
:
「(A + 叻哟

。一

污 占。 : 」

式中

叻一}:
一‘

·

(:
’

价( ;
,
一 ) e x 。〔一 ;

· : : d : ,、: :

并且A 是雪的一个任意函数
.

由式 ( 3
.

27 )得

(3
.

3 1 )

1 d
Z , 。

、2 , , _
~

_
r 为

卜共了 一 占
2

》H , 仁G ; 3二、
r J

I

信
r
)

、d Z “ ”
,

‘ 一

“一 ‘“

九
’

一
、勺

· ‘

适合式 ( 3
.

2 7 )的解答为

G , = H
;
[ (A

l
占: + g 萝) e

一
古
z
; 睿

一

) r」

式中

(3
.

3 2 )

( 3
.

3 3 )

g 士(占
, z )

一兴l
“ e X p 〔: 、2

2
] (

“ ’

( 2
: : 一 : 一 二 ;

)。
;
(‘

, : , ) 。x p [一 : :
1
〕J 之 ;、: 2

乙 g 夕0 J O

( 3
.

3 4 )
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且刁
,
是雪的~ 个任意函数

.

用类似方法可得

G : = H
: 〔(A

:雪: + g 萝)
e 一 9 2 ; 雪、 r〕

G 3 = H
: 〔(A

3省z + 夕雪)
e 一 考‘ ; 睿, r〕

G 4 = H
。

[ (A
‘

雪之 + g 贯)e
一 雪, ; 雪、 r〕

式中A
: ,

A : ,
A 4
是舀的任意函数

,

且

(3
.

3 5 )

、‘
l

\

。, “
, ·

, 一

矗买
e x p 「2雪一〕{:

’

‘2
· 2 -

一
, 。“‘

,
一 , e X p卜‘一〕d一d一 ‘一 2 , 3 , ‘

(3
.

3 6 )

。:
(:

, :
)一气

一 :
,

;
(舀

r
) 二 22 ; 二 八士工旦且卫里少J :

J O
J

乙

g 。(雪
, 之)二 一

00 rJ
Z

渗)「f卜旦粤卑工1己
:

0 L O Z J
(3

.

3 7 )

9 4
(雪

, z
)= 一 rJ

。

(省r) f孟尽
:

住户‘.、
.‘户.,,口

求得小
,
‘ ,至‘

4

的解答后
,

需要确定任意函数A
,

A ;至 A
‘ .

这可由位移分量代入应力分

量
,

并使用边界条件 (3
.

5 )达到
.

经大量代数变换后
,

我们得到

A = 井
华

二
一「

t l一 2 刁夕拼互
‘
L

(9叮一 s粉2
)h

s

4 一 5专+
、

2叮2

)(3 一 4刀)h
: + (1 + 2专一 4叮2

)h
3

2 (4 一 5珍 + 2 刀2

)

“ ! 一

参
A Z一

参
“

3
一

参

(1 一 2 , )h
: + 2刁h

‘ ,

(1 一刁)h
: + h

3 + 2刁h
。

一下

—
一

- 一 一 - 下 -

—
3一 4刀 2 (4 一 5刀+ 2刀z

)

(工二 2川五生坦
冲h

‘_

_ (1一 刀)h
Z
+ h

3 + 2粉h
。

3 一 4刁

4 (1一 刀)h
s

~

二 ~ 蔺 一 ; 一万 万

— 十
4 一 勺叮十 Z 刀

“

2 (4 一 5刁+ 2冲2

)

(1一 2刃)h
3 一 (卜 2叮)h

:

(3
.

3 5 )

、leeeeesseeseeeewese,reeeeee一.lJ.

2 (4 一 5叮月
一

2刀“)

A
4 (3 一 2刁)h

‘一 2 (l一 叮)h
,

(3一 4冲)省
3

式中

”1一
l了

: J l
‘“

r
, X “

·
d r ,

“2 -

h
3

一l
。 rJ ‘

(雪
r
)(“X :一 X

·,
)“

r ,
“

4

一 l
。 rJ

。

(雪
r
)X 恶

·
d r

“
5

一
l了

: J Z
“

r
,X “

·
d卜 拼“一 “’叻‘舀

, 0’

(3
.

3 9 )

、、.......‘..、了......声

rJ
,

(舀
r
) (ZX 乙

, + X
”。
)d

:

由于G 和梦 已知
,

我们可从方程 (3
.

2 1) 到
3

.

2 4 )写出完整的二阶解答
.

在半空间表面的二阶

位移和应力分量可写为
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2。“

一
2 “一 。,l了

‘X “
·

K
l !
‘。

, 二 , d 二 + “一 2。, }了
、X ,

·

K
: 。
‘。
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丫
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, + 二
。。
)I(
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d x 一
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·
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·
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_ 专(1
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且式中有如下关 系
: 二

:

二 : 李
: + : 季

: e o o 2 0
, r
咨

:

= :
吞

: + r
落

: e o s oo in s
, : 姿

:

~ r委
:

+ : 蓄
: e o 8 2 0 (3

.

4 4 )

衅
, ,

叮
, ,

衅
.
具有相类似的表达式 (参见 G u o[ 19 」)

,

注意到量 K ‘,
(
s ,

x) 列于附录 I中
,

而由
a :至 a 。及专表达的b‘,

可在G u o [ 1 9 ] 中找到
.

附 录 I

设边界是之 , 。
.

取如下形式

X t
,

=

且弹性体占据半空间
. 二) 。

,

在边界上有(l : ,

1
2 ,

1
3
)二 (0

,

。
,

一 1)
.

边界 z 二 。上作用力

a 沙
, r . 口

a 刀
。 ,

/
: .

a v ,
、

一百于
一 ‘

”

一石一
一
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一

’戈“ 一反兀
网

)
工 , ‘ 一 , 万 r “

二
。

一祭
丫 , 。一

俨
一

备+(
△, 一

祭卜汁
·

;
·

、
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一奈
介

: 一

今 豁
十(

△, 一

祭〕玩
十 · ;

·

此处

d 口
, , u , ,

1 d t, 。 ,

口口
-

凸
,

= - 二花
~
- 州~

—
一 t. 一

户胃咭一 州 . 气二二
,

O r
.

r
‘

r 口口
’

d 公



非均匀切向荷载下弹性半空间二阶效应的一般解答 35 3

体力项表示为

PO X ,
一鲁争

十势 鲁
一

鲁豁
十宁挚

一
知介

,

一 勺
,
)

一

奈 争
+
午 鲁

一

瓮 佘
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钉瓷 争
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箫 鲁
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附 录 I
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式中E ( 约与F ( : )分别是第一类和第二类完全椭圆积分
.
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