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摘 要

本文建立了在非定常电磁场和机械场作用下变厚度载流弹性圆板在非线性变形状态下的磁弹

性二维关系方程和运动方程
,

给出了弹性圆板在轴对称条件下的数值解
.

关键词 磁弹性 弹性圆板 非线性

引 言

近几十年来
,

物理力学界十分注意弹性体在机械场和 电磁场藕合作用下的应力与变形问

题
,

导致了磁弹性理论的产生和发展
.

在研究一些处于强电磁场环境中工作的结构或部件的应力与变形问题时引入电磁场作用

因素
,

更加合理地考虑影响结构或零部件强度
、

刚度和稳定性的各种外来载荷
,

对结构及零

部件的设计 和分析计算有着重要的理论价值和现实意义
.

近些年来
,

许多学者在这方面进行

了积极的探索
.

例如
,

利用磁弹性理论研究受有纵向和横向磁场作用的板壳在低粘度气体和

超音速气流中的稳定性问题
〔‘」,

为飞行器的结构设计提供了依据 ; 对 T o k a m a k 聚变装置中

角向场线圈的磁弹性屈曲研究解决了聚变装置中元件的变形问题
〔2 丁; 通过对弹性构件施加磁

场并导入 电流以研究裂纹前缘的应力状态并寻找止裂机理
〔“’
等等

,

都是磁弹性应用于工程实

践的极好例证
.

随着磁弹性理论研究工作的深入和理论
_

L的完善
,

它在许多工业领域中发挥

了积极作用
,

例如核能工业
、

航天航空工业
、

电力 电子工业
、

电磁材料及电磁加 工 工 业 等

等
.

因此可以说
,

磁弹性理论将会成为今后固体力学的主要发展方向之一
,

它对于促进工业

技术革命和实 现科学技术现代化都会起到重要作用
.

从磁弹性理论的产生到现在已经有了几十年的历史
,

但取得卓有成效的成果还是70 年代

以来的事
.

1 9 7 2 年
,

P r a恤
〔落’
给出了系统化的磁弹性线性方程

,

并用 离散化方法分析了平面

磁弹性波传播的一些具体问题
.

之 后
,
V e n 等 人t ”’

解决了铁磁薄板在横向磁场中的失稳问

者题
.

A M 6 a p 玖y M o H
等人

〔6 〕
得到了薄板

、

薄壳的磁弹性基本方程
,

并求解了处于定常 磁 场 中

的导电板壳的振动及稳定性问题
.

M O 二战 e H K o 〔7 〕则在他的著作中较为系统地给出了柔 性 载

流板壳的电动力学方程和运动方程
,

并给出了针对轴对称问题的数值化方法
.

本文针对在非定常电磁场 和机械场藕合作用下变厚度载流圆板的非线性变形问题进行了

东北重型机械学院力学教研室
,
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分析研究
,

给出了变厚度圆板在藕合场作用下的磁弹性非线性关系方程
、

运动方程和洛仑兹

力表达式
,

建立了这些方程在 轴对称条件下的数值解系统
,

并以变厚度环形板为例
,

计算了

该板处于电磁场中时在洛仑兹 力
、

侧向电流及机械载荷联合作用下的应力与变形
,

为这类元

件的计算分析提供了理论方法
,

也为进一步开展这方面的工作打下了基础
.

二
、

圆板的磁弹性基本方程

2
.

1 圆板的磁弹性关系方程

设有各向同性导电弹性介质月
: ,

其在 O x , z 坐标系中构成的几何参数为
:

体积犷
,

封闭

表 面
s ,

封闭迥线 l及 : 的外单位法线 。
.

在缓慢运动和变形条件下
,

认为变形前后体积单

元大小没有变化
,

且在数值上忽略位移电流和体电荷密度 R
。

的 影 响
,

则在任一瞬 时 t ,

有

M a x w e ll电动力学微分方程
〔’〕:

r o 七E = 一口B / 。才
, r o t万 = J + J

。 ,

d iv B = o ,

d iv D 二o

相应的欧姆定律和洛仑兹 力为
:

J = a 〔E + u x B 〕

} (2
。

1 )

p f
爷二 〔J

。 , 又 B + a (E + u x B ) x B 〕
} (2

。

2 )

式中
,

D
,
B

,

E ,

升分别为电场和磁场的感应矢量和强度矢量口为介质内的体电流密度 ,

J
。 :
为侧向电流密度矢量

, a 为介质的 电导率常数 ; u 为介质内任一点的速度矢量, f
肠
为介质

的洛仑兹力矢量 ; p 为介质密度
.

由式 (2
.

1)
、

(2

口B

.

2 )得
:

= r 。、(二 J 一u 又 B 、
、口 ,

J + J
。甲 = r o tH

在时变电磁场中
,

取H 和 J的改变量d H 和 乙J分别乘在上式两端并相加
,

(2
。

3 a )

(2
.

3 b )

再利用矢 量 等

d iv (a x b )~ b r o ta 一 a r o 毛b

可得
:

华
。“ + (

一

IJ 一 u 又 B 、
r 。L。打 + 、, 十 J

。 , )
·

。J + 打
r o ‘。J

O T 、口 /

+ d iv 万与 J 又 。月)一 (u 又 B )义 。月 一月 x o J下一
。

L 口 J
(2

。

4 )

将式 (2
.

4 )对物体所占体积犷积分
,

并利用奥一高定理
,

边界条件 (” x 乃H ) }
。
= O ,

(”
·

dJ) }
.

= o及矢量运算公式
,

得到

{{{
;

{鲁
“H 十 (J + , 二卜(咨

J
一

X B

)一
‘占H + H 一‘。‘}

“U

一

静
。

F 舀J““
(2

.

5 )

式 中F 为给定矢量函数
.

在圆板 }二建立正交曲线坐标系 (r
, 0 ,

司
.

将式 (2
.

5 )积分号内的项向正交曲线坐标轴投
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影
,

经适当变换
,

在 dH
,
dJ及其分量均为独立变分的条件下

,

得到圆板的磁 弹 性关 系 方

程
:

一

黔
一

I[a (熟
一

合器
(。: + “ :卜令

”
3

)户
·

一 。

(告
,

1一

祭
。

3 +

合鲁
(。: + 。: ))/

。“

〕 ‘2
·

6 ,

式中 , :一

告(涤 一业带旦泣)
,

,
2
一

(
一

擎
十

坦丫让)
B ‘

(‘一 1 , 2 , 3 )为外磁场感应分量
;
H

‘
为外磁场强度分量 ; B 幸

,

H 幸分别为相应量在板上
、

下表面的量值
, 。, 。 , 。为沿坐标轴方向的位移分量

; h= h (r )为板的厚度
.

式 (2
.

6 )亦 可 用

电场强度分量表示
:

_ 鱼丛一生「卫立里妇 _ 旦互卫1
a矛 r L 口r 口8 」

仃

!
“ 1 +

祭
”

3 一

合祭
(‘、+ ‘ : )卜告

ale
Z +

合鲁
(”: 十“:卜令

”
3

〕一

l a万
,

.

r( H 方一H 丁) 、

一
二二万一十

—
一 I

、 口口 儿 I
(2

.

7 )

口H
,

.

H 才一H 了
一下二一 十

—
-

口r r n

式中E
‘ (f= 1 , 2 , 3 )为电场强度分量

2 圆板的运动方程

在时变电磁场中
,

设载流圆板首先满足薄板弯曲理论的有关假设
,

同时又满足磁弹性假

设
,

即有下列关系成立
:

E , = E ;
(
r ,

0
, 才)

,
E

:
= E 。

(
r ,

8
, t)

凡一斋
”

1

一豁
、

2

J , = J
,

(
r ,

0
, 才)

,
J

Z
= J Z

(
r ,
口

, t )
,

J
3
= o

Hl 一
合(二

+ H :卜母(H 、
一H : )

H
Z

一
奋(二

+ H :卜青
一

(H 、一 H : )

H
3
= H

。

(
r ,

0
, t)

}
(2

.

8 )

在时变 电磁场中的圆板还服从非线性状态下薄板理论的几何
、

物理和力学方程
.

注意到

电磁场中导电介质的运动方程
:

、

半
一。(了十了

,
, + “‘v ”

(2
.

9 )

式中f为体积力矢量 ; P为表面力矢量
.

以及强度边界条件
:

〔(a
‘” + T ‘介

)”
:

·

R
。

」{
: 士
~ P 孟

: 。 + P 孟
a g

(2
.

10 )

式中 U ‘” ,
T ‘”

分别为表面上的正应力
、

剪应力矢量 , R
。

为外表面上指定点的法向初始矢径 ,

: 土指板的上下表面
; 尸孟

。。

为给定的机械力表面矢量
; 尸孟

。g
为由电磁场所确定的表面力矢量

.

利用虚位移原理
,

使式芡2
.

9 )
、

(2
.

1时与下列积分式等价
;
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.
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一一

一
一

一
一

一 —

l r( (f几
j Z , , 。 ,

)
, , 。 _ f f (r无

, 2 1 认
,

口2““ 、
, _

、

音日
_

、

谧l a ‘”占。‘
。
d 二 卜

r d r d o 一 户11 褚l ‘f
, 一
军

矿
】du

‘
d :
卜rd

rd s
2 JJ (: ) LJ

一、z : 一
’ ‘’

一 J一
’

一
‘

JJ(二) LJ
一、z : 、

沙 口tZ I 口一 ‘ “J
’ “ ’ “ “

一

{
(: ,

{{{井
2
(

一
)。U

·

(
l +

分)
、·

}
、·

:

一

{{
(: ,

{(
·丧“

/ 2 + ·奋。
/ 2

)
。U 丙/ 2

}
·、·、。一 。

(2
.

1一)

式 中万为板的中性面区域 ; L为 中性面的封闭边界线
.

在万域内的位移变分 占u 及环线L内的

位移矢量变分 d u
“

及它们的分量均为 独立变量的条件下
,

考虑表面机械力作用
,

得到在时变

磁场中载流圆板的运动方程
:

口(
犷刃 ,

)
ar

日S
、 :

.

,

。
.

,
.

_ , _
、 _ ,

口Zu

十 一

百歹
-

一 ’” “十 r 又I’
, 十 Jl 十 尸J ; ) ~ r 尸九

~

瓦了

口N
口0
乡 +

l 日(
r Zs )

r ar

+ ·
(尸

2 + ‘
2 十Pf ,卜rP “

韶
日(

rQ :
)

口r

ao
, 一

十石万
一

十 犷 (尸
3 十 J

。十 尸J到 ~ 犷尸h

‘、龟、飞、l
‘

l

跳丽跳丽
.�勺�
卜
.�勺台‘什一、‘油一

, ..

p户rr
浮弓

口2 脚

口t Z ( 2
.

1 2 )

口( r叮
1
)

-
.

一又, - 一
.

一

十
口M : :

口0
一M : 一 r (N

:
0 : + 5 8

2

) 一
:
Q

+
一

工
口(

r 2

M
1 2
)

ar
一 :

(N
:
0

: + 5 8 ,
) 一

r 8 2

不犷里一月日
,

井一口

式中N
: ,

N
: ,

S
,

O
, ,

Q
Z ,

M I ,

M : ,

M 1 2
分别为载流圆板的内力和力矩 ; 0 : ,

0:
为转角

.

由

式 (2
.

2 )
,

当J
: 。 : 一J 。= 0时

,

洛仑兹力的投影形式为
:

n
. ,

。 。 口u , 。 。
.

口阴 1
,

一 _
、

_

尸 J 无二 n J Z c T刀 。十 仃n 乙 2刀 3 一 一二了
一 八万 宣a 十 一兀; 一二a 九 (万不一 万丁)刀

口 不 0 不 Z -

p f彗~ J l 。 : hB : 一 仃hE , B
:弓
一合带

一

(B : + ”: )a”“
3一

令
a *。 :

B
夕

r
.口一

苦俐‘日一八d。 , : 一扑
〔‘

1
二〔“ : + “ :卜 ]zc

· (“、十” : , 〕
一

、
一

ah 〔
-

十 B

+
一

态肇
一

(“、一“: )}
“

3‘砧祭l
(2

.

13 )
旦

一

(B 才+ B 勃

4

十 :

毛
1 艺

(B 畜一 B

+
一

}
4

十奥
l 之

(”: 十” : )
’十

彻
‘: 一” : )

2

〕
+

告
一

半、Bs( ‘, + “: )

票ah
Z
。

:
。。, 一 : : ) +

合ah
二1

(。 , + 。:卜
一

{
一

赫 E
Z

( : , + : : )

2
.

3 初始条件与边界条件

确定弹性圆板在电磁场中的磁弹性关系方程 和运动方程
,

需给出初始条件和边界条件
.

以导电体与外部未极化的不导 电介质接触时为初始条件
,

即当 t二 0 时
, u == 0 ,

众~ 0 ,

宜i = o ,

D ~ O , B ~ 。,

D (
。
) ~ o

,

B (c )一。
,

其中众
, i二为速度和加速度矢量

,

角标 ( c )是指外

部介质的量值
.
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边界条件为
:

万
。 ,

一李l
几‘“

万 ; (1 + 荟、、
:

‘ 一 ‘ ,
h 〕

一加犷
‘ 3

、“ R / 幼
-

Qr , 一 Q
r : 一 F

r ,
~ O , g 。, 一 Q。

, 一 户
’

。,
~ O , 9 2 , 一 Q

z , 一 F
: ,

= o

M
, :

~ 劝
: : ,

M
r l日,

~ o ,

劝
r l口,

二 0

(2
.

14 )

} (2
.

1 5 )

式 中H
。 ,

为边界处的平均磁场强度
;
H 宝为磁场强度分量 ; R 为边界土的曲率半径 ; qr

: ,

训
, ,

q 二:

分别为相应方向内力的边界俏
; Q

: , ,

Q。
; ,

Q
二1

分别为相应方向作用 的机械力 ; F
r : ,

F 。, ,

F
二 ,

分别为相应方向作用的电磁力 ;M
r , ,

Mrlo
,

分别为边界 上的机械弯矩和扭矩 ; 劝rl
,

咖诚

分别为边界 卜的磁场作用弯矩和扭矩 ; r l。 O, , z ,
为边界环线上的正交曲线坐标

.

三
、

非定常电磁场中变厚度圆板的轴对称问题

3
.

1 方程的简化

设作用在板表面的磁场强度和机械力都是已知的
.

在轴对称情况下
,

有尸
: ~ 0 ,

九

户君一。, 。 ~ o ,

S ~ o ,
E , ~ 。,

B 畜一 B 言= o ,

H 才一H 了一 。,

0
2

二 0,

的量都只是
: 和 公的函数

,

由式 (2
.

7、和 (2
.

1 2、得
:

M
I。= o ,

Q Z ~ 0
.

= 0 ,

其余

、..,.‘‘‘夕.J

,i一

口〔。E
Z

)

口r

1一r

一一
B一琳月口一

一

心
。 一

卜二口
L 2

召一
(B 士

、 B : : 一粤
_

。 1一
“

住
十

口 丁 1 口 r

H 丁一 H
r h

(3
.

1)

汐了1.N
I)

口r
于N

Z 一

卜: (P
1 + 子十 j>f 封 二

, a Zu

r 尸 “ 巨才
“

口(
rQ , )

口r

、
一

: (尸
。十 ,

3 + 、 : )一rPh 令 (3
.

2 )

!

!
,、,口户..吕

!1
.少

口(r乃了, ,

口r

一 犷‘凡 口1卜 rQ
I一 rP
悦黔

而洛仑兹力可表示为
:

、
,
了

Od八山

、
,

!
训拍l、了Illeel产

争.i

一kJ
: 。 :

B
: + 叮hE

:
B

、

一
aZ乙

口才

(了人B
3 +

a ”(‘ ; + “、, “
。一

留
h

二 ,

。
.

~
、

口切
,

「 l ~
.

_
、

。

1 _
.

_
、 。

〕

一 丁“ ““了’‘万丁
一

十
一

万了少一丽
一

曲L了 (川 + ‘ )
‘

十 , 互消 ; 一‘ )
‘

」

共i关3
�

沂
‘

lf
广切了卜
.

令
J 、:

。

( : , 十。: )
一

、

矗聋
一、

2

(“、一”: ) 一合
。“E

Z

(‘: + “

3
.

2 解的形式与计算方法

在轴对称问题中
,

远取基木未知量为
: ,

题满足几何非线 性条件下薄板弯曲时的几何
、

得解的形式为
:

: , 。

乡
, ,

N
l ,

Q
, ,

M : ,
B

。, E Z ,

设定所研究 1’ed

物理及内力关系方程
,

由 ( 3
.

‘) 式及处3
,

2) 式可
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令

黔一尝
一

。
1一 (尸

只 + ,
3 +

嘴 ) + Ph鲁

黔
一
告【(

; 一 l)M
! +

影今}
+ N :“! + Q l +

影豁

争一叩
·

IEz+ 合等
(‘: + 。: )二

令
”3

]
一

共黔

争一争
一

分
:

(3
.

4 )

式 中E 为弹性模量 , 拼为泊松系数 , 丙为磁导率
.

在非定常电磁场和机械力作用下
,
板内的应力和变形是针对指定瞬时求解

,

因此
,

需将

板的运动过程分为若干小时间段
,

按时间顺序求解
.

为按时间分离变量
,

采用有限等差式
:

公‘+ △‘~
“‘+ △‘一 “‘

(A才)
“

刀

一

〔签
+ 。,

(。
.

5 一刀)〕言 (3
,

5 )

、..、r尹

公‘十 △‘= 公‘+ 0
.

SA才(公
‘+ 公‘十 △‘)

式中夕为时间增量 ; 刀为系统参数
,

取刀~

将式 (3
.

4 )写成矢量形式
:

二F (
r
N ) (3

.

6 )
泞呀�r下去一

.

dd一

式中N 二扭
, 切 ,

0
: ,

N
, ,

Q
, ,

M : ,
B

3 , E :
}r ,

F 为八维矢量一般形况下的边界条件为
:

D ; N }
r 一 r。 = d : ,

D : N I
r一r :

” d :
(3

.

7 )

式中D ; ,
刀:
为给定秩为 K x s或 (8 一 K ) x s( K < 8 ) 的直角矩阵

,

K 为方程 组 ( 3
.

6) 中方程式

的数量 , d
, ,

d Z
为给定的矢量

.

为求解式 (3
.

4 )的非线性问题
,

通常采用迭代法
,

使非线性问题转化为一系列的线 性 问

题
.

所采用的迭代方程为
:

d N (介+ ‘)

d r

一二 (
, ,

N (· ) ) 、厂 ( r
,

N ( , 》) 。N (
一

, 一 N 〔· )

八
( 3

.

8 )

D ,
N {“

+ ‘) ( : 。
) = d l , D : N (七牛 ‘) ( r

,

) = d :

式中厂 (
r ,

N 沙 ) )为雅可比矩阵
,

k ~ 1 , 2 , 3 ,
·

⋯

为求得稳定的计算过程
,

采用质量坐标tn = Pr
,

则由式 ( 3
.

4 )有如下迭代方程
:
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.
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,工
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刀弓 尸

PE h 3

+ 一丁二厂一币
~

l 艺切
“

十
P
[N I

希)(0 圣
“ + ‘

一 0圣
抢)) + N I

““ )8圣
抢

_

h
3

,

,
J . ‘ 』 、 二 . , 、

I+ 二 (担
‘ 甲“ ’

) 、
‘ 甲 ‘

)

一 1 2
’

d B 羞
“十 ‘

d 阴 一臀
〔E ‘

’“ ’+ B : 。
(‘

’

“ ‘
)‘

““ , 一 (”““ )‘
“, (B‘

““

一B 互
无))一 (公

‘+ “‘

) (
“ + ‘)B ;

“)] 一
B 士一 B r
P hr

d E

d tn
二 一李(力

尸
二
十“‘

) (
“牛 ‘)一

E {
“十 ‘)

m

‘

飞」,占

+舌
‘三二

式 (3
.

9 )可编程在计算机上求解
,

然后根据求解出的未知量进一步求出应力值
.

3
.

3 算例

图 1 所示变厚度铝合金环形板
,

处于B ~ {B : 。 , o ,

0} 的恒定磁场中
,

并承受纵向分布力

尸
3

的作用
.

向该板引入 的侧向电流 为 Jc
, ~ {0

,

九
。 : ,

0}
.

板的内
、

外边界均为铰支
.

给定

B
3

= B
os in o t为板磁弹性方程组的内外边界条件

.

取板厚为 h = h
。

(a + 刀r)
,

有关 已 知 数 据

为
:

a = 2
.

5 ,

刀= 一 2 ,
h
。

, 2 x 1 0 一疾m
, r 。= 0

.

s m

r : 二 1
.

o m
,

E = 7
.

1 义 10 , 。

N / m
Z , 拼= 0

.

3 4

叮二 3
.

6 3 x lo 7 s / m
, 拼。

= 1
.

2 5 6 x lo 一 6 H / m

。 = 3
.

14 16 义 10 2 1 / s
, p 二 2 7 6 o k g / m

Z ,
P

3

= 一 2 5N / m Z

J
:
= 5 又 lo4 s in 。才 A / m

Z ,
B

; 。
= o

.

ST
,

(B
。

)
, = r 。= 一 0

.

IT

(B
。

)
r二 r ,

= o ,

f
,

= f
: = f

。

一 O

计算的初始条件为
:

t= o时
,

有N (。
, t) = o , 。(m

, t) = o , 功 (m
, t)= o
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召3 拭 10

刃2 装 1 0 一 IV / m
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声了
.

、
、

一..l.ee,卜.,盆.1蟹

址裂夕
一 ’‘

1O

田1 变厚度环形板 图Z r = r0 处B 3 ,

E Z一t曲线

夕(。
, r) = o ,

计算时问 t” z x lo
一 2 5 ,

八t= l 又 10
一 3 5

计算的边界条件为
:

r = r 。 , u = O ,

Q
l

一。,

M
l
= o ,

B
3

= 一 0
.

lsin 。)才

r 二 r x , u = o , 田一。
,

M
,

二 o ,
B

3

二 o

显见
,

本例满足轴对称问题的条件
,

可按轴对称问题求解
.

对式 (3
.

9 )编程
,

带入有关已知数据在计算机
_ _

卜运算
,

得到在给定初始条件和边界 条 件

下在电磁场和机械载荷藕合作用下变厚度载流环形板内的应力
、

位移及其它需求 解 的 未 知

量
,

图 2
、

3
、

4给 出了依据计算结果绘出的有关曲线
:

图 2给出了
: = r 。

(内边界 )处电场强度 E Z和

磁感应强度B
3

随时间变化的情况 ; 图 3 洽出了在 电磁场和机械力作用下
: = r 。

处的位移二随时

lb] 的变化情况
; 图 4 则给出了在 t一 1 K l。一 “s时板的土下表面的径向应力 a资和环向应力 a穿的

分布情况
,

!闯中实线为电磁场和机械力共同作用 的情况
,

而虚线为机械力单独作用 的情况
.

困3
r “ r0 处。一 t曲线 图 4 玄= I X 1 0 一 2 5处a 一r曲线
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