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摘 要

根据文【1] 给出了求解非半简分叉问题范式的方法
.

作为应用实例分析了一般非线性系统的非

半简双零特征值问题的范式
,

给出用原系统系数表达的范式系数
.
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一
、

月U 吕

近 30 年来
,

人们 已经在非线性科学的发展中取得了一大批理论成果
,

并 且 从 90 年代以

来
,

越来越迫切地希望在应用方面实现突破
,

以便为非线性科学 的发展找到新的动力
.

在范式 (N O r m al F o r m ) 理论的研究领域
,

情况也是如此
.

一方面
,

对于范式形式的

非线性动力系统
,

在研究其局部分叉和全局分叉方面
,

人们已经取得了大量的理论成果 , 另

一方面
,

对于一个实际的非线性系统
,

往往难以 引用这些结论
,

因为难 以建立起原系统与其

范式之 间直接的联系
.

已有的范式理论
,

对于非线性系统分叉的分类及其范式结构的了解
,

发挥了极其重要的

作用
.

W a n g D u o (王铎 ) 曾在 1 9 9 0年对各种方法的发展作了很好的综述
‘2 1 .

然而
,

对于实际问题的分叉分析
,

范式理论提供的一套将一般系统化为范式的方法
,

往

往难 以胜任
.

因为涉及中间过程太 多
,

尽管理论上说不存在 问题
,

但实际操作起来却常常难

以进行到底
,

有时甚至借助于计算机都无济于事
.

因此
,

找到一种操作性强的方法
,

以建立原系统与其范式间直接的联系
,

就成为范式理

论进一步发展和深入应用的关键
.

作为尝试
,

文 「l 〕提 出了一种新的求解范式 的方法
,

可较

为方便地建立起原系统与其范式之 间直接的联系
.

文 [ 4〕研究了多对相异纯虚特征值问题
,

即多重非内共振 H o p f 分叉问题的范式
,

得到

的范式系数公式的规律性极强
,

且形式简单
.

从理论上讲
,

适用于任意重数的 H o p f 分叉
.

这 属于系统线性部分的零实部特征值在其 JO r d a n 标准形中对应对角阵的情况即半简分叉 ,

当这 些特征值对应 Jor d a n 标准形中非对角阵时
,

就为非半简分叉
.

本文给出了非半简分叉 问题范式的求解方法
,

并推导出一类重要的非半简分叉
,

即非半
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简双零特征值问题的分叉范式
,

所讨论的系统是一高维非线性动力系统
,

其线性部分不具有

J o r d a n 标准形
,

形式更一般
.

二
、

非半简分又问题的范式方法

考虑非线性系统

云= A 二 + f (二 )
, 、〔R

n ,

f
:

R
n

o R
”

(2
.

1 )

从文 〔1 」推导知
,

经非线性变换

% 一T u + H (
u ) (2

.

2 )

方程 (2
.

1) 可化为范式

公二 J u + C (u) (2
.

3 )

其中变换 (2
一2 )非线性部分万 (u) 满足方程

D H
·

Ju 一 A H = f(T
“ + H )一 D 万

·

C 一 T C (2
.

4 )

其 中J是由A 的零实部特征值组成的J o r d a n 标准形N x N 矩阵 (N 为零实部特征根的个数 )
,

因而当 A 的特征值不都具有零实部时
,

文 〔l」给出的方法实际上还是一种降维系统的方法
,

此时变换 (2
.

2 ) 中的T 不再是方阵
,

而是由零实部特征值对应的特征向量及广义特征向量组

成的矩阵
.

在非半简分叉问题中
,
了可作 N S 分解

J ~ J 。 + JN (2
.

5 )

其中J
。
为对角矩阵

,

而J N 除元素 (J 对
、, 艺、 ,

(‘= ,
, 2 ,

⋯
,

N 一 l) 不全为。外
,

其余元素均为 0
.

通常不能对方程 (2
.

4 )精确求解
,

而只能求得其级数形式的近似解

H (u) 一 乙 刀 。
俨 (2

.

6)

其中阴为N 维指数向量
,

其元素为非负整数
.

将 (2
.

6 ) 代入 (2
.

4 )
,

比较两端同类项
u “ 的系

数
,

得

方 _ 1

[< n ;
,

凡>I一 A 〕h 。 + 乙 (。 , + 1 )(J
L

、
)

, , , 十 ,
ho

l⋯。。, , + , ) (
。 , , : 一 , )⋯忧

,

“了
。一了

’

C。 (2
.

7)
j 二 l

_

l二式左端第二项中当角标出现负数时
,

表示该项在
_ _

}几式中不存在
,

了
, : ,

C 饥
定义为

:

j( Tu + H ) 一 D H
·

c 二 乙 几俨
,

自
、
)! 乙 C 二

俨 (2
.

8)
! 饥 1 ) 2 f 饥 】) 2

可以看出
,

由于 (J对
, , J 十 ,

(j一 l , 2 ,
⋯

,

N 一 1)不全为。,

与半简分叉情形相比
,

方程 (2
.

7)

左端第二项将存在
,

并导致不同非线性项
。’“

之系数H
。的部分方程之问的祸合

.

JN 导致的藕合
,

只存在于含有非半简变量 (非半简特征值对应的范式变量 ) 的同 次 非

线性项的系数方程之 间
.

而 不含有非半简变量的非线性项 (包括共振项
、

非共振项 ) 系数的

方程组间是不藕合的
,

形式与半简分叉的情形相同
.

藕合的系数方程组
,

可写成一组或多组系数矩阵为上三角阵的线性代数方程组
.

因此
,

对非共振项的系数方程组来说
,

可由一系列递推公式求得 ; 对形式共振项的系数 方 程 组 来

说
,

仍可通过一系列递推公式
,

降维成一个或几个
” 维的奇异方程组

,

该方程组的解法
,

仍
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与半简分叉的情形相同
.

这里我们称满足P Oi n c a r e共振条件

(拼
,
几)一 几

:

= o

的项为形式共振项
,

加
“

形式
”

二字主要是指在非半简分叉问题中
,

并非所有满足P oi n c a r 。

共振条件的项都出现在范式中
,

这是非半简分叉问题区别于半简分叉问
‘

题的主要特征 之 一
下节我们通过讨论一类重要的非半简分叉问题

,

即非半简双零特征值问题的范式
,

来说

明本节所述的求解方法
.

三
、

非半简双零特征值问题的分又范式

矩阵A 在如下的条件下
,

存在非半简双零特征值
:

d e t (A )二 o
(3

.

l a )

( 2 ) 乙 d e七(A
, ,
) = 。 (3

.

lb )
J o l

其中A
, ,
表示矩阵A去掉第j行 第 j列元素后得到的矩阵

.

满足上述两条件时
,
A 有双零特征

值
.

( 3 ) A 的秩为R a n k A 一n 一 1 (非半简条件 ) (3 一 e )

今假定A 除此之外没有零实部特征值
.

令 卯
, 华 :

分别为月的零特征值对应的特征向量和

广义特征向量
,

即有

A 切 , ~ O ,
月切

2
“ o (3

.

2 )

这 样变换 (2
.

2 )可 写为

“二切; u , + ,
: u : + 乙乙 H

, ,
(、

一 , )u ru孟
“一 ‘’

无》 Z j 二 0

飞.lJ
舍生nU

于是方程 (2
.

7) 化为
一月H

, (, 一 , )十 (j + x )H
, 、 , (* 一 ,

一 , )= 了
, (*

一
, ) 一丁C , (*

一
、)

一 A H
。。一了

, 。一 T C 。。

或写斤
:

矩阵形式为

(j~ (”, 一
,

⋯
,

壳一 x) (3
.

3 )

(3
.

4 )

一 A 1 0 H
。。

‘...............、..... .........J

0 一 A 2 1 O O H
I (*

_ 1 )

了
。* 一 T C

。。

了
, (*

一 , )一 T C
; (。

_ : )

(3
.

5 )
0 0 0

0 0 0

一 A kl

O 一A

H (。
_ l ) ;

H
。。

了(
: 一 , ) , 一 T C (*

_ ; ) ,

了
。。一 T C

。。
{

在我们讨论的问题中
,

所有非线性项
“
f
。
全

一了
(j二 。

, 1 ,

件

<烧
,
凡> 一几

,
~ 0

因而都是形式共振项
.

(3
.

分为所有k次项系数的方程组

2 ,
⋯

,

k) 都满足POi n c a r 己 共振条

显然该方程组的系数矩阵是上三角
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矩阵
.

下面的推导将表明
,

它可以化为一个
n
维的奇异代数方程组

.

若把方程 (3
.

3 )视为H (, + , )( 、 一 , 一 , ) 的递推方程
,

即

H (了一 ) (。

一
)一

声
「,

, (。一 ) + “H
, (一 , ) 一 T C J (。一 , )」 (, 一 0 , ‘,

一“一 ‘) (3
.

“a )

则有

H ‘。一 , 1一味廿叮:

刀
‘’“‘一

’(了
了‘。一 , 一 犷c , ‘。一 )’+

(k 一 l) !
A 击一 ‘

H
。。

(3
.

6 b )

将(3
.

5 )的倒数第二式乘以A / k加到最后一式
,

得

A
2

一
.

一了 一 ~
逮1 (沦 _ 一、r

纪

A
= 百 J (‘

一 ‘)‘+ J‘
。一
月T

k
C (。

一 , ) 1一 T C * 。

将 (3
.

6 )代入上式
,

即得关于万
。。的奇异方程组

:

尹
· , r r

l 上
. J

一
/ 、

一一
不

一 月
。“= 百

一

,
斗 ] 1丑

“ ‘

又了, ‘k
一 , ) 一 1 七 , (、一 , ) )

二
夕= U

(3
.

7 )

注意到A Z T = 0及k ) 2, 上式中C
, (七

_ , ) (j~ o , } ,

⋯
,
k一助 不会产生影响

,

故可取 C j( 。一 了)

(j一 0 , l ,
⋯

,
秃一 2 ) = o ,

于是上式简化为

A k+
‘ , ,

1 六
. J 、 ,

、
A T _ _ 。

一
而

一

月
。‘一‘I六”丑

‘ 一 ’

了, “
一 , , 一

下
一 七 “一 , ‘一 ’ 七 , 。 (3

.

8 )

这样就通过递推方程 (3
.

6a )
,

将方程组 (3
.

5 )解藕成
n 维的奇异方程组 (3

.

5)
.

解出 (3
.

8 )
,

代入 (3
.

6 )
,

即可得到范式及变换 (2
.

2 )中非线性项的系数
.

可以证明A
无

(k》 2 )有半简双零特征值
,

其特征向量分别为切
; , q7 : ,

其它特征根均不为0
.

因此 A
“+ ‘

为余秩为 2 的矩阵
,

H
。,
中有两个元素可任意选取

,

记为 户
。。= 0 ,

而其余元素为

分
。。 .

方程 〔3
.

8 )是C(
。一 , ) ,

和 C。
。

中某 两个元素及斤
。。的非奇异方程 组

.

因为

A T = (o
, 职 ,

)

故只有两种可能
:

C (。
_ , ) : , 2 和C。

。, 2 ,

或

C , 。

、

J
产、.声」

t19山

它们分别对应范式的 k 次项

0

( l )
C (。

一 , ), , Zu
全

一 ‘u : + C * 。 , Zu
全

(2 )
C * 。, ; u

{

C 。。, : u
空

下面给出上述 两种情况下
,

方程 (3
.

8 )的求解公式
.

情形 1

记 一 A k+ ‘/ k! 去掉户
。、
对应的两列后得 到的矩阵为月

’,

定义矩阵B 为

则

B 一
降

,

恤
,

A’〕

k

〔C (舌

一
C * 。, 2

介
C无〕’一”

一 ‘

宕
:

刀
‘, “‘ 一

“J (介一
(3

.

9)
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情形 2

定义 B 为

B = 〔切 : , 切: ,
A

‘

」

其中A
‘

同情形(l)
,

则

一 砍 一 _

1 介

[C , 。 H
。。〕

望

= B
一 ‘

示艺 j!A 含一’
了

, (, 一 , )

. J . O

(3
.

1 0 )

四
、

应 用 举 例

下面我们分析二维系统的非半简双零特征值问题的范式
.

假定A 有 J o r d a n 标准形
,

即

A = l
,

“ ‘-

则零特征值对应的特征向量和广义特征向量分别为

切 : = [ 1 0 〕全
, 甲: = [ 0 1 ] ,

在非退化情况下
,

只须求解k = 2 的方程即可
.

情形 ( 1 )

方程 (3
.

的简化为
r C (, 一 ; ) ;

, : , 。 1 / k

C。
。, 。 ){

一 ‘

〔亩
A , (。

一
卜, 一〕

一
l了

(。一 , ) , , 2 + k了
。。, ,

k了
, 。, :

岁「b
, 一 , + ka 。

b 。

因为不求更高阶非线性项的系数
,

一

也就没有必要求H
, (: 一 , ) (j~ 1 , 2 )

.

情形 ( 2 )

方程 (3
.

10) 简化为

。, 。

一
[ ; {〕

一 ‘

〔
一

禽[ : {]
, (

;

一
‘
。。

}
-

「含
‘(

一
+ ,一 1

了
, 。, :

: f去
b * 一 + a ·

五
、

小 结

文〔1 〕提出的求范式的方法
,

适于非半简分叉问题的范式的求解
,

特别适于 J a c o bi 矩

阵不是J o r d a n 标准形的系统
,

能方便 地用原系统的系数表达其范式系数
.

另外
,

对于非半简分叉问题
,

并非所有满足 P oi n ca r“共振条件的项都会出现在其范式

中
,

因而与相应的半简分叉问题的范式相比
,

其范式要简单得多
.
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