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摘 要

本文利用文〔1 」中讨论的主轴应力坐标上的平衡微分方程
,

通过假设平面杆在轴力作用下的

主轴应力曲线
,

获得了该问题的圣维南问题的解
,

指出剪应力的衰减速度是砂 / 沪
,

轴力趋 于 常

数的速度是a ’加
2 .
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一
、

月U 吕

众所周知
,

圣维南原理是被广泛运用的原理之一 但是
,

作为弹性力学的基 本原 理 之

一
,

虽然通过分析和试验证实
,

却并没有得到理论上的充分证明
.

因为即使最简单的有关圣

维南问题的弹性力学问题
,

要获得其基本解或解析解也是非常 困难的
.

本文试图用主轴应力

曲线坐标
,

讨论平面杆在轴力作用下的圣维南问题
.

二
、

基本方程回顾

文仁1〕中
,

我们 已经证明
,

对于一正交主轴应力曲线
。“u
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, 夕)

, 。 ~ v
(尤
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和主轴应力a :和a Z ,

可以找到相应的心和心
,

使

a 呈二 r : a : , a 孟二
r : a Z

, :和 r :
是曲线坐标的特征长度

.
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则a 二和a 孟满足平衡微分方程
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分别是曲线。, 。的曲率

.

上式还可表示为

豁
+

器
。

豁
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.
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式中 甲是转角
,

即是曲线的切线与x 轴或g 轴的夹角
.

三
、

正交曲线族的假设

如图 1所示的平面杆
,

远端满足边界条件

{
a r= e o n st

a ,

= 0

r ” = O

(当y o co )

在杆的其它边界上
,

外力为 0
.

实际上
,

因A点上作用一集中力使其成为奇

异点以外
,

所有边界上均是主轴应力曲线
.

我

们可假设两种边界条件
叮

二
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设正交曲线族
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理过扭二二
a ‘ X ‘

十 g
‘

叮
,

艺 C o n s t

( 3
.

1)

(夕2 + a Z ) “一 ( x
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)
2
= ”4 } 日1 绍中力下的平面杆

, ” OO 等价口”co
, g ~ 0和 x = a

等价
“2 ~ 1,

口 : = o (在“2= 1上 )

a : = c o n s七 (当” * oo )

该曲线族当 a ”co 时
,

转换为

相应的边界条件为

}
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a 一 ~ {
此为半无限平面上作用一集中力时的主轴应力曲线

.

由方程 (3
.

1) 可见
,

要求出 x , , 关于
u , 。的解析表达式较困难

,

需要解一元四次方程
.

因

此
,

为计算rl , r : , K :和 K Z ,
我们利用微分转换式

:
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代入平衡微分方程式 ( 2
.
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利用级数解
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四
、

圣维南问题的讨论

对于图 1 所示的平面杆问题
,

我们关心的问题是 a , ,
几 ,
衰减为。的情况

,

以及a’趋于常

数的速率
.

因此
,

需将主轴应力转换为直角坐标中的应力几
, a , 和‘ , .

由式 (3
.

1)
,

可导出两族曲线的斜率
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显然
,

当

子
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会
《 ‘时

, 。:令 0 ,

贝“曲线
“一 ‘与‘轴的夹角趋于 0

.

同理
,

曲线。

一与 , 轴的

夹角趋于0
.

设
。~ c与 x 轴的夹角为0

, ,

此时有
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将解(3
.

4 )与式 (4
.

1) 代入上式
,

并忽略高阶小量
,

则有
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由此“可以看至叮
, 。

·

的衰减速度“

手
或

;
成正比 ,

一 的衰减速度是
手
或

;
; 。 ,

趋于常数的

速度是共
.

分
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五
、

结 论

以上我们用主轴应力曲线求解了关于平面杆的圣维南问题的解析解
.

在求解过程中
,

并

没有直接使用x , g 关于参数
。 , 。 的关系式

,

而是利用微分关系式计算平衡方程中的各系数
。

实际上
,

寻求域内的完全的解析解也许是非常困难的
,

甚至是不可能的
。

但是
,

由于最终的

解答仅与特征长度
r : 和八有关

,

使得寻找圣维南问题要简单的多
.

从我们获得的解中
,

证明了。:

以共衰减
, : 二 , 以共速度衰减

, 。, 以鬓速度衰减
.

沙 习 甘
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