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摘 要

矩阵奇异值分解的摄动重分析技术具有广泛的应用前景
,

作者继在文L 2 1中提出了一种间接

摄动分析方法之后
,

在本文中又进一步提出了直接摄动法
,

建立了一般实矩阵的非重奇异值及其

左
、

右奇异向量的二阶摄动计算公式
.

这可满足大多数实际应用问题的一般需要
。

文中以算例说

明了直接摄动法的有效性
.

关键词 矩阵代数 奇异值分解 重分析 摄动法

一
、

引 言

矩阵奇异值分解 (S V D )是现代数值线性代数中最重要的基本计算分析工具 之一 它具

有优良的数值稳定性
,

因此在许多理论和应用领域
,

它是最可靠
、

最优美的矩阵数值分析方

法
〔‘」.

虽然矩阵 S V D 理论的建立早在本世纪三
、

四十年代即已基本完成
,

但它在其它学科

和工程技术中的应用则几乎是近十来年才开始的
,

其重要应用领域包括矩阵理论本身以及自

动控制理论
、

力学和物理 学等
,

还有更多的应用方面尚在继续探 索中
.

作者在文 「2 〕中较早 (或许首次 ) 提出了矩阵 S V D 摄动重分析 问题
,

并利用实矩阵 A 的

S V D 与矩阵A A , 和A 全A 的谱分解 (即特征值分解 ) 之间的关系
,

建立了矩阵S V D 重分析 的

一种 间接摄动方法
.

这是实对 称矩阵特征值 问题重分析的摄动法
〔“, 4 〕

向一般实矩阵S V D 重分

析问题的推广
.

本文则将进一 步提出矩阵S V D 重分析的直接摄动法
.

矩阵S V D 摄动重分析

问题具有广泛的实际背景
,

文 〔2 〕和本文提出的摄动分析方法是进行矩阵S V D 重分析的高 效

算法
,

可显著地节省计算量
.

另一方面
,

由摄动分析结果还可直接给出矩阵奇异值和奇异向

量随矩阵元素 (或系统参数 ) 的改变而变化的信息
-

—灵敏度
,

这是在理论研究和工程技术

中都具有广泛用途的重要参量
.

文〔5
, 6 」较早对线性控制系统中的一 种矩阵建立了奇异值关

于系统设计参数的导数 (梯度 ) 算式
,

可视其为本文将要给出的摄动分析方法的雏形 (因导

数相当于一阶摄动量的微分表示 )
,

但它们未建立奇异向量的导数算式
,

且也未涉及高阶导

数等情形
.
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二
、

摄动分析方法

设有 m 只 ”
实矩阵 月

。
〔R 几

‘ ” ,

并已得到其奇异值分解
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0 ‘} J

。

= x为A
。

的非零奇异值 (正实数)
,

{。
。‘}了

一 , 和 {。
。‘}:

. ,
分别为A

。

的左
、

右奇异向量
,

它们分别是欧几里德空间E ‘和E
”

的一组标准正交基
.

又设有与A
。

同形的实矩阵A 系由 A
。

经

摄动修改而得
,

即

A = A
。+ 。A ,

(o < {。{< l, A〔R 母
万 ” ,

A ,〔R 仍 火 ”

) (2
.

2 )

其中
。A ,
是摄动矩阵

, 。〔R 为一小参数
.

我们可采用矩阵摄动分析方法
,

直接由已知的 (S
。,

U
。,
厂

。

)和
。A , 渐近地估计A 的奇异值{s ‘}J

一 :和左
、

右奇异 向量{u ‘}了
一 : ,

{。‘}梦
一 , ,

从而可近

似地得到 A 的奇异值分解

A 二U S 犷全 = U
,
5

r

F军 (r = r a n k (A )) (2
.

3 )

其中各个符号的意义可由式 (2
.

1) 中相应符号去掉下标。后给出
.

由式 (2
.

1) 和 (2
.

3 )可分别得到下列各式
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并且在诸奇异向量系中存在如下正交关系式

了

l
、.1、
、

。
否, u 。‘= 己‘,

。
否

, 。。‘~ 占‘,

u
百

, A
。。 。‘= s 。‘j‘,

(1簇 f,

j《。) ;

(一( ￡,

j(
n
) ;

(一《￡,

j簇
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u

爹
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军
。‘= d

‘,

u

了A
。‘一 s‘d

‘,

(1《f ,

j《m )

(l簇‘
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j《
。
)

(l簇‘
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j簇
r
)

(2
.

6 、 2
.

7 )

矛

l
、.肚、

另外
,

规定s0 ‘(1《f簇
r 。

)按降序排列
,

并设m 》 n ,

显 然不失一般性
.

现在考虑用摄动法求解矩阵 A的前P个奇异对 (s
, , 。‘, 。 ‘)(l簇i( P)

.

为简明起见
,

本文

仅考虑P(
: 。

且A
。

无非零重奇异值的情形
,

即设
s 。, > s。: > ⋯> sor o

> 5 0
,

,泊+ i = ￡0
.
: 。+ 2二

· ·

一
s。。一。

这已可满足大多数实际应用问题的一般需要
.

较为复杂的重奇异值情形的摄动分析结果将另

文发表
.

首先
,

因一般实矩阵 A 的奇异值平方
: :和左

、

右奇异向量
u ‘, 。‘

分 别是实对称矩阵

A A r和A
,
A 的特征值和特征向量

,

故可将它们展开成小参数
。的如下收敛幂级数

〔7 ’
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式中
: ,
扩项依次称为第一

、

二阶摄动量
.

将式 (2
.

5) 和 (2
.

2 )代入 式 (2
.

5a )和 (2
.

5b) 中第

一方程 (尽管
r
未知

,

但这两个方程实际适用于 1簇i( n)
,

展开之
,

按
: 的各次幂归并同类

项 ; 考虑到两方程对。< 1
。}< 1范围内的任一
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,
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等
,
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、

二阶摄动量 (
s 。‘, 。。‘, ” * ‘

)(k一 l , 2 )
,
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.
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在方程组 (2
.

12 )中令 l= f
,
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.
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,
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、

二阶摄动量
,

分别由式 (2
.

16 )
,
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.

1 7 )
,

至于第三阶以上的摄动量
,

其算式的复杂性亦即所

因此
,

为兼顾适当的精度和尽可能高的计算效率
,

了
.
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至此
,
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.

1 1 )
,
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,
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.

需的计算量将随阶数的增大而急剧增加
.

一般以计算到第二阶摄动量为宜
.

三
、

算 例

为简明起见
,
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,
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门
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AA

可见
,

本文建立的矩阵奇异值分解问题重分析的二阶摄动算法具有良好的精度特性
.

对本算

例而言
,

当 。一。
.

5 时
,

奇异值的估计误 差 仅 为
: 。 : ~ 0

.

04 晌
,

‘2一 0
.

09 帕 , 当 “= 1
.

0 时
,

。。 : “ 0
.

27 嗬
,
‘

2 ~ 。
.

5 1帕
.

奇异向量的估计误差略大些
,

其分量的最大误差达 1
.

45 肠 (当 “

一 1
.

0时 )
,

但对工程实际问题仍是足够精确的
.

另外
,

在衍
, “‘和。‘

( i“ 1 , 2 )的上述摄动估

计算式 中
,
护项远小于

。
项

,

表明摄动级数收敛得较快
,
护项 以后 的截断误差较小

;
而且奇异

值比奇异向量收敛得快
,

因此奇异值具有更高的估计精度
.

在矩阵奇异值分解技术的许多应

用方面
,

往往更重视甚至只关心奇异值
,

摄动重分析方法可较好地适应这种要求
.

四
、

结 束 语

由于矩阵 S V D 重分析问题及其摄动分析方法只是近期才提出的
,

尚有一 些重要问题有

待进一步研究
,

如重奇异值情形的直接摄动计算方法的建立及本文和文〔2 〕方法的比较研究

等
.

另一方面
,

矩阵 S V D 摄动重分析 以及相关的奇异值灵敏度分析问题具有较广泛的实际

背景
,

因此它们具有许 多潜在的重要应用领域和良好的应用前景
,

例如它们在结构振动非线

性特征值问题求解和机械结构系统振动主动控制系统设计分析等方面的应用均具有重要的理

论意义和实际价值
.
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