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摘 要

本文采用一种考虑相变剪切变形的陶瓷材料本构关系
,

对平面应变 I型定常扩展裂纹尖端场

进行渐近分析
.

给出了裂纹尖端附近环形域内的应力
、

速率分布以及应力奇异性指 数
.

对不同材

料参数下的变化规律进行了详细的分析和讨论
.

关匆词 相变增韧陶瓷 剪切效应 扩展裂纹 渐近解

_ 已l 色
‘

、 护 口 「刁

在结构陶瓷相变增韧机理的研究过程中
,

B u di a n s k y 等人
￡‘〕
首先提出了仅考虑相变引

起的塑性体膨胀的本构关系
,

他们认为相变粒子引起的宏观塑性剪切变形可以忽略不计
,

但

是其理论值远小于实测值
.

后来
,

‘

C h e n 和 R e y e s 一M or e l‘
“ J , 〔“’的实验结果表 明相变塑性剪

切变形和体膨胀都不能忽略
.

因此许多力学模型被提 出来改进 B u di a n s k y 等 人 的本构关

系
.

例如
,

黄克智等人
〔4 ’
利用 自洽理论和热力学 内变量方法

,

基于伴随相变的构 元 能 量 分

析
,

导出了材料的宏观本构关系
.

叶裕恭等人
〔5 ’

利用实验观测结果也提出了较完整地考虑相

变剪切效应和体膨胀的本构模型
,

并用于静止裂纹的有限元分析
.

5 七“m 等
〔6 ’
在有限元数值

计算中采用了文〔4 〕提出的本构方程
.

他们的结果都表 明
:

考虑剪切效应后 的韧性增值计算

值会更接近实际观测值
.

裂 纹尖端附近的应力场的精确分析一直是断裂力学关注的问题
.

对具有压力敏感性材料

的尖端场渐近分析
,

L i和P a n 〔”讨论了平面静止裂纹的情况
,

而 B ig o ni 和 R a di
r 吕“
对平面

扩展裂纹进行了研究
.

但是他们均采用 D r u c k er
一P ra g er 屈服面和正交法则

,

并且没有考

虑到相变增韧 陶瓷材料的特点
.

我们在文〔刘 中对 B n d ia n s k y 等人的本构框架下的平面应

变定常扩展裂纹尖端场进行了渐近分析
.

从中可以看到
,

随着相变后体模量减小
,

应力场奇

异性指数也减小
,

裂尖前缘三轴应力水平降低
,

而且沿角度变化趋于平缓
,

材料的断裂韧性

提高
.

在本文中
,

我们将讨论剪切效应对裂尖场的影响
.

给出了文〔5 〕的本构方程的推导过

程
,

并利用该方程对平面应变 I型定常扩展裂纹尖端场进行渐近分析
.

本文给出了裂尖附近

环形域内应力
、

速率场的渐近求解方法
,

并结合一些具体材料参数进行详细的讨论和 分 析
.

协
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.
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二
、

基 本 方 程

1 本构 关系

文〔5」给出的相变塑性本构关系是基于℃he n 和 K e y es 一M cr el 〔2 “, 〔3 ’的实验结果中的如

下事实
:

(l) 相变塑性屈服函数为两个不变量 二二 , 二
。

的线性组合
,

其中 二。为平均应力
, a ,

一知
‘, 二, , , 。。

为等效应力
, 二 e

一
了或瓜

一
一

, : ‘, 一 。‘, 一 。 , 。‘, , 二‘,

邪
a u 。hy应力

.

。‘,
为

3
一 ’ J ’ 了 ’ 一 产 , ’ 一

‘

一“
2 一

阿 2
’ ‘ ’ “ 7 ’ ‘ J ‘

’.
一 ’“

”
J 尹 动 - 一 一

一
“

一刀
’

一
J / J

K r o n ec k er 记号
.

(2 ) 本构方程满足正交法则
.

黄克智等人
〔‘〕也指出该正交条件自然满足

.

相变塑性加载面函数如下
:

, 一
。十 。a 。一、 一 H

(}乔)
一 0

式中 拼称为等效应力敏感 因子
, 料越大表 明剪切效应越大

.
a言为初始屈服平均应力值

,

(2
.

1 )

H 为
累积等效塑性应变的函数

,

扮 一了粤必
~

、 ,
、

·

二 产

一一 一
,

一
/ ~

’ ,

一
‘
~

’

洲 3 一

别表示塑性偏应变增量和体膨胀增量
.

由一致性条件可得
:

了~ d 二。十 拼d 二
。一万

‘

六
, = 0

利用正交法则得到
:

击亨
, ,

六才
, ~ de 贫

, + 拼幽盖氏
, ,

其中d时
, 和 d 嵘 分

(2
.

2 )

, 。 。f
, 。了l ; .

3 二 凡 , 、

~ “ 人石二一一 “ 几!
~

万
~

口仃 卞 一万科二二一 .
u ‘j 感J 、 。 ‘ U e l

(2
.

3 )

若定义塑性体膨胀切线模量石一 d 二耐六点和塑性等效切线模量口= d a 。

/d 。’,

其 中 d 砂 ~

了花瓜必沙
; , ,

通过
二

可得到各向同性缴
硬化材料的率形式本构方程

:

‘! , 一

去
〔(l

一

}一 )公
! ,

一乙
犷。八f , : 十 户

一

(。
无Z亡。乙)Q

‘J

(2
.

4 )

其中 若‘, ,

么 , 分别为应变率和应力率张量
, ,
为泊松比

,
E 为弹性模量

,

H
‘
~ 3 (刀+ 拼厚)/ 心百车不产

,

刀
,

厚为常数
,

Q
‘, 一粤。

‘, +

j

3 5 ‘、

一灿
_

一
2

’

子丫e

(弹性阶段和相变卸载)

(相变加载 )

nU
‘

se一

f、L

一一a

实验结果表 明
‘“ 〕 〔3 」:

对于M g 一P S Z 陶瓷材料
,

卸载准则表示为
:

,

> O (相变加载 )

Q 。‘。。
,

{ ~ 。 (中性变载 )

火 < 。 (相变卸载 )

相变屈服条件由下式给出
:

口。 + 拼a 。
~ J篇

有 刀> 。, 召
一

。,

因此 万
‘

> 0
.

相变加

(2
.

5 )

(2
.

6 )
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相变结束条件为
:

日 = 日,
(2

.

7 )

式中 O表示塑性体膨胀
,
日r
为常数

.

相变结束条件对塑性剪切应变没有任何限制
.

2 基本方程

在小范围相变条件下
,

平面应变 I型定常扩展裂纹的典型构形见图 1
.

坐标系。‘
;

为戈为

与裂尖一起运动的随体坐标系
.

为了方便
,

同时也选取如图所示极坐标系 O ro
, e , , e 。

为基

矢
.

裂纹以稳恒扩展速度
。向右扩展

.

则任一力学量的物质导数满足下式
:

HHHHH
护护

..... , . . . . 侧 . . 目甲. . .一

一
一一

HHHHHHH 。。

图 1 定常扩展裂纹尖端区和尾区

、 ,
一

: 。( )/、
: 一

叮州 晶一
。

引 (2
.

5 )

裂尖附近区域划分为
: 。< 0< 刀为相变加载区

,

刀< 0< 二为尾 区 , 在 口 : 以内为完全相变

区
,

高度为H
。 ,

而尾区的高度为H
.

口 ,和口
2

之 间的环形域为以下渐近解法成立的范围
.

在

本文中我们要求材料参数石和相变强度。 ~ E 。少
(l 十

,
)/ a 二/( 1 一 ,

)满足石> o 和 。> 10
.

常见

的陶瓷材料 M g 一R S Z 和 T Z P 均符合以上条件
.

s ta m 等
『日〕的有限元结果表 明在上述条件

下
,

完全相变区高度远远小于整个相变区的高度
.

而且
,

实验结果也说 明
〔‘。 」,

对于高 韧 性

材料
,

即 。较大
,

裂尖附近的完全相变区无 法用 R a m a n 光谱仪找到
,

最多只 有 80 % 的 Z
r

O

粒子发生了相变
.

因此
,

在上述条件下
,

环形 区域会足够大
,

使得渐近解法成立
,
而完全相

变区内的变形不会对其内应力分布产生显著的影响
.

极坐标下平衡方程为
:

(
: a

,

小
, + a , 。, 。一 (: 。。二 o

(
r a r。

)
, , 」

一

内。,。+ 二 , 。一 0
(2

.

9 )

几何方程为
:

子
, ,

= v , , , ,

子。。= (
v 。,。十 。 r

)/
r

爹
〔。。

, · + ‘
”一。一 ”。

, /
·1 (2

.

10 )

考虑到关系式 (2
.

5) 和下列等式

(e
‘

·

a
·

e ,
)

’

= e ‘
·

a
·

e , + e ‘
·

亡
·

。 , + e ‘
·

J
·

口 ,

。,
一犷旦主旦旦ee

(2
.

1 1 )

, ,
s in o

e 口== 一 犷

—
e -
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得到各应力率分量的表达式
:

, ,

「s in s
,

.

、
, 1

a , 口= 厂 l

—
La r 。,

一
a , ,

+ 内e) 一 c o s 口J , 口, r

l
L r 」

, ,

「S in o
, 、 。

1

口一 = 厂 l

—
(J

一 , , 口一 Z a ” ) 一 C O S UJ
, , , r

l
L r 」

, ,

「5 111 0
, 、

人 1

口二 = 厂 l

—
(口日.

, 。+ 2 口一 )一 C O S U J 日。一 l
L r

’

」

。
。。

二 犷「旦垦卫夕
a

, , .
。一 。。。oa

。 ,

二
1

L r J

(2
.

1 2 )

在相变加卸载边界厂上
,

依照文 [ 1 1] 的结论
,

可以要求所有应力
、

速率分量均满足连续

性条件
.

三
、

奇异场渐近分析

由于H
‘

> o ,

(2
.

4 )
,

(2
.

9 )
,

(2
.

10) 式组成的偏微分方程组满足强椭圆性条件
‘“’
且各式

对
:
都具有齐次性

.

所以可用类似于 肠R R :奇异场的分离变量形式的渐 近 表 达 式 进 行 求

解
r“’, 【’2 ’.

则有
:

。 ,

一K (厂/ E ), ,

(0)(2 二
r
)
口

/ “

。。= K (厂/ E )g
:
(0)(2二

r
)

.

/ s

。
一。= K 夕3

(0)(2 二
r
)
口

/ s

a , ,

= K , ‘

(0)(2 二
r
)
刀

口。。= K 夕。(0)(2二
r
)
‘

仃3 。

~ K 协(0) (2二
, )

‘

式中 K = li m (2二r)
一 ‘

几
。

(
: ,

0) 称为相变应力强度因子

(3
.

1 )

“
为小于零的待定常数

, , ‘
(‘= 1 , 6 )

为待定函数
.

将 (3
.

1) 式分别代入 (2
.

1 2 )
,

(2
.

10 )
,

(2. 9 )
,

(2
.

4 )式得到关于功且具有本征值
: 的六阶

一次常微分方程组
:

, 二= 夕
。一 (1 + s

)刀
4

夕二= 一 (1 +
s
)夕

。

, 二= (
s夕‘e o s o + 夕

, ,

)/
“in o + 2 夕。 (3

.

2 )

, 二= (胡
。e o o o + 宣

3 3

)/ 。in s

夕孟- 一 , ,

午s [亡。。一 v
(宣

, , + 女
3 3

) + 丝Q。。」

夕二= (l一 s
)y

: + 2 : [ (1 + :
)夕

, 。+ 刁Q
, 。」

其中 少“二亡‘, / 〔。K (2 二 )
’r s 一 ’

〕
, 夕; = d 夕

‘

/ d o
,

么。= 一 s
(, 3 s in o + y se o o o)

宣
+ , = 一 S

(, 4 s in s+ 夕
se o s s)

,

携拼
3一2+

一

食
3

~ 万拼
S 护日

a e

场认Q
, ,

=
1 3
几;

·

十下兀
~

拼
J 乙

互竺

以
e

Q
。3
二粤

+

O 万拼硫
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。
· ,
一

奋{*
。。

【
·
(1 +

·
)
答

+ ·Q
3 3
(Q

3 3
一 Q , 。

卜 Q二‘Q
。。+ ·Q3 3

,
〕

一 Zo
r 。。

, 。
(。

, , + ·。
3 3

) + 。玉

(答
+ 。;

3

)}
。

3 3

二

劝击叮[
·

答
(少二 + 如。

, 一 Q
3 3

‘Q二“二 + Q 。。
如
。+ ZQ 一“一 ,」

、一 (卜 一)
答

+ Q;
3 + Q ,

·+
、

2·Q二Q
3 3

、一

务
(Q

, ,

* 二 + Q。。宣
。。+ Q

3 3

宣
3 3 + ZQ一少一 ,

若丝< o则表示相变卸载阶段
,

令Q
, ,

= Q
。3
= 认

。= O闪= O代入方程中
.

上述方程的定解条件
:

由于对称性要求
:

, :
(o )= , 3

(o )= 夕二(o )二 , 二(o )二刀二(o )= o

裂纹面上无外载要求
:

夕3

(二 )~ , 。

(二 )= o

由归一化条件可得
:

g 。

(o)= l

同时由川 (0) = 叭 (0) = 0可得
:

, ,
(o )= 一 s {, ‘

(o )一
, [夕

。

(o ) + 夕
。

(0 )〕+ Q
, ,

(0 )过(o )}

, 。

(o )=
, [夕

‘

(O) + , 。

(o )〕一 Q
3 3

(o )过(0 )

(3
.

3)

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )

上述边值问题可 由试射法结合 四阶R u n g e k u tt a 法进行求解除 K 之外的所有 夕‘和本征

值
: .

需要调整的初始值为夕
‘

(0) 和
: .

猜测不同的 , 4

(0) 和
s ,

代入方程中计算出, 3

(司和 , 。

(动
,

直到边值条件 (3
.

4 )得到近似满足
.

可以通过控制步长和逼近精度得到满意的结果
.

四
、

数值计算结果

本文取

E = 2 0 8G P a

35 m ol 肠 的 M g 一P S Z 陶瓷材料 进 行 尖 端 场 渐 近 计 算
,

各 材 料 参 数 为
; ~ 0

.

3 ,
刀/ E = 0

.

06 3和口/ E ~ 0
.

2 2 6 ,

以及 拼值分别取 。, 0
.

1, 0
.

2,

0
.

6
.

表 1给出了数值计算的结果
.

从表中看到
,

随着拼 值增加
,

应力奇异性指数降低
,

变卸载开始的角度刀变化不大
.

0
.

5 -

但相

不 同 拼 值 下 的 忿 和 刀值

}一
:
一⋯一

竺

一
}一今一卜

一二竺巡生
一

!
.

⋯尸
, .

⋯_

{
: , ,

_
二

.ll

然
. L

⋯

{一」挤 {
一
一 ~ -卫兰

~ ~
~

一} 些 阵一」巴一
⋯一二

.

竺竺三i旦一 }一二些塑竺
一

⋯一二竺鲤三竺
一

{一二些塑竺一
{ 6 7

’

1 6 8
’

} 69
“

} 了弓⋯
-

图 2 和图 3分别给出了不同 拼值下裂尖附近 的平均应力和等效应力沿角度的分布情况
.

当

拼《 0
.

2时
,

应力的角因子没有明显的变化
,

且裂尖前缘变化梯度较小
.

当 “值增大后
,

应力

变化梯度迅速增大
.

随着拼值增加
,

裂尖前缘等效应力水平下降
,

而平均应力角因子却上升
,
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因此 a 耐。。

值也迅速增大
,

表明拼 值越大
,

裂尖前缘约束程度越高
.

从图中还可以看到
,

在

裂纹面上始终存在很大的压应力
。

行。 二 。。 / [ 人(2 二r )
,

2
.

0 「
-

一

泛
。 二 。‘ / 〔‘(2

二 :

)
‘

〕

一 1
.

0愁卞飞
—

产 二 O
,

0
.

t
.

0
.

2

一
’

一召 二 0
.

5

一 一 一刀 二 0
.

6

二 2
.

0

一 3
.

0

一
-

一 月 = 0
.

5

一 - ~ 产 二 0
.

6

0 30 6 0 9 0 12 0 15 0 180
-

~ ~ J一一- ~

_ _ 刁巨

3 0 6 0 9 0 12 0 巧0 1 80

图2 不同拼值下平均应力的角因子 图3 不同“位下等效应力的角因子

2
.

0 广, ~ 一一~ - 一

一一节!一一

一
\

2
.

0

3 O
—以一一 ~ 一-盛-

.

-
月
曰

‘

一 2
.

0

30 60 9() 1 20 15 0 18Q 0 3 0 60 90 12 0 15 0 1吕O

图 4 拼二 0
.

1时裂尖应力场的角因子 图 5 拌二 0
.

5时裂尖应力场 的角因子

图 4和图 5分别给出了拼一 0
.

1和 0
.

5时裂尖附近各应力角因子的变化情况
.

从中可以看到
,

随着拼值增大
,

裂尖前缘0一 。处的应力状态趋于静水拉伸状态
.

这点与B ig o ni 和 R a di
〔8 “的

结果是一 致的
.

由于加载面存在此种角点效应
,

当拼值等于 0
.

6 17
‘

时
,

上述计算方法失效
.

因

此私用这类本构关系进行渐近分析
, 娜值应该存在一个极限值

.

由于文 〔8〕采用了与本文不同

的本构方程
,

两者无 法直接比较
.

同时
,

我们发现由于 拼值的限制
,

由 D r u c k er
一P r a g er

屈服面无法得到B u di a n s k y等提出的本构方程
,

但此文中若设 拼一。则 (2
.

4 )
·

式退还为仅考

虑体膨胀的本构方程
.

从图中还可以看到
:

当0”“时
,

‘
,

和叽
。

均趋向负无穷大
,

也即在尾区中离裂尖较远处

应存在一常值压应力区
,

这点与文〔1 〕的分析一致
.

但是文〔8 」中由于重新加载区的存在
,

a.
,

和 a 3 3

都趋向正无穷大
,

只有当其定义的拼值较大时才会 出现 。
, ,

和 。。。趋向负无穷大的结

果
。

五
、

结 论

本义采用文〔5 」给出的一种相变增韧陶瓷材料的本构模型
,

对定常扩展裂纹尖端附近环
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形域内应力
、

速率场进行 了渐近分析
.

裂纹尖端区是由相变塑性加载区和卸载和完全相变共

存的弹性区组成
.

渐近场的构造依赖于等效应力敏感因子的选取
.

其变化规律如下
:

1
.

随着拼值增大
,

应力奇异性指数下降多

2
.

随着拼值增大
,

裂尖前缘等效应力水平降低 ;

3
.

随着拼值增大
,

比值 a耐ae 会迅速提高
,

约束程度增强 ;

4
.

拼值较小时
,

应 力场随角度的变化很小
,

主要依赖于材料参数石的大小
.

同时我们也看到
:

由于拼值存在极限值
,

$lJ 用 D r u c k er
一P r a g e r 屈服面进行渐近分析

比较适合材料塑性变形以剪切变形为主的具有压力敏感性材料 ; 但对于以塑性体膨胀为主要

特征的相变增韧陶瓷材料宜采用文 〔5 」提出的本构方程
,

结果表 明
,

它能较好地反映裂尖附

近的受力情况
.
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