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摘 要

本文给出非线性发展方程族的一个生成格式 (该格式包含了保谱族与非保谱族作为其两个特

殊情况)
,

并提供该格式下发展方程族 L a x 表示的广义结构
.

最后
,

作为应用
,

我们讨论了L ovi

族发展方程
。

关匆词 生成格式 广义结构 L ey i族

一
、

引 言

在孤子理论中
,
寻求非线性发展方程的L a x 表示

,

并探讨L a x 算子代数结构等性质是非

常有趣的课题
.

马文秀在文 [l
, 2 〕中曾研究过等谱

、

非等谱发展方程族的L a x 表示结构
.

为

讨论方便
,

现将 [l
, 2〕的有关结果统一如下

:

设位势向量函数
。一 (ul

,

⋯
, “耐

, .

则与N x N 谱问题

L (
。
)万= 几, ,

几: ~ a几“ (m > o , a 一 e o n s 七) (, 一 )

相联系的非线性发展方程族 (等谱情形
, a ~ 沂 非等谱情形

a 笋 0)
u : = J另协G

。

(m > o ) (1
.

2 )

具有L a x 表示

L , = 〔牙
。 ,

L〕+ a L 形 ,
不犷。 = 乙 厂 , 一 ;

L “
一

, (。》 o ) (1
.

3 )

的条件是
:

(i) (1
.

2 )中的G
O

及 (1
.

3 )中的 V
一 ,
由算子方程

[犷
一 : ,

L〕二L抓 J G O) 一
a l (I为恒同算子 ) ‘1

.

4 )

决定 ,

(11) (1
.

3 )中的犷, = 厂(G ,) = 厂 (另JG O) (j一 。, 1 , 2 ,
⋯

, m 一 l) 由算分方程

【犷(G )
,

L 〕= L袱K G )一L 。
(J G )L (V G 一 (G , ,

⋯
,

G , )
,
) (1

.

5 )

的算子解厂”厂(G )代以G “另jG
。

给出
,

这里 K 一 J另
, L , (: 、“

长 !
。 一 。

L (
u + 。占)

.

朴
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根据这一过程
,

一些非等谱 (
a铸 0) 发展方程族

、

等谱(
a 一 0) 发展方程族及其相应的 L a x

表示被导出
【“ , “’.

竺

对于谱问题 (1
.

1 )
,

要想产生方程族 (1
.

2 )
,

则关键须解出使 (1
.

4 )成立的G0 及犷
一 : , 要想

让方程族 (l
.

2 )具有L a x 表示 (l
.

3 )
,

则关键须解出 (l
.

5 )的算子解犷 ~ 犷r口)
.

关于后者
,

我们

已有一些讨论
〔‘〕,

限于篇幅
,

本文不拟涉及 , 关于前者
,

我们发现对某些谱问题 (比如 L evi

谱问题
, K a u p 一N e w el l 谱问题等 ) 而言

,

(1
.

4 )不易求解或即使能解出
,

其表达式也较复

杂
,

这将不利于非线性发展方程族 (1
.

2 )的生成
,

针对这一问题
,

本文将提出方程族 (1
.

2 )新

的生成格式
,
推广并简化 (1. 4 ) 的运算

,

继而给出在新的生成格式下非线性发展方程族 L a x

表示的广义结构
.

二
、

非线性方程族的生成及L a x 表示的广义结构

现考察一般的N x N 谱问题
:

L夕一 L (u )夕~ 几夕

L二 L (
。
)是N 义N 谱算子

, “= (u
工,

夕二)
, .

依谱梯度法
〔5 ’,

我们总可以找到所谓
,

(a = a / a义
, 口a 一 ‘~ 。

一 ‘。= 1)
,

使得

K V
。
义一几

“
·

J V
。
几

(2
.

1 )

ul)
,
是位势向量函数

,
几为谱参 数

, 夕一 (gl
,

L e n a r d 算子对 K = K (“
, a , a

一 ’

)
,

J ~ J (
。 , a -

v
。

‘斋
是 (2

.

1)的谱梯度
,

可按一定的方渺
, 7 1
去求得 , ·

为某固定的常数
,

(2
.

2 )

一般

中
,

伙里其�犷这

来说
,

由 (2
.

1) 的具体形式而定
.

算子 ￡自J
一 ‘

K就是通常的递推算子或强对称算子
.

通常
,

K
, J反称且二者至少有一是H a m i lt o n 算子

.
「

现在来阐述 、2
.

1) 的发展方程族之生成过程
.

仍记瓜 ( : )“
备

j
: ·

0L(
· + 、

.

对于任意

给定的N x N 矩阵算子M二 (m
‘,
)
二 、 N ,

我们建立如下由 ( 2
.

1) 的L e n a r d 算子J以及算子乓生
成的关于未知函数向量G

一 ;
自 (G 卿

,
⋯

,
G 卿)

,

的算子方程

L斌JG 一 ;

) ~ M ( 2
.

3 )

记 (2
.

3 ) 的解集合为多 (一般非空 )
.

设毋铸中
,

任取G
一 ;〔毋

,

构造 L e n ar d 递推叙列{G , }如

下
:

G , = J
一 ‘K G , _ , 二名扣

‘
G

_ ,

(j 一 。, 1 , 2 ,

一 ) (2
.

4 )

由向量场x .
(
。
)会J‘ 。 ~ J￡。“ G

一 ,

产生的非线性方程

。 *。 ~ X . (。 ) (m 一。, 1 , 2 ,
⋯ ) (2

.

5 )

称为 (2
.

1) 的非线性发展方程族
.

至此
,

靠新格式 (2
.

3 )
,

(2
_

l) 的发展方 程 族 (2
.

5 )得 以 生

成
,

而且新格式 (氛对比 ( 1. 4 ) 简化些
.

下文可知 (2
.

3 )包含了 ( 1. 4)

定理 设M ~ (肋 ,
)

N : N
是一个任意给定的N x N 矩阵算子

,

对给定的谱问题 (2
.

1 )
,

作如

下假设
:

(i) L = L (。) 沿君方 向的G a 七e a u x 导数算子L 刻引是单射
;

(11) ( 2
.

3 )的解集合多 手小
;

(iii ) 对任意 G 二 (G ( ‘) ,

⋯
,

G(
‘, ) , ,

由L e n a r d 算子对K
,

J生成的算子方程



发展方程族L a x 表示的广义结构 已2宁

〔犷 (G )
,

L] 二L抓K G )一 L .
(J G )L

有算子解犷二犷(G )
.

那 么 (2
.

1) 的非线性发展方程族 (2
.

5 )具有下述 L a x 表示

(2
.

6 )

L , . = 〔才 , ,
L 」+ ML , + ’

万。 ~ 乙犷 (G , 一 :
)L

, 一 ,
(。》o )

(2
.

7 )

才一 0 }
其中 G , 一 :

由L e n a r d 递推叙列 (2
.

4 )决定
.

证明 〔才
. ,

L〕= 乙 〔厂 (G
一 :
)

,
L」L “ 一 ’

些些乙 (L
, (K G , 一 ,

)一乙,
(J‘

, _ 1

)五)乙
“ 一 ,些丛

了一 O 夕一 0

E (L
,
(J G

,
)L

” 一 了一 L ,
(JG

, 一 :
)L

“ 一
了+ ‘

)
了. 0

= L ,
(J G 动 一乓(J G

一 :

)L
‘ 十 ‘坚里乓(J G 动一M L”

‘

= 乓(X 动一M L柑
’.

因而 [班
。 ,

L 〕+ M L , + ‘

~ L 一
(X

.
) (2

.

5 )

又 L钊脚动 = L ‘
,

故

L .
(
u t, 一 X . (

。
))二L t二 一 ([牙

。,
L ] + ML ““ )

但L .
为单射

,

故而 (2
.

7 )与 (2
.

5 )等价
.

由(2
.

5) 及 (i)
,

我们易得到

推论 位势向量函数
。
满足定态系统

C
o

X , (
。
) + C , X 二一 :

(
“
) + ⋯ + C浑X

。

(
。) = o (C

。,

⋯
,
C 二 = e o n 。七) (2

.

9 )

的充要条件是

乙 C , 一 。
砰

, ,

习一可乙 C二
_ 。乙

。 、 1

) (2
.

10 )

注1 若取M 二 。
.

则(2
.

3) 变为L ,

(J G 一 ,
) = o

,

此即JG 一 1二 0
.

此时产生的发展方程族(2
.

5 )即是 (2
.

1)

的保谱族 (之
. = 0)

,

其 L a x 表示 (2
.

7) 恰好是文〔s1 的结构
.

住 2 若取M = a I( I为N X N单位矩阵算子
, “= c on s t)

,

则由定理
.

此时产生的发展方程族 (2
.

5) 的

L 。二表示结构为
:

L ‘二 [附
。 ,

L ]+ 。L , 十 , ,

才一乙 犷(G 卜: )L
, 一‘.

这刚好是谱问题(2
.

1 )在非等谱条件
j一 0

之. = a 几价“下产生的非保谱发展方程族的L a x 表示结构‘。〕.

但此时(2
.

3 )的形式
: L .( JG 一1

)二
a l比(1

.

4) 简单
,

较易计算
。

注3 在L a x 表示(2
.

7 )中
,

令m 二 o
,

则 (2
.

7 )变为
:

L *。二 [附
。

,

L ] + ML
,

这便是M a n a k o v 〔里o ,提出的

L 一

A- B表示
,

方程
“ t。二X

。
(“)具有这种表示

·

马文秀 t1l 〕讨论了这种 卜A- B表示的代数结构
.

本文利用M

的任意性及(2
‘
7 )式可构造相应发展方程“ t。 二X 。(“ )的M“ ”“k oy 算子对

￡“ ’,

从而回答了文〔1 1〕末的第一个

问题
.

从这个意义上讲
,

L a x 表示(2
.

7) 是可积系L一A~ B表示的推广
.

自然我们想到 L a x 表示 (2
.

7) 所生成

的算子代数结构
,

这将在另一文中详细讨论
.

注4 对于给定的谱问题 (2
.

1)
.

定理 中条件(i)
、

(11) 容易验证
,

因此要想得到方程族(2
.

5) 的 L a盆 表

示
,

关键在于寻求算子方程 (2
.

6) 的算子解 犷 = 犷(G )
.

而这一问题在以前的文章中〔1 ’“14] 均有一定的解答
.

注 5 油推论中的(2
.

8 )式
,

我们还可以产生定态系统的算子L ie代数结构tls 〕.

由注 1 及注2 ,

故我们不妨称 (2
.

7 )是发展方程族 (2
.

5 )的L a x 表示的广义结构
.

下边我们

以L e v i谱问题
〔‘”说明方程族 (2

.

5 )的生成及其相应的 L a x 表示之广义结构
,

其方法可应用到
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其它形如 (2
.

1) 的谱问题上
.

三
、

具体实例

L e v i谱问题“ 6 ’

一日十
几

L g 一下万,

‘

“ 一 口

2

L ~ L (
“, ”

) - , a一。/ ax (3
.

1)
~

.

肠一 口

d 十

—
艺

的 L e n a r d 算子对K
, J为

〔‘7 ’

K 一
(
一 “日一口“ 一 a Z

一 ”a + 口u

日2 一 a” + u 口

z o a
、

,
,
J一叹

_

)
、

d o
,

(3
.

2 )
口口+ 口”

l (省
; 一雪:

)/ 2

显然 L袱幻 一t
、

一占
:

(雪
: 一占

:

)/ 2
)

,

‘一 “
主,

‘
2

矛 ,

且L ,
是单态

.

由文 〔1 3〕知
,

对于L e v i谱问题 (3
.

1) 相应的算子方程 (2
.

6 )有算子解

、、..........‘夕产
一

合‘
G “ , + G ‘“, )

· + ‘G ‘
2 , 一 G “ , )a 一 G二

‘,

G 二
1 ,

合(G “,
一

卜G ‘2 , ,
·

+ ‘G ‘
2 , 一 G “””

户

厅夕才..扭.....、、

一一G厂一一犷

(V G 一 (G (‘),
G (2 ))

, ) (3
.

3 )

在 (2
.

3 )中
,

若取M 一。
,

则 (2
.

3 )变为 J G
一 , 二。

,

即G
一 ,
〔K er J

.

此时由 (2
.

5 )产生的发

展方程族即是 (3
.

1) 的保谱族 (见〔1 7〕
,

节 2 )
,

其L a x 表示 (2
.

7 )与文 〔1 3〕结果一致
.

在 (2
.

3 )中
,

若取M 一aI (
a铸 。, 。= c o n 就

,
I 为 2 x 2 单位算子)

,

则 (2
.

3 )无解 (相 当

于 (1
.

4 )不易求解)
.

但若取

)
, a 一 c o “ “‘

(3
.

4 )

�日a

一

/‘.、

一一M

则 ( 2
.

3 )变为

( G 卿
, 二

一 G 纷
, 二

) / 2 ‘卿
, 二

一 G 梦护

a 尤十 d
l

a x + d
:

(G 卿
, :

一 G 男
, :

) / 2

)
一

(
一

: :),a 一以) ( 3
.

5 )

解得 G
一 ;
一( 其中d : ,

山是任意选取的常数
.

故此时产生的发展方程族 ( 2
.

5 )为
:

(:)
、一“

”“

(
a x 十 d

l

a x + d
Z)
一 J‘J

一 ‘

K )
。 · ‘

(
a x + d

l

a % + d : )
(m 一 。, ‘, 2 ,

⋯ , ‘3
·

6 ,

其中 K
, J由 L e vi 谱问题 (3

.

1) 的L e n a r d算子对 ( 3
.

2 ) 式给出
.

按定理
,

( 3
.

6 )具有下述

L a x 表示的广义结构
、

L r,

= [砰
。 , : 〕+ (

o a 、 _ -

一
)

·

:
该‘·

乙
, ,‘ ,

一 口 0 ‘
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二
{
一

专
(G * + G * )

, + (G、
1 一 G 乡:

1

)。 一 G 卯
王, :

{ (
(3 一)

平。 = 乙 }
,

} (ZL )
‘一 J

}
’. ”

(
‘;,

1 , ·

合(G乡,
1 十‘尸

!
’
·十 (G 乡2--)

1 一‘,甘
!

’”

) J
这里

,
G , _ ; ~ (G 男

l ,
G乡z-)

,
)
r
由L e vi 谱间题 (3

.

1)的L e n a r d 递推叙列 {G , } : G , 一 :一 J
一 ‘
K G , 一 :

z a x + d
r 、

~ (J
一 ‘

K ), t }
,

j= 0 , 1 , 2 ,

⋯
,

决定
.

(3
.

6) 与 (3
.

7 )是两个全新的结果
.

下边考虑
、 a x + d

: I

M ~ (m
. , )

: 、 : 的一般情况
.

设A “ A (x’ 约
,

B ~ B (x
,

约是两个任意的光滑函数 (当然它们也可以是位势
u , 口的函

{
一

丝土旦
鉴 2

B

数’
·

对L ”v ‘谱问题 (3
·

‘” ,

当且仅当取M一 }
(

A
A + B

2

)

{时
,

(2
.

3 )有解
:
G

一 , 一 (一 “
一 ‘A

)
十 d

; , 。一 ‘B + d
:

) , ,

其中 。一 ‘

表示 口一口闰
x 的逆算子

.

V d
, ,

d : ~ c o n s t
.

故此时产生的方程

族
/ 。、 _ _

/ 一 。
一 I
A + 山

、 _ _

/ 一 a 一 I
A 十 d l\

t )
, = J男, + ‘

叹
.

_

1一 J (J
一 ‘

K )
‘ + ’

《
.

) (。~ o , l , 2 ,

⋯
、
” I ’ 仍 、

口
一 ‘

B + d
: z 、

日一 ‘
B + d

Z

(3
.

8 )

具有L a x 表示的广义结构
:

、
.

..,,.1/ A + B

l A
L * 二二 〔研

。 ,

L 」十 !
! A

气
一

”

B

·

2 仇L 饥

一

卜B

2

(3
.

9 )

其中 才
。的形式如 (3

.

了)中第二式所示
,

只不过W
。
中的G , 一 ,

一 ‘G 乡些
, ,

‘乡z-)
;

)全 由 G , 一 , =

l 一 a
一 I
A 十d

l 、

(J
一 ‘K )夕【

.

_

) (j= 0 , 1 , 2 ,
⋯ ) 给出

.

、

日
一 ‘

B + d
Z

至此
,

L e vi 谱问题产生的每一族发展方程及其相应的L a x 表示的广 义 结构 均 包 含 在

(3
.

5) 与 (3
.

浏 两式之中
.

对不同的姓
,

B
,

由 (3
.

8 ) 产生 的方程族也不 一 样
,

那么发展方程

族之 间有怎样的关系呢 ? 尚需进一步讨论
.
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