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摘 要

本文从D o n

ne n 型团柱壳沟基本方程出发
,

利用
.

复变函数方法和保角映射技术
,

对圆柱壳开

非圆形孔的问题进行了研究
.

首先给出了逼近具有非圆形孔的圆柱壳开孔问题一般解的完备 函数

序列
,

构造出了问题的一般解
;
其次利用有关圆柱壳开小孔的假设概念

,

给出了圆住壳开 非圆孔

时边界条件的一般表达式
.

进而利用正交函数展开的方法
,

将待解的问题归结为一组无穷代数方

程组的求解问题
,

并进行直接求解
.

在 本文最后
,

对圆柱壳开圆孔
.

椭圆孔附近的应力集中问题

进行了数值计算
,

给出了分析结果
.

关键词 圆柱壳
,

柱壳开非圆孔
,

复变函数方法
,

保角映射技术

一
、

月U 舀

由于圆柱壳开孔问题在工程结构
,

特别是在航天器
、

舰船及压 力容器等结构设计中最具

普遍性与重要性
,

以及求解圆柱壳开孔应力集中问题理论上所遇到的困难
,

则使它已成为薄

壳理论研究中的一个 贡要课题
.

从50 年代起
,

国内外 已投入了大量的人 力和物力
,

从事这方

面的分析
,

实验和计算研究工作
〔8

一
‘’」.

自 A
.

H
.

Jly p 、e 〔‘’于 19 46 年 首 次 给出圆柱壳开小圆孔问题的渐近解答至今的 50 年

中
,

曾有大批学者进行这方面的研究工作
,

并使其得以发展
.

此时
,

所谓开小圆孔在数学上

是由条件不鑫半布泞《 1所限定的圆柱壳开孔问题
V 八 “

其中R 为圆柱壳半径
; h为壳体厚度

; r 。

为圆

孔半径
.

入
.

C
.

E r i n g e n 和 A
.

K
.

N a g h d i〔
“’,

p
.

V a n
.

D y k e 〔‘’,

J
.

G
.

L e k k e r k e k e r 〔2 , ,

钱令希
‘”〕,

龙驭球
〔6 ’,

S 拢以
.

C
.

R 等
〔8 ’”」

及 张王辛和黄克智等
〔‘。 〕

都对圆柱壳开孔问题给出

了很好的解答
。

有关以上工作详细的评述可参考徐秉汉的专著
〔’。〕和薛明德的文献 [ 1 2〕

.

作者认为
,

以上大部分研究工作
,

虽对 几y p 砖 的工作有重要改进
,

但均没突破有关小

孔这一重要假设
.

因为他们在处理边界条件时
,

多采取了用圆柱壳切平面上开孔边界线替代

哈尔滨工程大学建筑工程系
,

哈尔滨 1 5 0 0 0 1
.

现在哈尔滨工程大学力学博壬后科研流动站做博士后
.
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了其在展开面上的开孔边界线
,

以近似地处理边界条件
.

众所周知
,

要保证这个替代条件成

立
,

则只能限制圆柱壳上开一个小孔
.

80 年 代 5 t e el 「吕’“’
要突破这一 限制

,

他也遇到了数学

上的困难
,

并没获得全面的成功
〔‘2 ’.

本文采用有关圆柱壳开小孔的假定
,

对圆柱壳开非圆孔的应力集中问题进行了研究
.

作

者认为
,

关于小孔的假设
,

在力学上可理解为
:

非圆孔在圆柱壳的切平面上与其在展开面上

开孔线差别是甚小的
.

虽然采用了这一重要假设
,

但由于求解非圆开孔问题在 数 学 上 的困

难
,

使得非圆开孔问题迟迟没有获得很好的解决
〔“〕.

本文从 D O n n el l型 圆柱壳基本控制方程出发
,

构造圆柱壳开非圆孔应力集中问题的一

般解
.

首先
,

使 D o n n el l 型圆柱壳控制方程降阶
,

因为降阶后的圆柱壳方程与弹性波动方

程皆属于H el m h ol tz 型
,

所以可直接利用复变函数与保角映射技术对其进行了求解
【‘’,

并

可在映射平面 上给出逼近问题的一般解的完备函数序列
,

构造出一般解; 另外
,

在映射平面

上
,

给出了孔边边界条件的一般表达式
.

进一步利用这个一般解和边界条件表达式
,

则可将

圆柱壳开非圆孔问题化为一组无穷代数方程组的求解
.

这样就给出了在不同的边界条件下
,

求解圆柱壳开任意形状孔应力集中问题的统一的分析和计算方法
.

二
、

圆柱壳的控制方程及其一般解

1 D o n n el l型圆柱壳的控制方程

设切
。

和 田 。

为圆柱壳开孔前的膜应力函数和法 向位移函数
,

后开孔引起的附加膜应力函数切和法向位移函数二则是待定的
,

刀v
Z
v场 +

方鲁
一。

六
一

v
2
v

2 , 一

分令
一 。

它们是已知的
.

而圆柱壳开孔

它们应满足D o n n e ll方程
〔。’·

(2
.

1 )

(2
.

2 )

式中 D 为圆柱壳的抗弯刚度
,

D 二
E h

“

1 2 (l 一
, 2

)

E
, ;
分别为壳体的弹性模量和泊松比 ;

R
,
h分别为壳体的曲率半径和厚度 ;

二为沿柱壳母线之坐标线 , , 为沿柱壳周线之坐标线
,

V
Z

为拉普拉斯算子
.

在卜y坐标系中
,

圆柱壳中的内力及内力矩可表示为

、eeseweeseeweeseseeeswel气l

、
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, _ 、

口2切
‘姓

· , = 一刀 L‘一 , )百又百亏

Q

一
D

备 (v
Z功 )

,

Q
,

一
D

晶
‘v

Z山)

采用混合法求解壳体开孔应力集中问题
,

可引入复函数

。‘
划

,一与壶不切
(2

.

4 )

这样

式中

(2
.

1) 和 (2
.

2 )组成的控制方程组
,

可以归并为一个方程
。

日么a

V
‘

V
‘
a 一 4 a

‘ 一

万石万
一

= U
公

.
气

(2
.

5 )

a
为圆柱壳的曲率参数

,

1 [ 12 (l 一
, 2

)]去
a ~ 万 扩浦万

方程 (2
.

5 )的解可表示成

a = a l + 叮:

其中 a ,和 a Z

分别满足下列方程式

e x p 〔‘牛〕
任

(2
.

6 )

�

、
1
1

!
,

n
�
nV

2 a l一 2

V
“叮 2 + 2

aa l

a
一

后咬 -

口a :

a
百又

一

- (2
.

7 )

·

。 ; = e x p [ a x ] “;
( x

, 夕)

。 : = e x p [一 a 二〕。: (x
, , ) } ( 2

.

8 )

这样
,

函数
。‘
( i一 l , 2 )应满足下列形式的方程

V
Z“一 a Zu = o

用复变函数方法
,

引进复变量
,

亡= x 十切
,

亡~ x 一匆
,

方程 (2
.

9 )可变成如下形式

(2
.

9 )

a Zu

a亡a乙

l a 、2

一 l— . 翻 = U
、 2 ,

(2
.

10 )

2 回柱壳控制方程的一般解

在求解薄圆柱壳中任意形状开孔附近的应力集中问题时
,

可使用保角映射方法
.

将 雪平

面上非圆开孔之边界L 的外域 (或内域 ) 映射为刁平面 上边界为S 的一个单位圆之外域 (或内

域 )
.

若令L和 S 的双方皆为无限
,

且无穷远点相对应
.

则映射 函数应具有如下形式

亡~ 。 (夕) = C 专+ 全纯函数 ( 2
.

1 1 )

所谓函数在无限域内全纯
,

是指在此域内的任意有限部分全纯
,

同 时
,

当 1引 充 分 大

时
,

式 ( 2
.

1 1) 可表达成如下的形式

优 1
.

用 2

阴。十 一

—
一

十 -一丁飞厂 十 ⋯
刀 叮

-

二.
(i 二 1 , 2 , ⋯ )为常数

.

为保证映射函数的单值性
,

在S域 内。
‘

(哟不能为零
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在刀平面上
,

方程(2
.

10) 可表示为

日2“

a专a方

一

(号)
’。 ,

‘”,

而
“一 0

(2
.

1 2 )

由文献〔7〕可知
,

方程 (2
.

12 )所决定薄圆柱壳控制方程的一般解可表示为如下形式

“= E E
o

H 止” (l’a I。 (刀)})
丁一旦鱼2一飞

. ‘, 、 1

L }。 (刀) ! J
- (2

.

13 )

其中 E
。

为任意复常数 ; H 二
’

)(
·

)为第一类
n
阶H a n k el 函数

,

分别代式 (2
.

1 3 )至 (2
.

8 )
,

最后再代至式 (2
.

6 )
,

则有

a

一
+ a Z

一
x p

l普(。
,

(。卜

、
)〕茸

F
·

H :
1 , (*· }。 (, ) , )

{宕豁
,

}
”

‘
” + 1

+ e x p

f
a

一 几万【。
‘

L刀) +
乙

舀灭万, )〕E G
,

H 盖
‘’(‘a l。 (刀) {)

r r’、(”、 、”
.

士
~

商访丫少
‘’ “

(2
.

14 )
式中 F

, ,
‘

。

为任意复常数
.

F
”
= A

, + iB
, ,

G
,

一C
, + ‘D

。

, “, 一 e x p

!
仗
-

万。 L粉) 十
乙 丽〕H

“
’)“

· }。‘: ) }){瑞备
-

}
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‘
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。 l。 (, )一)干碧兽万飞
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一
。 : 3 ) + *。

L 乙 J ‘ {毋 、, I 尹 l ,

因此
,

可有如下 式子

山 ~ E F
,

必二”
,

几~ E G
。
巾盛

2 ,

J 一 J l十 a :
一
买凡巾“

’+

买
‘冲 :

“, 一。 十沙万万矿切

。 = 艺 田
”

= E [ A
”。
二
‘’一 B

, 。二” + C
”。二3 ’一 D

, 。二‘, j (2
.

15 )

甲 = 斌 D E h 乙叭
一 () )

十 〕」

~ 斌
~

刀百万乙 [A
, 。二

‘, 一 B
。“
二
‘’+ C

, 。
二
‘, 一 D

。。
篇
3 ,〕 (2

.

1 6 )

式中 A
, ,

B
, ,

C
。 ,

D
。

为4个未知的实常数
,

而。
轰
‘’(‘~ 1 , 2 , 3 , 4 )为4个实函数

.

未知的实常

散可用孔边的边界条件来确定
,
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三
、

内力
、

内力矩及边界条件

1 内力
、

内力矩的表达式

利用内力与应力函数及内力矩与法 向位移函数的关系式
,

引进复变量 雪和 乙
,

在 雪平面

上
,

可得内力及内力矩的复合形式如下

N
二

+ N卜 4

谓爹
一 v

Z二

N , 一 N
·

+ 2‘N一
4

令
M

·

+ M
,

一
4 D (1 +

·
)

斋一
D (1 +

·
)v

Z阴

M
, 一M

· + 2‘M一
‘D (‘一 )

令
Q一 ‘Q ,

一
8”

备f瓷〕一
ZD

煞笋
在映射平面粉上

,

式 (3
.

1) 可有如下形式

N ·十万。= 飞不万标而不湍
N , 一万。+ 2‘N 一

喘豁
了

:

命!渝斋]
4D (1 + , ) 日2功

1竹 p 十川 . 二 一 一丁下, 二厂二竺弓获于 = 于 -
一二二二

。
‘

L刀) 。
‘

吸粉) 。刀口叮

M
。一M

·+ 2‘M 一

彩等瓷立命[ha 器
Q一 *。

一
万

斋
歹厂命

‘、
’功 ,

若将 (3
.

2 )中前两式相减
,

及第三式与第 四式相减
,

则有

(3
.

1 )

(3
.

2 )
!

产

||门们日||夕

N , 一 ‘N , 。一冬v
Z。-

乙

2 刁2

一鲤一 卫
-

仁- l
-

旦些 1
P

z

。 /

(刀) d 亏 L。
‘

(刀) 口刀 」
(3
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3 )

M
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犷

‘ 尸 切 气U ) U ll L 曰 、11 )

-

鱼竺1
d 刀 」

(3
.

4 )

2 边界条件

现在讨论边界条件一般表达式
,

所有这些讨论都在刃平面上进行
.

当圆柱壳承受外部荷载作用时
,

在开孔边界上可给出力的控制 条 件
.

此时
,

由式 (3
.

3 )

、 (3
.

4 )可得边界条件的表达式
,

即当刀一e x p 〔讨〕时
,

可有
、..........

.
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一

一

湍命l筛

叮2
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式中
,
F

‘

(‘= 1 , 2 , 3 , 4 )为圆柱壳开孔边界上给定的广义内力函数 , N 各
,

N g
。,

M吕
,
厂吕为无

开孔时的基本应力状态
,

即薄膜应力状态所对应的广义 内力状态值
.

力的边值问题其边界条件表 达式如下
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求解算例

,

上述分析可以很方便地用于计算圆柱壳自由开孔边界的应力集中系数
.

下面给定保角映

射变换
,

计算圆柱壳开圆孔及椭圆孔的应力集中系数
,

以说 明本文的复变函数方法适用于求

解薄圆柱壳开任意形状小孔的应力集中问题
.

飞 圆形开孔附近的应力集 中

圆柱壳上含有一个半径为
a 的圆孔

,

此时映射函数可取为

乙二 。 (刀) = r 。刀 (5
.

1 )

式中 r0 = a.

代式 ( 5
.

1) 到
4

.

6 )
,

取
。= : = 8 , , 一 0

.

30
,

图l , 2的上半部给出了膜应力集中系数
,

而

下半部给出了弯曲应力集中系数沿周边的变化 ; 图3 , 4分别给出了膜应力集中系数 (0 = 0 )
,

弯曲应力集中系数 (0二 0) 随曲率参数
r O

斌抓一
.的变化规律

.

2 椭圆形开孔附近的应力集中

圆柱壳
_

L含有一个长短轴半长分别为b和 a的椭圆形孔
,

若长轴和短轴分别置于 , 和 戈轴
,

则将其映射成单位圆的映射 函数为

了
.

阴 \
、~ 。、。) 二厂

吧十不)
( 5

,

2 )
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.

。
,

r0 /了 R h = 1
.

0时
,

圈孔沿

孔边腆应力及奄曲应力分布 孔边膜应力及奇曲应力分布

膜应力集中系数 N J
弯曲应力集中系数 M J
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.
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图 3

式中
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.

。
,

0二。时
,

日孔膜应力集

中系教随宪体曲率参教变化示愈圈

图 4 a

/b = 1
.
。

,

0 = 。时
,

口孔奄曲应力绍

中系教随壳体曲率参橄变化示意图

a + b)
, m =

a 一 b
a + b

.
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图 5 , 6的上半部及下

半部分别 给出了膜应力集中系数及弯曲应力集中系数沿开孔周边的变化 ; 图 7 , 8分别给出了

膜应力集中系数和弯曲应力集中系抑
一 0 ,随曲率参数

渝
的变
螂

律
·
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孔沿孔边膜应力及奄曲应力分布

圈 6 o/ b = a/ 4
,

r0 / J 不仄 = 1
.

。时
,

橄国孔

沿孔边膜应力及奄曲应力分布

弯曲应力集中系数 M亨

膜应力集中系数 N才

0
.

5

、人门系
“一一而育

一

一扁一气含一瑞
一 0

.
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图 7 a/ b 二 3 / 4
,

e= 。时
,

椭圆孔膜应力集

中系教随壳体曲率参教变化示意圈

图s a / b = 3/ 4
,

夕二。时
,

椭圆孔奄曲应力集

中系教随宪体曲率参教变化示意图

六
、

讨 论

通过计算可知
,

对于圆柱壳含有圆形开孔
,

本文分析计算结果完全与文献 〔1 0] 的结果相

同
.

说明本文分析方法是可靠的
,

对于求解圆柱壳开非圆孔的应力集中问题具有统一和规范

化之优点
,

是一种可推广的新方法
.

通过对圆柱壳开孔应力集中问题的分析
,

计算可以看到
:

川 圆柱壳开孔应力集中系数与壳体曲率参数二等 有和
,

对圆孔而言
: 。

为 开 孔半
、 ‘ 产 ’凶

‘
l上 J b / ‘J U 人生 / J

不
”

~ ~
韧 少 。

r--r’四一 夕 ~ M R h 门
‘ , 曰 ’ z 、“

~
刁 . ” ’J

目
‘ “ / J / ‘

鞠 下

径
,

而对非圆孔而言
,

它是体现在映射函数中的一 个特征参数
,

与非圆孔的特征尺寸有关
.

( 2 ) 作者认为
,

以上结果只适用于圆柱壳开小孔的情况
,

因为它假定了开孔在柱壳切

平面 与在展开面上的开孔边界线相差很小
.

如果不放弃这一限制是很难解决圆柱壳开大孔间
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题的
,

做再多的努力也是无效的
.

( 3 ) 本文给出的薄圆柱壳开非圆孔问题解的一般表 达式是精确的
,

对本文中的算例
,

只取
。= : = 8 (圆孔 )

, n = : = 11 即可获得较好的数值结果
.

为确定项数
, 和 s ,

可通过回代

和验算给定的边界条件来实现
.

( 4 )本文是作为一种新的分析方法而加以研究的
,

选例也较为简单
,

要真正了解圆柱壳

开非圆孔之一般规律
,

还要做大量的研究工作
.
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