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摘 要

本文首先给出了离散变量优化设计局部最优解的定义
,

然后提出了一种综合的组合算法
.

该

算法采用分级优化的方法
,

第一级优化首先采用计算效率很高且经过随机抽样性能实验表明性能

较高的启发式算法—
相对差商法

,

求解离散变量结构优化设计问题近似最优解戈
;

第二级采 用

组合算法
,

在戈的离散邻集内建立离散变量结构优化设计问题的(一 1
,

0
.

1 )规划模型
,

再 进 一

步将其化为(0
,

1 )规划模型
,

应用定界组合算法或相对差商法求解该 (。
,

1) 规划模型
,

求得局部

最优解
.

解决了采用启发式算法无法判断近似最优解是否为局部最优解这一长期未得到解决的问

题
,

提高了计算精度
,

同时
,

由刁
:

相对差商法的高效率与高精度
,

以 上综合的组合算法的计算效

率也还是较高的
.

关趁词 离散变量 结构最优化 组合优化 局部最优解

引

工程实际中的结构优化设计问题
,

由于规范要求(例如钢筋混凝土结构的模数制要求 )
,

材料限制 (例如选用型钢 ) 等多方面的原因
,

大多都属于离散变量结构优化设计
.

由于设计

变量的不连续性这一根本性的原因
,

使得离散变量优化设计具有两个突出的困难
:

( l) 离散变量优化设计均为非凸规划
,

解析的数学工具无能为力了
,

应当用组合优化

的方法进行求解
,

而由于组合优化的 N P 困难 问题的障碍难以克服
,

使得求解离散变量优化

设计问题的难度极大
.

常用的组合算法有三 类
:

¹ 精确算法
.

这类算法可求得 问题 的全局最优解
,

但一般来讲 这些算法的运算时间都

是设计变量的指数函数
,

对这类算法的评价标准是其计算效率
.

º 近似算法
.

这类算法求得 的不是精确最优解而是近 似最优解
,

但是该类算法可以保
一

证近似最优解与精确最优解的相对误差不超过某一固定的比值
.

由于确定相对误差界非常困

难
,

所以只有很少几个问题有近似算法
.

À 启发式算法
.

这类算法的基本思想不是一定要求得精确最优解
,

而是在允许的时间

内求得一近似最优解
.

因为这类算法大多都是在对问题进行了充分研究的基础上根据经验而

签
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提出的
,

因此 称之 为启发式算法
.

对启发式算法的评价标准是近似最优解接近精确最优解的

程度
.

在以上三类算法中
,

最优化算法虽然可求得全局最优解
,

但由于这类算法的指数时间限

制
,

如文〔1 」指出的那样
,

仅适用于小规模的问题
.

在工程实际中应用最多的是各种各样的

根据具体问题提出的启发式算法
.

( 2 ) 做为连续变量优化设计局部最优性条件的库
一
塔克条件已不再 适 用

,

因此
,

无法

判断由启发式 算法求得的解是不是局部最优解
,

这是在离散变量结构优化设计问题中长期未

得到解决的问题
.

为克服 以上两个困难
,

本文首先给出了离散变量优化设计局部最优解的定义
,

然后提出

了一种综合 的组合算法
.

该算法采用分级优化的方法
,

第一级优化首先采用计算效率很高且

经过随机抽样性能实验表明性能较高的启发式算法
- -

一相对差商法
,

求解离散变 量结构优化

设计问题
,

在迭代收敛后
,

求得近似最优解 戈; 第二级采用组合算法
,

在戈的离散邻集内建

立离散变量结构优化设计问题的 (一 1 , O ,

l) 规划模型
,

再进一步将其化为(o
,

l) 规划模型
,

应用定界组合算法或相对差商法求解该 (。
,

l) 规划模型
,

以检验近似最优解是否为局部最优

解
,

若近似最优解不是局部最优解
,

再进一步迭代
,

直至收敛为止
.

采用这种算法
,

可以保

证求得局部最优解
,

解决了采用启发式算法无法判断近似最优解是否为局部最优解这一长期

未得到解决的问题
,

提高了计算精度
,

同时
,

由于相对差商法的高效率与高精度
,

以
_

卜综合

的组合算法的计算效率也还是较高的
.

二
、

几个定义

为了
’

F面论述 方便
,

木节 给出几个有关的定义
.

定义 1 点的离散近集 点X 的离散近点是 X 在各个坐标轴
_

}: 相邻的离散点
.

令只
,

Q ‘分

别为X 点在i坐标轴的下坐标近点和 晚怪标近点
,

则点 X 的离散近集为

g
。

(X )~ 日 笼P
; ,

Q
,

}
i = l

进一步地
l,

S
。

(X )能被分为两个子集
:

子集S
。 ,‘

(
.

X )

(2
.

2 )

自摺散坐标近点子集 S
。 :
(X ) 和 I:. 离散坐标近点

‘
·‘(尤 )一

:

只{p
‘

}

(2
.

2 )

1刁
,

!、
夕犷

S
。。

(X ) ~ U 笼Q
‘

}

令
凡 ~ {邪

‘。

丫
,

沼
‘}

其中 x

犷
‘, 、

户
, 、

尸
‘分别是p ‘,

X
,

Q ‘的第‘个分量
.

定义 2 点的离散邻集 点 X 的离散邻集定义 为由包 含泛x军
‘, x

产
, x

尸
‘,

的离散坐标线 (平面或超平面 ) 的所有交点构成的集合
.

这可用下式表示

(2
.

3 )

, 2 ,
⋯

, ”}

孔 (X )一El
义
凡冲

二 火氏 = 拜
,

乙 (2
,

4 )
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E
‘义 E ,

表示E ;和E , 的笛卡尔乘积
.

图 1 表示了二维离散变量X 点的离散近 集和离散邻集的几何关系
.

III ))) XXX

FFFFF (;;;

一

六件仁一

卜,lr!l卜f匕

尸尸lll XXX

么么么么

图 I X 点的下坐标近点和上坐标近点 图Z X 点的离散近集与离散邻集

里中这其

S
。

(X )一 {A
,

B
,

C
,

D
,

E
,

F
,

G
,

H } S
。

(X ) ~ {B
,

E
,

G
,

D }

S
。 :
(X )一 {D

,
G }

,
S

e 二

(X ) = {B
,

E }

在一般情形下
,

设离散变量的维数为
n ,

则根据组合理论
,

离散邻集S
。

(X )内的离 散 点

总数N 一 3“ 一 l ,

而离散近集S
。

(X )内的离散点总数N 一 2 0 .

在离散变量的优化问题 中
,

约束条件一般都是离散变量的不等式 函数
,

可表示为

g ,
(X )《 o (j一 x , 2 ,

⋯
,

。 ) (2
.

5 )

式 中 。为不等式约束条件的个数
, g ,

(X )
一

可以是任意函数
.

定义 3 离散变量的可行集 在离散点集内
,

满足约束条件的离散点X 的集合 S , 称为离

散变量的可行集
.

S , = {X Jg ,
(X )镇 。,

j二 1 , : ,
⋯

, 。 } (2
.

6 )

定义 4 离散变量优化设计的拟局部最优解 若 X 关〔S 了
且对于所有X 〔S

。

(X 粉 臼S , 均有

下述不等式成立

f(X
怜
)( f(刃) (2

.

7 )

则 称X 关
为拟局部最优解

.

定义 5 离散变量优化设计 的局部最优解 若 X 朴〔S 了并月对于所有 X 〔S
。

(X 勺 门S ,
均有

不等式 (2
.

刁成立
,

则称X 关
为局部最优解

.

定义 6 离散变量优化设计 的全局最优解 若 X 朴〔S ,
并月

.

对于所有X 〔夕, ,

均有不等式

(2
.

7 )成立
,

则称X 朴为个局最优解
.

三
、

离散变最结构优化设计的 ( 一 1
,

o
,

l) 规 tll 模型

3
.

1 离散变量结构优化设计的数学模 型

在应 力
、

位移约束下
‘

框架结构离散变鼠优化设计的数学模型为

m in 牙二乙 户,
l

,
月‘

s 七

宫龙 1

〔T , ‘《〔仃j‘

肖j :
( J ,

多。〔S ‘

(l= 1 , 2 ,

⋯
,

N L ) (3
.

1 )

(j~ 1 , 2 ,

⋯
,

N J)

(S
。〔S )
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其中 x ‘
是设计变量

, x ‘二 {A , ,

几
‘,

附
, ‘,

R
; ‘,

几
‘,

W zi ,
刀 , ,

J
‘

下是截面几何性质的集

合
,

S ‘
是% ‘的许用集合

,
S 是S ‘的集合

.

在以上模型中
,

应力约束
、

尺寸约束属局部约束
,

位移约束属全局约束
.

采 用 二 级 算

法
,

第一级处理局部约束
,

其数学模型为

m in 研~ 兄 户, A :

乙 l*

卜 I k〔G -

。
.

七
.

a ‘: ( [ a 」‘ (l~ l , 2 ,

⋯
,

N L ) (3
.

2 )

x :〔S ‘
(S

‘〔S )

其中 f为变量连接后的设计变量编号 ; 。 为计变量的个数
; G ‘

为 变量连接后取同一设计变

量 x ‘的单元的集合
.

采用一维搜索算法求解(3
.

2 )式
,

得优化解X 言一 {对
。,

对
。,

⋯
,

嵘
。

}

第二级处理全局性约束
.

取 X 言做为离散变量集合的下界
,

将S ‘及S 修改为新的集合习及

S
‘ .

由于应力约束的单调性质
,

截面增加不会破坏应力约束因而在第二级优化时不必再考虑

应力约束
,

其数学模型为

In I n

s t

不一艺几瓜 乙 八
‘一 : k(G ‘

肖, :
( J ,

(j= 1 , 2 ,

⋯
,

N J )

x ‘〔S 了
,

S ;〔S
‘

(3
.

3 )

其中

占, : 一艺 乙 j 。, ‘

i 一 I k(G i

(3
.

4 )

其中 j为位移约束编号 ; l为荷载工况编号 , 九 , ,
为单元k对l工况第j号位移的贡献

.

3
.

2 离散变量结构优化设计的 (一 1 , 0 ,

l) 规划模型

设已知一设计点戈
,

由定义 5 ,

若叉在其离散邻集厚
。

内为一最优解
,

则 戈为 一局部最优

解
.

设义对应的各设计变量为示
‘

(‘= 1 , 2 ,

⋯
, m )

,

令尸
‘,

Q‘分别为叉点在‘坐标轴的下坐标

近点和
_

: 坐标近点
,

,

目
.

夕‘一 {x

尹
‘, , ‘ , x

分
‘}

,

则离散变 鼠结构优化设计的 (一 1 , 。, 1 )规 划 模

型为
:

m in 研 ~ E 户沮
,

乙 ‘
‘二 l 儿(G ‘

5
.

t
.

占, : ( J ,
(j= z , 2 ,

⋯
,

N J )

x ,〔夕
‘,

夕‘〔夕
。

在以
一

: 模型中
,

设计变量为〔夕
‘

~ {二乒
, , : , x

牙}可取三个值
.

令

(3
.

5 )

至‘+ 二 : (“ 一犷
‘

)

, ‘
+ 二 : (x只

‘一 , ,

)

(%奋( 0 )
x ; 〔{ 一 l , O , 1 }

(x: > 0)

l) 规划模型
.

(3
.

6 )

则数学模型(3
.

5 )可化为川的 (一 1 ,

0,
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3
.

3 化 (一 1 , o , 1)规XI] 模型为 (o
, 1 )规划模型

为生成组合及求解方便
,

下面将数学模型 (3
.

5 )化为 (o
,

l) 规划模型
.

令
“ !一 x

犷
‘+ “‘!

(, ‘一 x

犷
‘

)+ , ! 2

( X

尸
‘一‘
犷

‘

) 下
y ‘:任(0

, 1 )
, 夕‘2〔(o

, l)
, , ‘: + , ‘。

( 1

(3
.

7 )

这样

(3
.

5 )式
,

即将 x ,
表示为 夕‘: ,

价 : 的线性函数
,

设计变量数由 m 增加为 Zm ,

将(3
.

7 )式代入

并对设计变量重新编号
,

即可将 (一 1 , 。,

l) 规划模型化为(o
,

l) 规划模型
.

1)1 1 n

S t

乙 l*

儿〔G ,

r
姓rP

物艺问
一一班

占, :
《d ,

(j= l , 2 ,
⋯

,

N J ; l~ 1 , 2 ,
⋯

,

N L )

, ,

〔(o
, 1 )

(3
.

8 )

注意
,

在 (3
.

5) 式中
,

经重新编号后的设计变量 , ,

还要满足其对应的设计变量的约束条

件夕
‘: + 功 :

( 1
.

形式上
,

(3
.

7 )式的数学模型有 2 “‘ ~ 4 ‘个组合
,

但由于夕‘,
十夕: :《 1的约束

,

实际上只有 3 佛个组合
,

与(一 1 , 。,

l) 规划 的组合数相等
.

四
、

计算方法

由以上分析可见
,

求解数学模型 (3
.

1) 式
,

有两个关键问题
.

一是要求得一近似局 部 最

优解戈 ; 一是要在戈的离散邻集S
。

中寻优
,

若在S
。

中叉是最优解
,

则 戈 是 数学模型 (3
.

1) 式

的局部最优解
,

否则
,

就应重新进行优化迭代
.

针对以 上两个关键 问题
,

采用以下的相应算

法
.

4
.

1 用相对差商法求近似局部最优解

文〔2〕提出了一种用于求解一类离散优化问题的启发式算法
—

相对差商法 (文〔2 」中称

为方向差商法 )
,

该法具有计算效率高
,

迭代次数少
,

收敛稳定的特点
.

为检验其计算精度
,

进行了在服从概率分布的随机测验题 目样本空间中进行了随机数值实 验
.

1 00 个 数 学 模 型

(3
.

3 )式的随机测验题伺 (10 个设计变量) 的数值实验的结果为
:

近似最优解与局部最 优 解

的平均相对误差为0
.

3帕
,

近似最优解与局部最优解的最大相对误差为 3
.

8 帕
,

有85 帕的算例

近似最优解等于局部最优解
.

这些实验结果表明相对差商法还是一种计算精度较高的算法
.

该算法的基本思想是首先将 (3
.

3 )式 的约束条件表示为

A 。= J , 一 j, :
> o (k = 1 , 2 ,

⋯
,

N J 只 N L ) (4
.

1 )

将 (3
.

8 )式的约束条件集合分为两个子 集 G
:
= 协

* }△、< 叶和G
:

~ {八。 }△,
> o }

,
G :
为有

效约束子集
,

G
Z

为无效约束子集
,

可将 G
,

看作定义在 R kl (k
,
( N J x N L )

_

上的一个实向量
,

取该向量的 2 范数作为统一约束函数

Z 一 }‘ ! }
2
一

(￡
么; )

’‘

k〔G i

(4
.

2 )

定义 相对差商为

刀
‘

-
△Z / △x ‘

八研 / △x ‘

八Z

△不犷

共中 △Z , △砰分别表示统一约束的向前差分和 目标函数的向前差分
.

(4
.

3 )

优化方法是从可行集
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外由目标函数最小 的点出发
,

沿 目标函数增加最小
、

约束条件降低最多的方向 (即相对差商

最小的方向 ) 前进
,

逐步靠近可行集的边界
.

该算法的具体理论和算法可以参考文〔2 〕
.

4
.

2 求解(o
,

l) 规划的计算方法

文〔3 〕提出了一种求解一类 (。
,

l) 规划问题的定界组合算法
.

该算法的基本思想是首先

将约束条件的系数按由大到小排列
,

在 (0
,

i) 规划总组 合 2 “仍 中
,

求出在(
n ,

r) 组合中满足

约束条件所必需的不为o的设计变量个数
r 。,

并以此为组合搜索的下界
,

同时
,

由于约束条件

, ‘,
+ .vl 。

《 1的限制
, : 的 !: 界为。

,

则组合数降为 乙 C (2。
, :
)

,

然后
,

再将目标函数的系数
r = r o

按由小到大排列
,

根据 目标函数的系数确定搜索的 仁界
,

进
{

一步减少搜索组合的个数
.

本算

法计算效 率较高
,

对于 中等规模的问题
,

一

可较快地求得其最优解
.

该算法的具体理论和算法

可以参考文【3 〕
.

对于大规模问题
,

为提高计算效率
,

可采用相对差商法
,

该法的基本思想如 4
.

1节所述
,

只是此时许用集合为笼。
, 1 }

,

训
一

算精度更高
.

该法的组合搜索个数不大于设计变量的个数
,

并且更重要的是该法可以给出误差估计
,

若误 差较大
,

还给出了修正算法
,

一般经过 。阶修

正
,

至多 1 阶修正即可达到较高 的精度
, l阶修正的计算工作量也仅为O (哟

.

4
.

3 组合算法的计算步骤

以
_

}二讨论了离散变量结构优化设计数学模型的建立
,

在 戈 邻集内的 (一 1 , 0 ,
一

l) 规划模

型并将其化为相应的 (。
,

l) 规划模型
,

并月给出了几种求解上述模型的算法
.

求解离散变量

结 构优化设计问题的组合算法的基本思想是首先应用相对差商法求解数学模型 (3
.

3 )式 的 近

似局部最优解叉
,

然后应用定界 组合算法或相对差商法求解 (0
,

l) 规 划 模 型 (3
.

7 )式
,

求得

问题的局部最优解
.

这一算法的计算框图见图 3
.

五
、

算 例

下面通过两个 算例说明 以 卜算法与其他算法的对比情况
.

例 1
一

单跨两层框架
,

结构尺寸及荷载工况如图 4 所示
,

水平位移上限为25
.

4 m m
,

离

散变量集见表 1 弹性模量 E = : 06
.

8 : G N / m
Z ,

许用 应 力 「(r] ~ 16 3
.

86 M N / m
Z ,

材料比重户

~ 76 99 9
.

3 4 N / m
3 ,

优化结果如表 2 所示
.

例 2 十杆平面析架
,

有 6 个节点
,

10 个设计变量
,

材料是 铝
.

E 一 6 8
.

g 6 G N / m
Z , 户

~ 2 7 1 5 0
.

68 N / m
3 ,

全部杆件的许用应力均为士 1祀
.

4M N / m
“,

在 2 号节点和 4 号节点分8lJ

作用有 向下的 4 44
.

8 9 k N 的集中力
,

各可动节点 乡方向的位移允许值为so
.

sm m
,

各杆载面积

的下限均为的 o
.

6 4 5 e m
2 ,

初始设计值均为 6 选
.

sc m
2 .

离散 变 量 集 为{0
.

6 4 5 1 6 , 1
.

9 3 5 5 5

6
.

4 5 1 6 , 1 9
.

3 5 5 , 32
.

2 5 8 , 5 1
.

6 12 8 , 9 6
.

7 7 4 , 10 9
.

6了了, 14 1
.

9 35 , 15 4
.

8 3 8 , 18 7
.

0 9 6 -

2 0 0 0
.

0 0 0 } (面积单位为e m
z

)
,

优化结果如表 3 所示
.

在以上两个算例 中
,

分别列出了本文算法与两种启发式算法的对比计算结果
.

例 l 用的

是相对差商算法和改进的T e m p le m a n 红‘二

算法
,

由对比计算结果可见
,

这两种启发 式 算 法

都未求得局部最优解
,
例 2 )qI 的是相对并商算法和 (。

,

玲规划组合算法
,

本例有相等的谬
:
个

局部最优解
,

以上两种算法分别求得了这两个解
,



离散变量结构优化设计的组合算法 7 9 5

开开始 K 二 O
,

L 二 000

给给定初始值 XO
.

令 X 。” x o进行结构分折折

第第一级优化
,

求期局部约束问题题

(((以集合导的下界为搜索起点)))

以以以以以以以以以以以以以以第一级优化的最优解 X厂厂以以义为初值
,

进行结构构构 作为新集合 S :的下界界
重重分析 令 K ” K 十 1111111111111111111111111111111111111111111

用用相对差商法求解二级优化
,,

(((以 耳的下界为搜索起点)求得又又

以 X 孟为初值
,

进行结构重分析
,

令 火 ” 入 + z
,

一
廿二 上 + z

.
_ ~ _ _ 「

_ 一 」鱼一一一一一一

在凡的离散邻集导戈内建立(一 i
,
0

,

1)

规划模型
,

并将其化为(0
,
1)规划模型

用定界组合算法或相对差商算法

求解(O
,

1) 规划模型
,

求得 X 孟

又二 x 之
否

圈3 计林摇圈

87
.

58 3 kN / ,1飞〔I )

}}} 1 1 1 1 1 1 111

ººº » ¼¼

88888 7
.

SS3kN / n 、 ( l )))

}}}}} } 1 1 1 11 }}}

)))))
¾¾

{{{{{
? ½½

;;;;;;;
甲 6

.

0 9 2 rn 沪沪

碑峨 单踌两展摘娘
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表 离 散 变 t 集

A

W

I

匕 ⋯
一

生
一

⋯一主
一

卜
一

竺一}
一 一

}
一

{一二一}一上匕二

{2 竺竺
-

口i生竺
-

}
-

竺卫 ⋯
一
竺些

-

卜乡竺竺
-

}三竺竺 }里竺竺
一

卜竺些生⋯里些竺

⋯2 户旦i三碑塑生}
,

吕i竺巨⋯
一
)i些, i

一

⋯卫竺望
~

{
-

竺巴兰
~

⋯二理竺
.

卜些竺生卜竺些生
1 4 1 6 2 3 ⋯ 6 2 4 3 5 } 8 3 2 峨6 } 1 0硬0 5 8 { 1 2 J8 69 ! 世

6 8 1 }
_
1 6 6 49 2 } 1 87 3。咬 } 2 0 8115

表 2 优 化 结 果

代数一一迭一一次
�

{ 载 面 性 质

—
⋯一圣哩

- 一

⋯
一

~
.

型坐
-
⋯一一里‘

一~

卜一少生
一-

一 )奎叁i翌量 }一卫旦色竺
一一

⋯一户竺i巨i 一⋯一
5
吧竺 一⋯一些丝

一一
~

⋯
一
界4 」弃法

一

⋯一望些兰
- }一 互里坐

一 f一 二竺
-

一⋯一竺圣竺 ⋯
一

竺里i堡亚i{; ⋯一竺竺 ⋯一型生
-

卜一竺竺一⋯
一

要i塑
}

局部最优解 { 1 2吐8 6 9 1 6 24 3 5 } 6 2 4 3 5 { 1 6 6 4 92 」

量

(N )

4 2296
.

8

4 3 219
.

3

4 297 2
.

2

4 2 5 3 4
.

4

表 3 平面析架优化结果

一-
一一

~ 一

一一
. 卜

一

一
. . . . . . . . . . .

.
. . . . . . .

四
. . . . . .

} 杆 件 载 面 积
杆 件 号 一

- -

一
-

一
厂 - -

—
一—

——
—_ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
_

_ _ _
_ _

⋯
_ _

_
_ _

初始值 _ 巨
_

文「5 〕方法
_

_
一

‘目对差商法 _ { 局部最优解

1 1 1 41 9 1 8了
.

09 6 , 2 00
.

0 00 1 1 5 :
.

09 6

“ 一 I JI
·

9 ”“5 1 6 “
·

6 硬5 1 6 . ”
·

6 J51 6 1 ”
·

6咬51 5

“ l 工凌1 月 , 工5哎
·

8 3 8 1硬1
·

9 3 5 , 1 5 4
·

吕3 8
1

1‘i
·

9 3 5

吸 」
工声1

·

9 · 9 6
·

了7峨0 一 9 6
·

7 7 4 0 ,
’6

·

7 7 4。
⋯

9 6
·

7 74 0

5 { 1公
·

9
一

0
·

6 45 1 6 · 0
·

6 4 51 6 1 0
·

6 4 5 1 6 」 0
·

6 4 5 1 6

“
⋯

l心1 月 “
·

6 4 5 1 6 ”
·

6 J5 1 6 1 “ 6刁5 1 6 一 0
·

6 4 51 6

7 1 1 4 1
.

9 5 1
.

6 1 2 8 5 1
.

6 1 2 8 5 1 61 邓 1 5 1
.

6 1 2 8

8 1凌1 月 1 1刁1
·

9 3 5 一
1 4 1

·

9 3 5 1 4 1
·

93 5 1 4 1
·

9 3 5

9 { 1 4 1
.

9
,

1 4 1
.

9 3 5 1 4 1
.

9 3 5 1 4 1
.

9 3 5 1 41
.

93 5

1“ 卜
_ _

竺夕
“_ ”

·

64 5 16 一_
_

_ ”
·

6 J6 16
·

“
·

64 516 ; “.6 4 5 16

结构重量 ( kg) 2 32 5
.

3 7 4 2 3 2 5
.

3 7 4 2 3 2 5
.

3 7 4 2 3 2 5
.

37 4

⋯ {
1 0 . 5 }

火火火只只
‘‘

9 14
.

4 艺艺
9 14

·

4 巧巧

图 5 十杆析架
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