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摘 要

在本文中
,

我们利用特殊的非均匀网格上的 H e r m ite 差分格式来近似四阶常微分方程奇异

摄动问题
,

并证明了其四阶精度的一致收敛性
,

且在文章的最后给出了其数值结果
。

关键词 非均匀网格 网格生成函数 H e r m ite 差分格式 一致收敛性

引 言

在这里我们考虑的是一类广泛应用于力学中的常微分方程边值问题
:
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1) 的数值方法在〔10 」
,

[ 1月中都讨论 过
.

在〔1叼中
,
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’

in 的思想〔“’
构造了带有

拟合因子的一致收敛差分格式
,

其解关于
。以O (h“

2

)阶一致收敛于原摄动问题的解
.

在〔12 」

中
,

作者引进离散的G r e e n 函数
,

使用 P e 七r o v 一G a le r k i n 有限元方法
〔5 ! , 〔。’

构造了一致收

敛的二阶精度 差分格式
.

本文主要是利用 [ 1〕
,

仁7 」中发展起来的技术构造了一致收敛的四阶精度差分格式
.

为此

我们将问题仁1
.

1) 化简成下面两个问题
:
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了通任X

现在我们在特殊的非均匀网格上构造古典的有限差分格式
.

使用这些网格的 目的是为了在宽

度为O (
。
)的边界层区域内获得更多的网格点

.

由于构造了特殊网格
,

因此就不必知 道 问 题
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(1
.

4 )解的导数估计
.

众所周知
,

条件(l
.

2 )隐含了边界值问题 (1
.

4 )有唯一解
。。 .

为了便于计

算
,

我们在同样网格上构造问题 (1
.

3 )的差分格式
.

如果用s im p 。。n 公式
〔‘’
计算 , (为)的近似

值 , ‘,

整个工作量为O (矛 )次
,

为此我们利用问题 (1
.

4 )差分格式原有的系数来计算 功
,

使整

个工作量降为O (哟次
.

为了使问题(1
.

3 )的差分格式的解四阶(O (h4 ))收敛于原问题的解
,

我

们改变了 网格生成函数
,

又为了便于分析和计算
,

我们取分界点为网格点t。
.

文章的最后给出了一些数值例子
,

表明了理论的收敛精度是正确的
.

全文的常数C 与。
和离散网格步长无关

.

二
、

连 续 问 题

现在让我们来考虑问题 (1
.

3 )和 (1
.

4 )
.

我们可以证明下面两个定理
,

其中定理 2 的证明

基于 (1
.

4 )的可逆单调性 (见〔8 〕
,
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.
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,
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为了构造问题 (1
.

3 )
、

(1
.

4 )的差分格式
,

我们分别在为〔I ;
,
为〔I。\几上用 H e r m i切型

差分公式来近似微分方程 (1
.

3 )
、

(1
.

4 )
,

其中

I工二 {戈‘〔I几
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_ : < * . 或 l一 t . < t‘十 :
( l一口+ 3 h }

h二 l/ n , 才‘= 亡h (i一。
, z ,

⋯
, n

)

注意集合几可能是空集
.

公式 的系数不是常数
,

而是依赖于x ‘一 1 , x ‘, x ‘
十 : .

我们可以类似于均匀网格上的方法获

得这些系数
.

现在我们考虑问题 (1
.

3 )
、
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.
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,

设
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从下列方程组我们可以得到系数
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,
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,
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。
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。
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⋯
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.
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、

(3
.

5 )可得
:

、.leseseet
.

了weleses夕
一 2

h
‘

(h
‘+ h ‘

十 :

h圣一 h圣
+ : + h , h‘

十 :

U 一 ‘L’) =
一

丽丽汗万万万,

h : + h二
, , + 3 h‘h‘

; ,

6 h ‘h‘
十 z (3

.

9 )

h若
, :
一h亏+ h oh‘

十 ;

0 r l 忍 1 二 二二 - 万
‘

,

一 ; 二
.

二 - 二- ~

下
-
一

6 h ‘十 l (打, + h ‘十 1 )

(3
.

10 )

、..、

l
一

口

O
一一约

、.声产 、.,矛J

I
、一 ,

(i)
,

B
一 :
(‘

口了、
、

.

盆
-

落
户‘‘、

1lr
.

、了口、、z�01一
aaaA

八J

、l-.
.

rse尸

一
n

A
。

A 1

其中
a ‘~ a( 义‘)

.

N

( i )

(f )

= , 华一 一 bn( ‘) =
一 从爪

+ 1 , 一 。、
,

,

一 2

== 人‘
十 、
(人

‘+ 人‘
十 ,

)
,

) = 。Z a 一 ,

( i ) +
a ‘一 : B

一 。Z a 。
(泣) +

a ‘B
。

(‘)
,

一 。Z a ;
(‘) +

a ‘+ ; B
:

(‘

B 。

( i )
,

B :
(

= b。(‘

这样我们就近似微分方程 ( 1
.

3 )
、

( 1
.
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(
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a ,
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,

b ,
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二B ,
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B
O
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.
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,

B ,
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,
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.

9 )
、

.

( 3
.

1 0 )
,

如果 二 ,〔I 工
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四
、

误 差 分 析

我们可以很容易地证明下面引理
:

引理 a ,

(‘)
,

B
,

(‘)
,
户= 一

, o , 1由 (3
.

0 )
、

(3
.

10 )给定
,

若 x ‘〔I孟
,

B
一 :
(i)= B

,
B

。

(‘)= 1 ,

则

(i)
a 一 :

(‘)+
a 。

(‘)+
a ;
(‘) = o ,

B
一 : (‘)+ B

。

(i) + B :
(i)= 1

a 一 ,
(‘)< o , a 。

(‘)> o , a :
(i)< o ,

B 。
(i)> 5 / 6 (f二 1 , 2 , ⋯

,

n’一 l)

(11) 若x ‘〔I ;
,

B
_ :
(‘)一 B

:

(‘)= o ,
B

。

(f)= l

若脸〔八\六

一

矗、
B 一(‘)、B

l

(‘)
,

汽、
B

l

(‘)、音
一

几、
B l“)、B 一“、

,

鑫、
B 一 (‘)、音

(‘= 1 , 2 ,

⋯
, n。一 1 )

(f=
, 。

+ 1 ,

⋯
, n 一 1 )

证明

(i) 直接证明很容易
.

(ii) 若为〔I ;
,

显然
.

若从任几\I ;
,

既然对‘=
n 。十 1 ,

⋯
, n 一 1证明是类似的

,

在此我们仅考虑l’= 1 , 2 ,

⋯
5 n o

一 1 ,

t‘一 :

《t *
《q 一 3 h 或 才‘

一 :

( q 一 3 h《t *
或 才,

《t‘
一 :
《0

.

5

h‘
十 1

h
‘
、 3 : 、 , 一 (‘)> 一

矗
既然矛 (才)> o ,

h
‘、 ,

> h‘> o ,

因此B :
(i)> B

一 ;
(f)

,

且不难证明 1八 2《B (i)《 1/ 6
.

证毕

定理 3 若 (1
.

2 )式成立
,

则方程组 (5
.

1 1 )(即N 贾沪一。)有唯一解沪= [夕
。, , , ,

⋯
, , 。

〕, ,

并且对 , ~ [ , (x
。

)
, , (

x :
)

,
⋯

, 夕(x
,

)〕于
, , 几

〔R
” + ‘,

下面稳定不等式成立
:

}}刀一少{}二( 2 }IN 全g 一N 全,
几l}二

证明 对任意
v 一 [ v

。 , 口 , ,
⋯

,

l

{
。 _ ;

(1 )

,

脚 的F r e C h e、导数 N ,
‘)(。 )是一个三对角矩吟

一

、

0

a 。

(1 ) a ,

(1 )

N 空(
‘) (

口
) -

a 一 :
(
n 一 l)

a 。

(
”一 l) a :

(
n 一 l)

0 O I J

其中
a ,
(菌)

,
P = 一 1 , o , x由(3

.

9 )给出
.

我们将 N 州
‘)(时分解成一个下三角矩阵 L 和一个上三角矩 阵 U 的 乘 积

,

即 N 空(
‘ )(时

二LU
,

其中

L ~

” _ 2
1
。 _ 1
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2

(h
‘+ h‘

* 1
)(h

,
+ ⋯ + h‘)

“” _ z , 一 份” _ 1 , 2

h
,
+ ⋯ + h‘

、 -
一 (h

: + ⋯ + h‘)
h‘

+ l

容易看出〔N 空(
‘)(时 〕

一 ‘
存在

,

因此方程组 (3
.

成2 ,

}!U
一 ‘

l}、簇一,

从而

h‘
十 -

1 1) 有唯一解少
.

求出L
一 ’ ,

U
一 ‘,

则 易知 }L
一 ‘

}。

]l[N 空(
‘) (

。
)〕

一 ‘

]J二 = ]JU
一 ‘L

一 ’

jl二( i{U
一 ‘J]。 1IL

一 ‘

I}二《 2

既然N 空, 一N 空少~ N 全(
尹 )(

。
)(夕一沪)

,

由 (4
.

1 )可得
:

1{刀一 g h !{二 ( 2 }!N 空, 一N 空夕
几11二

定理 4 若 (1
.

2 )式成立
,

则方程组 (3
.

12 )(即N 全砂 = 0) 有唯一解砂 = 【“
。, 。 : ,

⋯

并且对
。。

一 [ u (二
。
)

, u
(
二 ,

)
,

⋯
, 。

(x
,

)〕
, , 。几〔R

” + ‘,

下面稳定不等式成立
:

(4
.

1 )

证毕
“。 1钾

,

J{。
。

一 。”j!_ (要(一J、雪
“ 。

一、雪
。‘{!_ + 粤二}}

。一。“一I_ 、
(少 \ 1 乙 I

其中占一 2 (1 一K ), 2

/ 3 ,

证 明 对任意
。一 〔。

。 ,

。< K < 1

” 工,

⋯
, ” ”

〕, ,

1 O

N 全的 F r e e h e t

0

导数N 空(
‘》(时是一个三对角矩阵

{
A

一 ,
(‘) A

。

(‘) A
l

(‘’

N 全(
‘) (

。
)= l

A
_ ,
(
n 一 1 ) 刃

。

(
n 一 1 ) A 王

(
n 一 1 )

其中A ,
(f)

,

令 泄 二

户二一 1 : O , 1由(3
.

10 )给出
.

p l In
落丫 ” 一 1

6 ‘
,
占
‘
~ }月

。

(葱)J一 }A
_ ,

(f) }一 ]A
,

(f) 1
.

由于占
‘= 占

, 一 ‘,

我们将只考虑f~ 1

2 ,

⋯
, ”。一 1

.

注意到B
一 l

(i) 》 一 5 / 2 4 ,

我们将考虑 两种情况
:

B
一 :

(灼< o和B
一 ,
(i) > 0

.

1
.

B
一 ;

(f)< o ,
A

一 ,

(‘)< o ,
A

。

(i)> 。

(i) A , (f)《 o ,
介
、
一 。2

(
a 一 ,

(i)+
a 。

(‘) +
a ,

(‘) )+
a ‘一 ,

B
一 :

(f)+
a ‘

B
。

(i )+
a ‘十 ,

B ,
(公)

~ a ‘一 B
一 ,
(‘)

a ‘

(0
‘一 ,

)h
‘+ B

;

(‘)
a ‘

(0
, 、 ;

)h
‘, ,

) 2下“/ 3 一 3 Lh , 十 ,

/ 8

(11) A
,

(i )) o ,
乃‘- 一Z o Za ,

(f) +
a ‘_ ;

B
一 :
(f)+

a ‘B
。

(f)一
a ‘+ : B :

(‘)

> (l 一 2B I
(‘))

。! 一

灸
!。

/

(“
!
一 ) }“

‘一

音
}。

,

(“
‘一 ) :”

‘一

) 2 , 2

/ 3 一 3 L h ‘
十 ,

/ 8

其中 x ; 一 ,

( 0
‘一 ;
《戈‘, 义‘( 8‘

、 l

《 x , 、 ,

口
一 ,

(‘)》o ,

占,
》2 , 2

/卜
3L h‘

」
一

; / 8 ,
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容 易看出

二 _
_ : 。

~
_ _ _ ,

2 2
。

3
r ,

、
o ! ~ ili in o ‘

护
1 1 1 1 11 吸二下一 二乙n ‘+ I J

1 哎 感‘ 介 一 1 1 芝 ‘《 几 一 1 、 J 0 1

既然存在0〔(t
‘, t‘十 :

)使 h‘
十 : = 几

‘

(0)h
,
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.

2 )
、

(3
.

4 )得
:

占补> 2 (1一 K )?
2 / 3会d

, 0 < K < 1

和

11[N 全(
‘)(

。
)」

一 ‘JJ二《 l/ d

由H a d a m a r d 定理
‘“’知

,

方程组 (3
.

12 )有唯一解
u h .

令

(4
.

2 )

�

⋯
�

、.户口

一粉
,.山B

l 0

B
一 :
( l ) B

。

( 一)

0

B ;
( l )

B
一 ,

(
。一 z ) B

。

(
。一 l)

0 0

其中B ,
( i )

,

可证得
:

0 , 1满足 ( 3
.

10 )
,

如果 x ‘〔I ;
, B 一 ;

( i ) = B :
( i )二 o ,

B 。
由引理

rl..ra
l..II
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.
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下面两个定理是本文的主要结果
.

定理 5 若 ( 1
.

2 )式成立
,

则 l夕一少 }oo 《C h4 ,

其中离散 网 格 由( 3
.

1 )
、

( 3
.

2 )给 出 且
n

> m a x {g L / 8 ( 1 一 Z t ,
)下

Z
K

, 3/ t
。}

, 0 < K < 1
.
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6
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则
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4

定理 6 若 ( 1
.

2 )式成立
,

则卜一沪 }、成C 尸
,

其中离散网格同定理 5
.
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其中必
,

六
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刃
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⋯
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数 值 例 子

我们考虑下面例子
:
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