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摘 要

本文在孤立奇点的假设下证明了带参数非线性方程组解的孤立性
,

同时指出在分岔点处必有

而 且仅有有限条解支分岔出来
.

这一结论是分岔问题数值方法的一个理论基础
.

关键词 同伦 延续算法 分岔 孤立奇点

一
、

前
由

口一,

一户

「习

考虑非线性方程组

F (x
,
义)一。 (1

.

1)
x 〔X 任尸

,

爬R
,
F : X x R 。尸是Cl 函数

.

近 2 0年来
,

求解 (1
.

1) 的最有效方法之一 是 伪

弧长算法 (即同伦算法)
「‘」, 〔“〕.

同伦算法能得以成功实施的理论基础是 S ar d 定理
.

定义 1 〔“ ’ 设映射 H
:
R 仍。R

”

是C
’

连续可微的 (。)
。 )

,

如果 R a n k (D H (x
。

)) < 。 ,

则

称气〔R m
是万的一个临界点

,

否则称为H 的一个正则点 ; 如果对所有的 %〔H
一 ‘

(, 。

)包含至少

一个H 的临界点
、 : ,

则称夕
。
〔R

”

是H 的一个临界值
,

否则称为H 的一个正则值
.

Sar d定理 〔“」

设 H
: R

”
x R o R

”

是 Cl 连续可微的
,

如果 b〔R
”

是H 的正则值
,

则集 合

林〔R1 6 是 H (
·

,
几)的临界值 }在 R 中的 工

J e b e s g u e 测度为零
,

即几乎对所有 几〔刀
,
b 均是

H (
·

,

幻的正则值
.

为了求f
: R

”

” R
”

的零点
,

定义如下的同伦映射

H (
、 ,

几
,

P) 一 (1
一
幻(x 一 P )+ 几f(x )

,
P〔R

“

(1
.

2 )

对满足H (、
,
几

,

P) ~ 鲜(J( , ,

牙
,

川
,

因为刀
,
H (牙

,

万
,

川 = 一 (1 一葱)I
,

当万袭 1时
,

有

R a n g e (D H (牙
,

万
,

乡))D R a n g e (D
,
H (云

,

万
,

万))~ R
”

(r
.

3 )

所以。〔R
”

是H (
·

,
·

,

P) 的正则值
.

由S ar d 定理知几乎对所有 P〔R
” , o也是H (

·
,

·
,

P) 的

正则 值
.

设厂
,

是光滑一维流形H 石
’

(O )臼R
” x (O

,

l)
_

卜的一段
,

它的两个端点分别为(P
,

0)
“
J(沙

, 1 )
,

贝付厂
,

是一条光滑 曲线
,

且
.

有f(沪 )一 0
.

伪弧长算法可以追踪曲线厂
, 直至求出沪

占

在用延续算法追踪 (1
.

1) 的解支时
,

不可避免地会碰到转折点
、

分岔点之类的奇点
.

以下
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、
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,
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我们称满足 (1
.

1) 的点(
、 ,

幻为F 的零点 ; 若零点 (x
,

幻同时满足 d e 七(D F (戈
,
几)/ 刀火 )= o ,

则称 (义
,

幻为F 的奇点
,

否则称为F 的正则点
.

(1
.

1) 的连续解支用弧长参数
s
表征为(x( s)

,

几(
s
))

.

定义 2 〔
3 」

如果存在 F 的零点(%
。 ,
几
。

)〔X x R 和 (x
。,
几
。

)的邻域 U o X x R
,

使得对任意

(x
。,
凡
。

)的邻域厂
,
犷 c U

,

在犷内都存在 F 的零点 (x
: ,

幻
、

(x
Z ,

幻
,

但 x : 特挽
,

则称 (x
。,

几
。

)是 (1
.

1) 解流形上的一个分岔点
.

对已经得到的F 的零点 (x
,

幻
,

在数值计算中人们首先要关心的一个问题 是
:
从(

x ,

幻

出发的 (1
.

1) 的连续解支有多少 ? 如果这样的解支是有限的
,

我们才可以用延续算法来 逐 一

追踪
.

若(二
,

幻是F 的正则点
,

隐函数定理保证了在 (x
,

幻邻域内(1
.

1) 仅有唯一的连 续 解

支穿过 (x
,

幻 ; 但若 (x
,

幻是F 的奇点
,

则会出现极端反常的现象
.

例 1

, (二
,
; )一{

(二
2
+ 几

2

)
“。in (二

2 + 几
2

)
一 ‘,

O ,

扩 + 护铸 O ,

扩 + 护 = O
,

大 ,
几〔R (1

.

4 )

(1
.

4 )的零点集合为 { (x
,
几) }二

2
+ 几

2

= o或
x Z

+ 凡
2
= l/ k 二

,
k〔N }

.

显然(x
,
几)= (o

, o )是(1
.

4 )

的一个分岔点
,

但不存在 (1
.

4 )的连续解支从(O
,

0) 处分岔出来
.

例 2 两端简支的圆截面 E u le r压杆
〔落〕.

当轴向压力尸> 尸
。 ,

一二ZE I/l
“
时(E l为杆的弯曲

刚度
,

l为杆长 )
,

杆可以沿任一方向发生屈 曲
,

分岔图如图 1
.

此时 (
、 , 夕,

尸) = (0
, 。,

尸
c ,

)

是压杆问题的一个分岔点
,

从此点有无穷多个解分岔出来
.

{
夕

牡

口
/

山
·

(图中二
,

g 为杆中点的挠度 )

图 1 E u le r压杆的分岔图

从土面两个例子可以看到
,

仅从分岔的定义出发
,

人们甚至不能确认是否 必 有 (1
.

1) 的

连续解支从分岔点分岔出来
; 既使有

,

也不能确认这样的解支必是有限的
.

这给分岔理论
,

尤其是数值计算带来了麻烦
.

本文在F 的奇点是孤立的假设下
,

证明了 (1
.

1) 必有从 分 岔 点

分岔出来的连续解支
,

而且这样的解支是有限的
.

二
、

定理及其证明

称(
x 。 ,

凡
。

)是 F 的孤立奇点是指存在(
x 。,

几
。

)的邻域
,

使得在该邻域内再无 F 的其它奇

点
。

引理 1 对于给定的胆〔R
,
F (

·
,

几哟 在开集W 仁 X 卜零点集合的聚点必为 F (
·

,

几哟 的

奇点
.

证明 设户C万是一个聚 点
,

即存在笼
x 。

}。尹 (n
一 , + 、 )

,

从〔附
,

F (x 、
,

几哟一。
, i一 1 ,
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2 ,

⋯
,

由F 的连续性可知 x 关是尸(
·

,

几划的零点
.

假定沪为 F (
·

,

几哟的正则点
,

即 d et [D F 碑气 几哟 / 刀刘 笋 0 ,

由F 的光滑性知
,

存在以

户为心的开球 B 仁 X 使得对任意 x 任B
,
d e 七〔D F (x

,

泄 )/ D 刘 铸 0
.

而

O ~ F (
x ,

几关)一 F (
x
气 几‘ )一 [ D F (占

,
几爷 ) / D x 〕(x 一

x 关
)

, x ,

省〔B (2
.

1 )

当且仅当 x ~ 沪时成立
,

这 与沙为聚点矛盾
,

即沪必为F (
·

,
几哟的奇点

.

口

推论 1 对于给定的泄〔R
,

若F (
·

,
几哟在集不已 X 上无奇点

,

则F (
·

,
几哟在 万 上零点

孤立
,

特别若研是有界闭集则F (
·

,
几哟在W 土至多有有限个零点

.

定理 1 若F 的奇点是孤立的
,

则对任意给定的胆〔R
,

F (.
,
几铸 )在开集牙二X 上的零点

孤立
.

证明 对任意给定的 胆〔R
,

若 F (
·

,
几划 在研上无奇点

,

由推论 l ,

定理 1 的结论自然

成立
.

若F (
·

,

凡哟在研上有奇点
,

我们只须证明对每个奇点沪〔砰
,

一定存在沪的邻域 B c

邵
,

使得F (
·

,
凡哟在B 上的零点孤立即可

.

设沪〔附
,

是F (
·

,
凡哟的奇点

,

即(沪
,
几哟是F 的奇点

.

由奇点的孤立性知
,

存在a > o ,

令

B
。

一笼(
二 ,

幻 !动兀二二江}户+ }几一泄 J
“

< 2a
, 、〔W

,
几〔R }二班 X R (2

.

2 )

厂
。

一笼川 {!x 一 x 爷 }< 2 “ , 、〔W 圣二平 (2
.

3 )

使得尸
,

F (
·

,

几哟 分别在B
。 ,

厂
。

上只有唯一的奇点 (
x 气 几哟 与

%
气 记

S = { x }F (x
,
几肠 )一 。

, %〔厂
。

} (2
.

4 )

S 为F (
·

,
几哟在厂

。

上的零点集合
.

以下用反证法证明S是有限集
.

若 S 是无限集
,

由引理 1 ,

沪必为S 的唯一聚点
.

对任意给定的 t创 。,

a)
,

令

!l
a

B已
、尹,

R任
内

凡B 竺~ { (
x ,

幻日% 一 x 关 {( 才
,

!几一 几关 }《 t , x 〔研

F曹~ 你 1}}x 一 x叫{( 矛
, x 任砰 }仁 U

。

S 关一 S 自U 曹

(2
.

5 )

则 S 关是无限集
,

而S\S
关是有限集

.

对任意的 x0 〔S 关
\笼沪 }

,

因为 (x
。 ,
几粉是F 的正则点

,

由隐函数定理
,

在B 吉内唯一存在有

(1
.

1)的连续单值解 曲线 (x (s )
,

几(s ))穿越 (x
。 ,

几爷 )
,

且 (x (s )
,

几(s ))与 。B 普必有交点 (因为

F 在 B 言内只有唯一奇点 (沪
,
凡哟 )

.

对任意的 从〔S叭笼尹
, x 。

}
,

(1
.

1) 的穿越 (, 。 ,
又哟 的连

续单值解曲线(!j( 亏)
,

创。) )与(州 : )
,

几(: ))在 B 竺上无交点 (否则交点为新的F 的奇点 )
.

因

此
,

对所有 x 〔S叭{户 }
,

在 B 曹上有 (1
.

1) 的无穷多条连续单值解曲线
,

其中每一条唯一地对

应于一点 (x
,

泌 )
, x 〔S 爷

\{
、
料 (几~ 妙 )

,

这些解曲线与口B 誉交于无穷多个互异的点 (几> 沪 )
.

令

、1..、

!
/

口’一 {(%
,

口2
= 笼(x

,

研
‘

一 { (%
,

U
‘
~ { (x

,

几) ! I{x 一 x 肠 jj( 才,

凡~ 几关 + t}仁 口B 井

元)jj{x 一 火关 lj一 t ,
几关簇几( 几

关 + t}任口B 曹
、、,、卜,

几) IF (x , 几)= o ,

(x
,
几)〔。

元) }F (二
,

几)= o ,

(x
,
元)〔口

(2
.

6 )

由推论 1
,

W
‘

是有限集
,

因此U
‘

必为无限集
.

对任意
。〔N

,

令
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月资

一 以 n

犷氮

~ 笼气x
,

幻日义一 二划}簇才
,

}之一又关 }( t/ 。}二 B 雪

~ {川 ilx 一 x 叫}《仆一 U 言

s誉一 s 自厂二
:
一 S ‘

。孟= 丈(x
,

几) l}{% 一 火关 :}《扩
,

几~ 几, + 断/ n }

叫 ~ 丈二 ,

几川}二一 义矢 }}二公
,
几苦簇凡《几

长 十灯。}c 口“

研孟~ {(x
,
凡少]F (

义 ,
几)一。

,

(火
,
几)〔a孟}

U 孟~ {又x
,
几、}F (、

,

切一 。
, (二 ,

几)〔。篇}仁U
‘

(2
.

7 )

重复 以上讨论 可知
,

对 任 意
, 〔N

,
u 乏均为芜限集

.

而 。: 。 { (
二 ,

幻I卜一沙 }一t ,
凡= 舫}(n

” 」
一

加 飞,

因此在 {降
,

冬 !卜 一沪 }一少
,
几~ 之, }上至少存在有一个U , 的聚点

,

即 F (.
,

泄 )在

{(x
,

助日
、 一才

,

}= 才,

几~ 凡关 }
_

_

卜至少存在有一个零点
.

这里班(o
,

a) 是任意的
.

另一方面
,

根据沪是S 的唯一聚点
,

令 V = 笼川 }}x 一砂 l( a/ 4 }c 犷
。 ,

则F (
· ,

泄 )在犷八犷

上仅有有限个零 点
,

所以 存 位刀
, G < 刀<

。/ 4
,

使得F (.
,

久哟在 {x }lIx 一戈划 = a / 4 + 刀}上无

零点一但(x/ 4 弓
一

刀。
、

。,

劝
,

构成矛盾
.

故凡必为有限集
,

即F (.
,

泄 )在犷
。

上零点孤立
.

口

定理 1 说 f词若尸的奇点孤立
,

则 F (
·

,
凡哟 的零点孤立

.

注意到定理 1 的证明中
,

在。B 曹

上至多有厂的有限个零点
,

因此有

定理 2 若花班二尤上
、气 凡粉是尸的孤立奇点

,

则或者 (尹
,
几哟是F 的孤立零点

,

或者

从 (“气 胆 )出发有曰
.

1 、的连续解曲线
,

且这样的解曲线至多有有限条
.

推论 2 若班二 X
_

E F 的奇点是孤立的
,

则 (,
.

1) 的连续解曲线至多是可数的 ; 特别对 X

x R 上的有界 闭集
,

其上至多有有限条牡
.

1、的连续解曲线
.

推论 : 说 明若 尸的奇点孤立
,

则 (1
.

1) 的连续解支在R
” + ‘

中孤立
.

三
、

在分岔理论中的应用

以
.

! )的分岔点咪
。 ,

几
。 、

满足一任意充分小的
一 二 ,

几
。飞的邻域厂

,
F 在犷上都至少存在有两

个不同的零点 二 , ,
几

一 、
i二 : ,

〕
,

见然咪
。

入
,

是尸的奇点
,

且不是尸的孤立零点
.

若分岔点

(
x 。,

几
。
)是厂的孤立奇点

,

由定理 2
一

叮知 杯
.

1
‘ 一

外有从 ; 二 ,
几
。

)处分岔出来的连续解 支 (至多

为有限条 )
,

且其中至少有两条存在于超平面凡~ 几
。

的同侧 (几> 几
。

或几< 几
。

)
.

对具有孤立奇点 的系统
、

.

、
.

, 、,

人们可以利用数值方法来顺利地处理分岔问 题
‘〕, 「2 ’.

应

用伪弧长算法追踪 (l
.

功的连续解支
,

在孤立分岔点处通过数值方法求得各解支的分岔方 向
,

进而可以应用伪弧长算法继续追踪所感兴趣的解支
.

但若系统 (1
.

1) 具有非孤立的 奇 点
,

从

计算的角度讲是不可以操作的
.

以 仁结论 虽然是针对单参数 的非线性方程 (1
.

1 )证明的
,

对多参数的系统

F (二
,

几) = o , 二〔X 任R
” ,
几〔R q

(3
.

1 )

可同理证明类似的结论
,

不过此时叉3
.

1) 的解为刀
” 厂

“

中的q维流形
.

感谢武际
一

可教授 与作者进行的有益讨论
.
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.

T h is 1 5 im Po r t a n t fo r th e n u m e r ie a l a n a ly s is o f b if u r e a t io n p r o b le m s
.

K ey w o rd , h o m o to p y
.

e o n t in u a t io n m e th o d
,

b ifu r e a t io n ,

is o la t e d s in g u la r ity


