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带空洞损伤的古典压力容器问题
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摘 要

本文根据微弹性结构线性理论研究了带空洞损伤的压力容器问题
.

解答是准静态的
,

其应力

场为古典弹性力学关于球体对称压力容流问题应力解答
,

位移场和损伤场具有由于考虑损伤而表

现出体积粘弹性特点
.

关键词 空洞损伤 微弹性结构 压力容器

一
’
、

FJlJ

压力容器内表面承受较大压力
,

材料内部的损伤可能会造成灾难性 的事故
,

所以对压力

容器损伤的研究一直十分活跃
.

1 9 8 2年 4 月
,

IU T A M举办了一次
“

压力容器非弹性分析
”

专

业会议
, 1 98 3年

,

C o w in 和 N u n zi a切研究了空洞材料的线弹性理论
〔” ,

得到了把体积百

分比作为一个动态变量的线弹性本构方程
,

同年
,
P u ri 和C o w in 应用这一理论分析了带空

洞线弹性材料压力容器问题
,

得到了应力场
、

位移场和体积百分比改变场
〔“’,

作者认为材料

空洞可以作为一种损伤
,

分析了这种损伤场的分布情况
,

得到了一些不同的结论
.

二
、

理 论 总 结

在带空洞材料线性理论中
,

独立的动态变量是相对于参考构形的位移场
“‘
(戈

,

约和损伤

场D (尤
, t )

.

微元体应变张量E
‘, (x

,

t) 由位移场晰决定

E
‘j= (u ‘

, , + u j , * )/ 2 (2
.

2 )

逗号后面的拉丁字母表示对指定坐标的偏微分
.

带空洞损伤材料运动方程由文〔3〕有

线动量守 恒方程

户“‘= T
, , , , + 户b‘ (2

.

2 )

力的平衡方程

一户k D = h
‘, ‘
+ g + l (2

.

3 )

这里 犷
, ,

是对称张量
,

瓦是体积力向量
,

h
,

是平衡应力 向量
,

k 是平衡惯性力
,

g 是内平衡体

力
,

l是外平衡体力
.
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根据微弹性结构理论
「4 ’,

通过简化推导
,

可以得到带空洞损伤材料的线性理论的应力场

平衡应力 向量 h‘
,

内平衡体积力g 相对于应变场E ‘, ,

损伤场刀
,

其随时间变化率D及 其

八“一卜

如一心

梯度D
, ‘的关系为

7
’

‘, = 几占, jE 。。+ 2拼E ‘, 一刀(D 一 D
:
)d

‘,
(2

.

4 )

h‘= 一 a D
, ,

(2
.

5 )

a = 。 D + 占(D 一 D :
)一解

。。
(2

.

6 )

系数几
, 拼, a ,

刀
,

占和。依赖于 D : ,
D

R

是初始空洞损伤
.

把方程(2
.

4 )代入 (2
.

2 )式
,

并且令

“‘= o ,
b‘= o可得

:

(凡占
; jE , 。+ 2拼E ‘, 一刀(D 一 D

:
)占

, , )
, , = o (2

.

7 )

写成张量形式为

(之+ 拼)V 甘
·

“ + 拼甘
“u 一刀V D = o (2

.

5 )

把方程(2
.

5 )
、

(2
.

6 )代入方程 (2
.

3 )
,

且并令力= o ,

z一 。
,

有

一 a D
, “ + 。力+ 占(D 一 D :

)一朋
。。= o (2

.

9 )

写成标 量形式为

一 a V
Z
D + 。 D + 雪(D 一 D :

)一刀奋
·

u ~ o (2
.

10 )

以上两个方程 (2
.

8 )和 (2
.

1 0 )
,

方程(2
.

8 )是矢量方程
,

方程 (2
.

1 0) 是标量方程
,

共表示 4 个

方程
,

其中有 4 个未知数
,

即u ‘
(i二 l , 2 , 3 )和D

.

街的边界条件和古典弹性力学相同
,

D 的

边界条件为

”
·

UD = o (2
.

1 2 )

这里牡是边界的外法线
.

三
、

问 题 求 解

首先引入记号尸
.

尸二口/ 口r (3
.

1 )

这样体积膨胀 (应变 ) 八为

。 了 。
:

2 、
凸一乙 “希~ 灭厂一下夕

“ (3
.

2 )

。是位移矢量沿半径方向的分量
.

这样
,

可将 (2
.

8 )和 (2
.

10) 式改写为如下形式

(之+ 2拼)尸△一刀尸D 一。

一 。尸, D + 。力+ 占(D 一D :
)一刀八一 。

这里任意函数切的尸
,
定义为

(3
.

3 )

(3
.

4 )

尸! * 一

井
一

尸(
r Z
尸、)

(3
.

5 )

这个 问题
一

rtJ’归结为求解方程 (3
.

3 )和 (3
.

4 )中的八和D
.

由方程 (2
.

1 1) 可得D 的边界条件

(P D )
; = r :

~ o ,

(P D )
; 一 r Z

= o (3
.

6 )

这里
: , , : 2

分别为球的内外半径
.

D 的初始条件为

D (,
·

, O) ~ D :
(3

.

7 )

既然问题的解答在时间域土是半无限的
,

而且问题是线性的
,

我们自然
一

可以应用L a p la c e
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变换
,

对 (:3
.

3 )
、

(3
.

4 )式进行L aP la e e变换有

(凡十 2拼)尸入 一刀尸D = 0

一 。尸 , D 十 。)、: D 一 D , )十叮D 一粤D
:

、
一办 一()

、 百 I

(3
.

8 )

(3
.

9 )

这里引入了初始条件 (3
.

7 )
.

对式 (3
.

8 )进行积分得到

入~
一

.

库一 D+
互

几月
~ Z 拼

(3
.

10 )

这里互是关于、的任意函数
,

把方程 (3
.

10) 代入方程 (3
.

的
,

得到关于 D 的方程

尸。。一 。
2

。
一粤

、一号D 一昌专
”·

(3
.

1 1 )

这里

。‘一
号(

: + “)
,

“- 1 1
二

卢
‘

、\
n

厉铲 一丁蔽万)夕
U

刀
2

(3
.

12 )

微分方程(3
.

1 1) 的解为

。一

李(e
1
1
1 , :

(、
:
)

·

、e Z

凡
/ :

(。
: ))+
去(刀, + 。。 : +

冬。
:

)
八Z r 以甘 、 , I

这里I
, / 2 ,

K : / 2

是贝塞尔函数
,

既然D : 不是
: 的函数

,

边界条件 (3
.

7 )的 L a p la c e

Cl = C
:
= 。

,

这样

(3
.

1 3 )

变 换可得

”一奋巨
十。几 +

价
D ·

j (3
.

1 4 )

代入式 (3
.

1 0) 可得

八二 、乱
、

一

冲
+ 。。· +

知
:

护 (3
.

15 )

这表明入并不是
: 的函数

,

对(3
.

2 )进行L a p la c e变换
,

得

二 l
, 二 .

2 、_
’

= 气厂十刁
“ (3

.

16 )

云是半径方向位移分量的变换形式
,

解得

。~ 粤入
:

3

.

B

十
一

了
r 一

(3
.

1 7 )

入由式 (3
.

1 5 )给出
.

石是时间的任意函数
.

为了确定任意函数互和石
,

要用到应力边界条件的

变换形式
,

即

(甲
,

小 ~ r l
= 一户

, ,

(全
, ,

)
, = r Z

= 一尸
:

(5
.

18 )

刘方程 (2
.

;l) 进行L a p la c e变换
,

有

,
, ,

一 ; : 、 2 ,、、 一刀(
”一;时 (3

.

19 )

把入表达式(3
.

1幼
,
、表达式 (3

.

1 7 )和 D 的表达式 (3
.

1劝代入土式
,

可得

少
, ,

二

/ 二旦_

4拼刀
3 以+ 2川 a 犷

几十
一

圣竹
2梦 。一半 B 十 fD

。

j r

3
.

2 0 )

其中

4子‘。, /了
3 a了(凡+ 2川

4拼刀占
3二 9 2

(几+ 2拼)s
(3

.

2 1 )

将更
, ,

的表达式代入应力边界条件
,

有
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气妞一心

4拼刀
“

3 (几+ 2拼)a g
Z

3凡+ 2拼

3

皿一卫掌
甲

石+ fD
: = 一 户

,

(3
.

2 2 )

4拼刀
“

3 (几+ 2“)
a g Z

3几+ 2祥

3
A 一 石十fD

。~ 一尸
:

(3
.

2 3 )

++
一A一A

联立求解(3
.

2 2 )和 (3
.

2 3 )得

A
3 5 + k

3凡+ 2拼 s + k l「
户; :
量一户

: :
;

r
里一

:

一 , D
:

] (3
.

2 4 )

B
(户

, 一户
2

): 】
r
套

4拼(
r
孟一

;
至)

(3
.

2 5 )

其中

k , = 汀占-

田 \

3刀
2

3几+ 2拼
‘) (3

.

2 6 )

把河的表 达式代入 (3
.

14 )式

”一

命「
”“+ 。马 +

韶叼
一J..l

左D口+
￡十寿

S

r一

�
刀J一r31-32_ 卫一仁一旦旦

_

二土鱼
一 a q Z I

_

3几+ 2拼 s + k ,

P lr

3刀 户, r
登一尸

: r ;
“ 。 ( 3几+ 2拌) (

s + 壳,
)

r
里一 , 全

对 ( 3
.

2 7 )式进行 L a p la e e 逆变换

+
含
刀·

( 3
.

2 7 )

,J二�自口2

D = D R +
- 3刀 P

,

(
:
)
r

。 ( 3元+ 2拼)

一尸
:

(
:
)
r

一 r于
e x p [ 一 k ,

(t 一
:
)」d

:
( 3

.

2 8 )

把互的表达式代入 ( 3
.

1 5 )式得

入一

研箭
、[”

“+ 。马 +

韶马」
+ “

3

3几+ 2拼

尸
, ;
灵一尸

Z r ;

一砍
一 : }

匕+
9刀

2
护

, r
全一户

: r
里

。 ( s凡+ 2拼)
2

(
s

福万
r
全一

r
贾 ( 3

.

2 9 )

将 ( 3
.

2 9 )式和 ( 3
.

2 5 )式代入式 ( 3
.

1 7 )得

铆 = 厄万千厄万
户一r

犷

一户: :
全

一 r
全

孟
:
全

r +
3刀

2

。 (3几+ 2拼)
“

(
s + k :

)

户 : r
全一户

Z r ;
r
全一

r

内J山l一二J,翻

+ 三P : 一尸
:
) r

4拼( :
全一

:
全)}

r 2 ( 3
.

3 0 )

对式 ( 3
.

3 0 )进行L a p la e e 逆变换得
。 _
_ 兰

一

了上二象二辱喧、
: 十

3 凡十 2祥 、 r 三一石 /

(尸 , 一尸2 ) r

4拼(
:
孟一

r

一P : ( :
)
:
;

r 2

31131

一 r

e x p 仁一 k ,
( t 一

:
)〕

: d : ( 3
.

3 1 )
31一3

+
3刀

2

。 ( 3几+ 2拜)
“ {

P
,

(
: ) r

令

1一产
凡Ji一

,Jl

u c E
1

3几+ 2娜

P
l : ; 一P

: : 孟
:
君一

:
全

r +
( P : 一1

〕2

)
:

4拼(
:
全一

:

r
全

( 3
.

3 2 )

则有 ( 3
.

3 1) 成为
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“ = “口 E
+

3刀
2

。 (3凡十

、
一

l
尸

;

(
:
)
; 全一尸

:

(
:
)
:
君

:
全一

:
;

e x p [ 一 k
l

(才一
: )〕: d :

(3
.

3 3 )

把式 (3
.

2 4 )和 (3
.

2 5 )式代入到 (3
.

2 0 )式
,

有

月止心
r 3 一 r

r 3 r (3
.

3 4 )2
一P

一甲一。
岁心。

一
尸一尸

一一一钟
一少

对式 (3
.

3 4 )进行 I
J
a p la e e 逆变换得

:
, ,

一
尸

,

写
一

华琪
- 一尸

2

牛城琪
-

r
一

r 乏一 r i r r Z 一 r i
(3

.

3 5 )

这和古典弹性力学对球对称压力容器问题的应力解答相同
.

当尸
,

(
:
)和尸

:

(动不随时间而变时
,

可以对(3
.

2 5) 式和 (3
.

3 3 )式进行化简
,

分 别为

D = D 左 +
3刀

。)
(3之+ 2拼)k

,

尸
1

心 一尸
:

心
r登一 r矛

(1 一 e x p 仁一寿工r〕) (3
.

3 6 )

“= “c E
+

刀
3凡+ 2 拼

(D 一 D
:

)r (3
.

3 7 )

而分析知。“刃
是古典弹性力学关于相同问题沿半径方向位移分量的解答

.

四
、

结 论

利用带空洞损伤线弹性材料本构方程
,

得到带空洞的线弹性材料压力容器问题的完整解

答
.

位移可以通过对古典弹性力学位移解答修正而得到
,

并且通过分析得到损伤对半径方向

位移分量的影响
.

损伤场呈现粘性性质
.

并且可知乡 当尸
: : 登~ 尸

Z r
全时对损伤不会因为时间而

增大
.

应力场沿半径方向分量是古典弹性力学解答
.

这些与实际情况是相吻合的
.
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