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摘 要

木文讨论分层流体中相同模式内孤立波的强斜相互作用
,

包括浅流体情形和深流体情形
.

采

用L a g r a n g e

描述方法
,

发现在浅流体情形相互作用由K P方程描述
;

在深流体情形相互作用由二

维的中等长波方程描述
;

在无限深情形相互作用由二维的BO方程描述
.

关镶词 孤立波 强相互作用 分层流体 三维问题

一
、

引 言

1 9 “年Z a b u s k y和K r u s k al
「’勺
发现两个相同模式的 K d V 型孤立波强相互作用后保持

它们原来的形状和速度不变
,

他们将具这种粒子性质的孤立波命名为
“

孤立子
” .

然而
,

在有

些情况
,

孤立波的运 动不是一维的
,

而是二维的
.

M iles
「2 ’‘“’研究了单层流体表面孤立 波的

斜相互作用
,

包括两孤立波传播方向相差很大时的弱相互作用
,

以及很小时的强相互作用
,

对后 一种情形其控制方程不再是K d V 方程
,

而是 K a d o m 七s e v 一P et vi as hvi h (K P )方程
.

最近 G ri m o h a w 和Z h u r‘〕

研究了不同模式内孤立波的强
、

弱斜相互作用
,

发现在强相互作

用情形
,

相互作用由一组藕合的K P 方程所描述
.

本文研究相同模式内孤五波的强相互作用

问题
,

它包括浅流休情形和深流体情形
,

这种强相互作用发生在两个波的传播方向很接近 的

时候
,

在海洋和大气中已观察到这 类强相互作用现象
.

本文采用 L a g ra n g e 描 述方法
,

分

别导出了描述浅
、

深流体中孤立波相互作用的控制方程
;
对于浅流体情形由K P 方程描述

,

对于深流体情形由二维的中等长波方程描述
;
对于无限深流体情形由二维的B O 方程描述

.

一 其 太 卞 积
一
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一
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采用拉格朗 日坐标系以及基于长度尺度为h
,

(典型垂向尺度 )
,

时间尺度为N
一 ’

(N :
为

典型 的B ra n t一 V 锹眩l巨频率 ) 压力尺度为户
,

gh
,

(户 ;
为典型的密度 ) 的无量纲变量

.

记 (x
关 ,

刀气 z 玛为流体质点 目前所在的位置
,

(占
,

刁
,

幼为流体质点的排挤量
,

(x
, 梦 ,

z) 为流体质点未扰动时的位置
,

则有
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户 二 x + 占
,

尹 = 刀十 叮
, 之关一 2 + 心 (2

.

1)

引进小参数
。 ,

它代表垂 向和水平方向尺度之比
,

且引入新变量

X 一 : x ,

Y = 。夕 ,

T 一 。t (2
.

2 )

则有如下基本方程组描述理想不可压有旋流体的运动
:
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其中占
, 刀已由
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,
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,
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,

当z 一 一 h夕
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上面各式中q为压力扰动
,

它定义 为

刀g = P一P
。
一 p 。

亡

刀= N 至h ; g 一 ’

(2
.
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三
、

强斜相互作用
:
浅流体情形

将雪依
。
展开为

亡一 。Z
A (:

,
二 ,

0 )叻
,

(
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雪
,
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占
,
刀和 g取相似的展开式

.

式中
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。

为对应于波速 c 。的模函数
,

满足
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口价
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仃的引入是为了考虑沿y 方向的缓慢 调制
.

将
_

L面各式代入 (2
.

3 )中
,

可以得到
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G 圣
。) ,

G ;
。) ,

‘ ;
0 )和I(

。)代表 (2
.

4 )中非线性项的首项
.

我们寻求 (3
.

3 )式如下形式的解

雪‘= 乙 F
。

价
:

(
z
)

,

召 = 1

。; = 尸。 乙 G
o c :

。

(
z )
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代入 (3
.

3 )可得
1 口Z

F
,

d Z
F

:
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F

:

—
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一 -二二二布二
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一 -
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曰
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‘套 口了
‘

d入
‘

d y
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上式也可写成

(黯
一 1

)货
一U

·

(3
.
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‘
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。
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从
_

}: 式知
,

当: 笋 。
时

,

F
。

解可求得
,

但 当
: 一 。

时
,

U
。

必须满足约束条件为零
.

这样我们可得如下的演化方程
.
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犷
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(鲁)
3
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(3
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中里这其

(3
.

的式即为K P 方程
,

沙一洲件一

一一

它的双波解早已发现
‘“’,

可表示成

(1 + e x p 〔叻
,

〕+ e x P [功
:

〕+ e x P [价: + 功
:

+ r l :

〕)

其中
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1
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洲 ~ 刀
。 , : ,

了一双 几
,

/ 3 6 :
二
。

P
l , 。

是波沿着 O方向的斜率
,

k
, , 2

为波数
.

四
、

强斜相互作用
:
深流体情形

现在我们假定上层 流体深度为 h
,

其密度分布为 p 。 (劝
,

深流体区流体密度为 p 。( 。 , 妇
,

是一常数
,

它的未扰深 度 为
。一 ‘

H
.

这种情况可分两部分来分析
.

一个是内展开式
,

它适合

于上层流体 ; 另一个是外展开式
,

它适合于深流体区
,

两个展开式应在其界面 上 合 适 地匹

配
.

我们将内展开式表示成
,

雪= 。A 叻
。

(
:
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。2乙, + O (。
3

) (4
.

1)

占
, 叮和q有相似的表达式

.
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,
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r ~ 。T
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,
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一

( 4
.

2 )

将各式代入 (2
.

3 )式
,

可 以得到与 ( 3
.

3 )相似的方程
,

但此时
:

几 = J , ,

M孟~ G 二
。) ( 4

.

3 )

类似上节的分析
,

可得到与 ( 3
.

7 )相似的方程
,

但此时
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而 q ; (
一

司 由内外展开式的匹 配条件来确定
,

占
。

由下式给定
,
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乙
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现求外展开式
.
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占
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、
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.
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3 )
,

在首阶有以下方程
.
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内外解的匹配条件是

空。(: 、
。)= q l (: 。
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从(4
.
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.
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其中
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以及
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+ 。公

左e o 七h 、万
。‘, “厂 (月)J左 (4

.
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一
l
卜之O

A 己
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.

14 )

利用 (4
.

5 )
、

(4
.

11 )
、

(4
.

12 )
,

最后可得控制方程
.

命(炭
一

器
+ 嘟器
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·

: ‘“
。

))+ 合豁
~

一“
(4

.

1 5 )

这便是二维的中等长度波动方程 (ZD 一IL W 方程)
.

如果在上述方程中令 H ” ,
,

则可得到如下的二 维 的 B e nj a m in
一O n 。 方 程 (B O 方

程)
〔“’

口 2 1 口A
. J

口A
:

j
。 ‘+ 拍 A (0 , )

, 。

八
,

l 口ZA

万了 L
一
瓦一而十

””直 面歹
.

士 一

歹、
一

。飞汀二百
“ 口

‘

厂面砰 = U (4
.

2 6 )

方程 (4
.

15 )和方程 (4
.

16) 的双波解至今未见到
,

虽然它们的一维形式都已找 到 了 双波

解
〔5 〕,

这是有待解决的一个问题
.

如果在(4
.

15 )中令H 令叹吐可得K P方程
,

因此二维的中等长波方程 (Z D 一IL W 方程 )

是一个比K P方程和二维的B O 方程更一般的方程
.

最后要指出的是
: K P方程 (3

.

9 )和二维的B e n ja m in 一O n o 方程 (4
.

1 6 )与在E u le r 坐标

下导出的经典结果相一致
.

二维的中等长波方程可用来研究波的斜强相互作用以及在横向扰

动下的稳定性
.

参 考 文 献

t i ] N
.

J
.

z a b u s ky a n d M
.

D
.

K r u s k a l
,

In t e r a e tio n o f
“ s o lit o n ”

宝n a 。0 1 11 5 主o n le o s

p la s m a a n d th e r e e u r r e n e e o f in it ia l s t a t e s ,

P h召‘
.

R e v
.

L e t t
. ,

15 (1 06 5 )
,

2 4 0

一 2 4 3
.

[ 2 ] J
.

W
.

M Ile s ,

o bliq u e ly in t o r a e t in g s o lita r y w a v e s
,

J
.

F lo id M
e e h

. ,

7 . (1 0 7 7 )
,

1 5 7一 1 6 9
.

[ 3 ] J
.

W
.

M ile s ,

R e s o n a n tly in t e r a e t in g so lit a r y w a v e s ,

J
.

F I。‘d M e e h
. ,

了,

(1 9 7 7 )
,

1 7 1一 1 7 9
.

[ 4 ] R
.

G r im s ha w a n d Y
.

z h u ,

o b liq u e in t e r a e t io n s o f in t e r n a l s o lit a r y w a v e s ,

5 t u d ie s 1 1; 书

IPPlie d M a 才h‘m a ti c s ,

92 ( 1 9 9 4 )
,

2 4 9一 2 7 0
.

[ 5 ] M
.

J A b lo w it z a n d H
.

S e g u r ,

S o lit
o n s a ”d the I n v “ rs e S C a tt e r‘”a T r a o sfo r。

,

5 IA M P u blis h in g Ph ila d e lp h ia (1 9 8 1 )
.

[ 6 ] M
.

J
.

A b lo w it z a n d H
.

S e g u r ,

L o n g i n t e r n a l w a v e s in flu id s o f g r e a t d e p th
,

S 才u olfe s ‘件 且P夕l公e d M
a 才h e m a 考蓄c s ,

6 2 ( 1 9 8 0 )
,

2 4 9一2 6 2
.



8 98 朱 勇

St ro n g ly o bliq u e In te ra etio n s be tw e e n In te rn a l

So lita ry W a v e s w ith the Sa m e M o d e

Z h u Y o n g
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In th is p a p e r ,

by u s in g th e L a g r a n g ia n e o o r d in a t e s ,

t he s t r o n g ly o bliq u e in -

t e r a e t io n s b e tw e e n s o lit a r y w a v e s w ith th e s a m e m o d e in a s t r a t ifie d flu id a r e

d is e u s s e d
,

w h i e h in e lu d e s th e s h a llo w flu id e a s e a n d d e e p flu id e旦s e
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lt 1 5

fo u n d tha t t he in t e r a e t io n s a r e d e s e r sb e d b y th e K P e q u a t io n fo r th e s ha llo w flu id

e a s e ,

th e t w o 一d im e n s io n a l in t e r m e d ia t e lo n g w a v e e q u a t io n (Z D 一L W e q u a t io n )

fo r th e d e e p flu id c a s e a n d th e tw o 一 d im e n s io n a l B o e q u a tio n (Z D 一B O e q u a t io n )

fo r th e in fin it e d e e P flu id e a s e
.

K e y w o r ds s o lita r y w a v e s , s t r o n g in t e r a e t io n , s t r a t if ie d flu id s ,

3 D p r o b le m


