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要层连续开口圆柱壳的精确解
’

范家让
‘

盛宏玉
,

(何福保推荐
,

1 9 96 年 10 月7 日收到 )

摘 要

抛弃任何有关位移和应力模式的假设
,

弓!入 手函数
,

对正交异性连续开口圆柱壳建立状态方

程
.

给出薄的
、

中厚的和强厚的叠层连续开口圆柱壳静力问题的统一的精确解
.

数值结果和S A PS

解进行了对比
.

关健询 叠层连续开口圆柱壳 正交异性休 状态方程 精确解

_ 己 ! 性兰
.

、 7 口 「 石

当今各家板壳理论
,

馆者如 R e i。。n e r 理论
、

K ir e h h o ff一L o v e 理 论 和 A m b a r to u

m y a n 理论等
,

都引入一些假设
,

例如
,

假设力学量是某一坐标变量的多项式
.

木 文稍迟将

证明各力学量的真解不可能是任何坐标变量的多项式
,

若采用多项式假设
,

必导 致基本方程

之间的互不相容
,

且不能包含全部弹性常数
.

这正是当今各家理论的误差根源
,

特别是对较

厚的板壳而言
.

对强厚度板壳各家理论全部失效
。

S ol d a to s和 H a dj ig e o r g io u 【6 〕
抛弃关于应力和变形模式的初始假设

,

提出逐次近似

法
,

对单层各向同性圆柱壳和条板的 自由振动问题给出了三维解
.

H a w k es 和 s ol d a t o s[ ‘〕

将上述方法推广至正交异 性正交铺设的叠层圆筒的三维轴对称振 动问题
.

类似的 方 法 还 被

B hi m ar a d di
〔’了
提出

,

并研究 了双曲率扁壳的 自由振动问题
.

在这些文章中
,

厚壳 被 假 想

地分割 成N 个子壳
,

其 目的是把变系数微分方程简化成较简单易解的形式
.

但这样一来
,

需

处理在层间和假想层 间出现的大量未知量
.

这一弊端被范家让等
t “, “〕
所克服

,

他们 发展了状

态空间理论
,

分析了强厚度叠层圆柱壳和双曲率壳
,

给出静力
、

动力和稳定问题的精 确 解
.

不论层数多少
,

只需求解三个未知量
.

上述研究仅限于简支边问题
.

对具有非简支边的强厚度板壳要给出解析解是 非 常 困 难

的
,

以致于并无其它文献可供参考
.

本文通过单位脉冲函数和子函数的引入
,

对薄的
、

中厚

的和强厚的叠层连续开 口圆柱壳的静力问题给出精确解析解
.

朴
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。
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二
、

正交异性连续开口 圆柱壳的状态方程

图 1 (a )所示为一尤跨正交异性连续开 口圆柱壳
,

坐标轴沿弹性主方向
.

沿x 方向
,

两端边

界固支或简支
,

中间支座简支 ; 沿 0方向
,

两端边界简支
.

切取任一跨f
,

该跨除在壳顶面受

法向荷载 q ‘(、
,

0) 外
,

并受被移去部分的纵向作用力 尸{
。,

几

(0
, r
)和州

‘) (0
, :
) (图 1 (b ”

.

‘跨

四边简支
,

承受荷载q ‘(二
,
e)

,

尸 ;
。,和 p 奋

‘’作用
.

作用于边界二‘~ o ,

石的纵向力 尸;
。)和 尸;

幻将

由边界条件和连续条件来确定
.

为了建立 i 跨的状 态方程
,

引入如下的单位脉冲函数
:

P{
o
孔(o

, r

)

图 1 正交异性连续开口回柱壳
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d H (x ‘)
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d H (x
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2 )

式中的占(%
‘
)和舀(x

‘一 I‘)为 D ir a e 函数
.

参看图 2 , 公跨的平衡方程为
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图 2 柱坐标系中的充体单元

令
:

(。小 = (厅小 + H (x
‘
)p ;

。’(0
, r

) + H (二
: 一 l‘)p 矛
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, :
)
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‘一l‘ )p ;

‘’设想为体积力
,

则 x 方向的正应力场为厅 : .

将应变一位移关系代入 正交异性体的应力一应变关系
,

得
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于是可取
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16) 、 ( 2
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1 8 )式可证 明

各力学量不可能是坐标
: 的多项式

.

例如
,

若U 仇 二

(
: )

, 二。
,

(
:
)

,

日。
,

(
r ) 是变量 , 的 l次多项

式
,

由方程 ( 2
.

1幼的第2 , 4
,

6三行可见
,
厂。

。

(r )
,

X 二 ,

(
:
)和平

二 :

(r) 应是
r 的 l+ 1 次多项

式
.

若如此
,

考察同一方程的其余三行可见
, U 。。

(
: )

,
二。 。

( r )
,

日。 ,

(
:
)又将是

r
的I + 2 次多

项式
,

从而与原设矛盾
.

三
、

具有正交异性层的叠层连续开 口 圆柱壳状态方程的解

图 3 ( a )所示为一由P层正交异性材料构成的连续开 口圆柱壳
,

图 3 ( b) 是其 中第j层 (j~

l , 2 ,

⋯
,

1,) 放大图
.

将j层 分成 k ,
个薄层

,

薄层厚度均为以, ~ h , /k , ,

各薄层的中面半径 分

别用C , , , C , : , , 二 ,
C , k ,表示

,
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) ~ G 二曾(一 d , )R }留(
a , :

)+ C 男、一 d , ) (;
.

1 1 )

值得注意的是 (3
.

1 0 )式 中的R 吮(a j Z

)是第一个薄层下 表 面 的 力 学 量
,

而 (3
.

1 1 ) 式 中 的

州戮
。 , 2

)是第二个薄层 上表面的力学量
,

该二组量应相等
.

考虑 (3
.

1 0 )和 (3
.

1 1 )两式后
,
有

R 乡智(
a , ;:

) ~ G 乡曾(一 J ,
)G 乡人

, (一 J , )R {1
, (a , ;

) + G {梦(一d ,
)C {气

, (一 J , )+ C 乡盆
, (一 J , )

(3
.

12 )
依次类推

,
‘

可将第 k ,
个薄层底面和第一个薄层顶面之 间的力学量用下式联系起来

:

R {忿(b
,
)一 E {忿R 乡气

,‘a , 1

)+ 葱{公
,

(3
.

1 3 )

其 中

到劝-

司劝一
侧认G {

4

二G 男G 男 (3
.

1 4 )

叫劝(
一

G

人J一 1

(‘)

j吞, 一 1
⋯ G 男C 男+ G 作

, 一 , ⋯ G 界C 男+.
二 + C }芍

一 :

)+ C {忿(3.
‘5 )

G 乡梦= G 界(一己
, )

,

C 乡公= C ;二
, (一 J J ) (

s = 1 , 2 ,

⋯
,

k ,
)

事实上
,

(3
.

1 3 )式对图 3 (a) 中各层 均成立
.

当j一 1
,

2时
,

分别有

R 狱(b
: )= E 报 R {岌, (

a ; ;

)+ 葱农
: ,

R 采
:

(b
Z

) ~ E 掀
Z

R 羞岌, (
a : : )+ 店

由图 3 (a) 可见
, 。 : ; ~ “ , a Z : = b

, , 。和b :
是第 1 , 2两层上表面半径

.

根据第1

和位移的连续条件
,

有

(3
.

2 6 )

报 (3
.

1 7 )

、 “两层层 间应力
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R 狱 (b
l

)一 R ; ;, (a : ,

)~ R ;乱, (b
;

)

将(3
.

1 7 )式的前式代入后式
,

并考虑 (3
.

1 8 )式
,

得

玉

(3
.

1 5 )

宏
�

一

盛
一

1 0 0 8

R 掀
2

(bz )一砚认凡从川
’

(a) + 砚认侧从刃
十
玉父

2

逐层 类推
,

可将整个叠层壳顶面和底面之 间的力学量通过下式联系起来

R探
。
(b卜介“’R {}’(

a
) + 厅“’

(3
.

2 9 )

( 3
.

2 0 )

其中
澎

) - ( 3
.

2 1 )
的肠(

-
月」

E

·

n

厅“’一 E筑 (弓二
,

,

、p
_ ,
⋯E 娜

2

石农
, + 卿二

.

,
,

* p _ ,

⋯典认瓦认+.
二 + 宕界

:
,

* p _ 1

)

+ 万盆 ( 3 .22 )

( 3
.

2 0 )式 中的R ;{, (
a ) 口: I、跨初始值

.

打 ( ‘)是 (。x 6 )常元素矩阵
,

厅 (‘)是 ( 6 x l )yj] 阵
,

含

待定系数 A 二货’和 A袅以
、

( 见 ( 3
.

劝 式 )
.

通常作用在壳顶面和底面的荷载是预先给定的
,

所

以
,

( 3
.

2 0) 式 是一组代数方程
,

含顶而和底而 6个位移分量和边界力
.

当法向压强孕 ( x
,

0) -

q 一 c o n s t 时
,

把。按犷2
.

‘1 、式 中的
了, 一

级数形式展开
,

得
‘歹研 ”

(
a
)一

16 、/ (从
n “ ,

)
,

(阴 = 1 , 3
,

5 ,

一 )
.

此 时有X
。 二 ‘a) 一 (e) rn :

哪 ) 二X , 。

(b) = 曰 , ,
(句一。 。

,

(b) ~ 0
.

取矩阵方程 ( 3
.

2 0) 的第

3
、

4 、 5三行
,

得

U 。 ”

( a )

犷。 。

( a )

班
二 。

(
a
) {

H
:; l
汀

H
、z

刀
5 1

3 2

4 2 ( 3
.

2 3 )

、、、..
“

‘J了、.、
。
r

八436方打方/.了、刀飞.飞

一

、叹L
八

勺曰勺曰勺门门口46H刀万/‘声、飞
q�汀

八U一儿

才叮尹砰叹
、
、

、.........户万H刀

刀
。2

/皿夕
、

l

利用边界条件和连续条件
,

列阵 〔方
:

厅
、

户
。

咚可求
.

于是
,

由 ( 3
.

23 )式可解出 仁U 。 。

(a )

犷。 ,

(
a
) 砰

, ,

(
a
) j了

,

从 而初始值R {{’( a ) 已知
.

R {{, (
a
)求出后

,

利用 ( 3
.

4 )式并令 j= 1 可

计算第一层 中第一个薄层力学量
.

第一个薄层下表面力学量求出后
,

又可作为第二个薄层初

始值
,

显然
,

第二个薄层力学量可求
.

依次类推
,

第一层力学量处处可求
.

同理
,

整个叠层

壳可解
.

四
、

边界条件和连续条件

由 (2
.

10 ) 和 ( 2
.

1 1) 式可见
,

简支边 ( 0 ~ 。, 切 ) 的边界条件已满足
,

即有 班 (l) == U (f)

= a二
‘) = o (‘~ 1 , 2 ,

⋯
,

K )
.

考虑 义方向的边界条件
,

有

尸乡
, , 。, ~ o (如 二 ;

二 o 处简支 )
; p }

K , ‘, = o (如 x 二~ l二处简支 ) ( 4
.

1 )

U 乡
‘’j

:

卜 。

~ o (如 x ;
= o 处固支 )

, U ;
K , !二

、一 , 、 ~ o (如x 二= l二处固支 ) ( 4
.

2 )

由 ( 2
.

1 0 )和 ( 2
.

1 1 )式可见
,

在 x l
~ 0 和 x 二 = l、处

,

边界条件才“ , ~ 犷 (‘) = 厅二
‘) = o ( s= 1 ,

尤 )

已满足
.

x 方向的连续条件是

尸乡
‘“‘, 一尸}

‘/ ’, 。, ( i一 1
, 2 ,

⋯
,

K 一 , ) ( 4
·

3 )

U }
‘, l二 *一 , ; 一 U 乡“

‘, !
· ; 、 , 二 。

( i一 ,
, 2

,

一 K 一 ‘) (4
,

4 )
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关于情况(4
.

1 )
,

(4
.

3 )式对每层有尤一 1个未知力
,

而 (4
.

4 )式给出 K 一 1 个条件方程

关于情况 (4
.

2 )
,

对每层有K + 1个未知量
,

(4
.

2 )和 (4
.

4 )式恰好给出 K + 1 个方程
.

为了满

足 (4
.

2 )和 (4
.

4 )式
,

由 (2 一 1 、式知必须有

乙 [乙 (一 ‘,军l军
U盆“(

·
, ]

, ·‘n

罗
一“

,

军

军[弓(一 ‘,
仍U ““(

·
)〕

, ·in

罗一

饥u 撬, (:
)飞

。in

型
一。

J 了 切
(4

.

5 )

(4
.

6 )

月口一

肪一切n(i+俪U乙
.

乙
.

以上二式对任意0均成立
,

故有

乙 [ U 公之(
r
)〕

, = o ,

乙 (一 1 )
仍 [U 撬, (

r
)〕

J一 O
(4

.

7 )

乙 (一 l)
‘〔U 盆鑫(

r
)〕

J一乙 仁U 盆井
‘’(

r
)〕

,

(4
.

8 )

为了建立 U 架孟(
:
)表达式

,

需将j层内任一薄层凡的力学量用初始值表示
.

仿照 (3
.

1 3 )式

的推导 过程
,

j层 内第 k个薄层力学量可用j层上表面力学量表示
:

丑乡髦(
r
)= E 乡髻(

r
)R 二1

, (
a , :

) + 云乡髻(
r
) 、4

.

。)

式中 E 扮(r) ~ G 男 (r 一内动G 犷公
一 1

⋯ G 男G 乡? (4
.

10)

石刀(r )~ G 男(
: 一。, *

) (G 路
一 1

⋯ G 男C 男+ G 二飞
一 l

⋯C 二梦C 乡梦+ ⋯ + c 儿
一 ;

)

+ C 乡髻(
r 一 a , ,

) (4
.

1 1 )

G J护= G J梦(一J ,
)

,

C },s)一C 乡髻(一 J ,
) (

: = ; , 2 ,

⋯
,

尤一 1 ) (4
.

12 )

再仿照 (3
.

20 )式 的推导
, j层 (j> l) 顶面力学量可用初始值表示如下

:

丑乡气
, (

a , :
)= 打界

: R I{, (
a
)+ 厅界

,

(j> 1 ) (4
.

1 3 )

式中 介男
, = E 界

l, 、
_ ,

·

E 界
2. 、

_ 2

⋯ E 界
2

·

E 挨
,

(4
.

1 4 )

厅为 一侧竺
,

,

; , _ ,

(E 界
2

,

* , _ 2
⋯ 裂公

:

剩公
,

+ 到竺
2

,

、, _ 2

⋯裂贫
。

厄扎

+.
” + 剩气、

_ 2

)+ 剩戈勺
_
:

(4
.

15)
把 (4

.

1 3 )式代入 (4
.

的式
,

得

丑;髻(
r
)= 打二公(

r
)R {l) (

a
)+ 对乡常(

r ) (j> 1 ) (4
.

16 )

式中 汀描(r )宁 E 乡梦(r )打望
, ,

厅}留一 E 男(动厅男
,
+ 刃}贫(户 (、

.

1 7 )

(4
.

] 6 )式给出了j层内第几个薄层 的力学量和初始值之 问的关系
.

当j一 1时
,

(4
.

16 )式应由 (4
.

9 )式代替并令 j~ 1
.

如果叠层 壳的顶面受法向均布压强 q作

用
,

取矩阵方程(4
.

1 6 、的第一行
,

得

(a.(((a产

〔“““‘
犷’〕,

一 〔“‘;’(
犷

”““
) 又· ) “‘“’弋

·’〕J
·

{
U 。 。

犷。
,

研
。 , {

一

肇
卫厂r二 {盆, 、

:

门
m 儿兀 一 L J

壑1 6 9
‘

+ }甸
‘,

(r) 1
J 无 L J J介

(4
.

18 、

将 (3
.

2 3 )式代入 (4
.

28 )式
,

有
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户....七

r刀〔U 盆鑫(
:
)〕, 。= H {{)(

:
) H 贷麦) (

: )

万
3 1
刀

3 :

万。。

汀
4 x

H
‘: 万‘。

H
S 一

万
。:

H
。。工

了 11
, 、 / 刀

。
、 、

16 q ) 。 L l 污 、 l一二上兰 艺11
, 。

、 一 ( H
‘

) l 一川称汀
‘

,
一

1 1 _ 1 1 巴
, 万

5 3

夕‘ 、IIs )‘ l

(阴= 0 , 1 , 2 ,

f一 1
.

篇斋
[H {互, (

r
)〕

了。 + 仁万{
‘, (

犷
)」

, ,16 q

九扭
gJ

.

J

r纪

一一...
.,�Q�二

’

; 儿-

2 ,

⋯
,

, 3 , 5 ,

K , k二 1 9 )

当。= o
,

几 4 ,

⋯时
,

荷载项应为零
.

对于每对 m 一。 ,

在 ( 4
.

19 )式中令
: = 内 ,

和妈 (见图 3 )
,

并将它代入 ( 4
.

7 )和 ( 4
.

8 )式
,

便

得到关于 A 二公
,和 A鑫界

, (i 一 1 , 2 ,

⋯
,

K ) 的K + 1个方程
.

令j= 1 , 2 , 二、 p 和k ~ 1 , 2 ,

⋯
,

勺
,

总共有 (九
, + k : + ⋯ + k , 十P) (K + l) 个方程可用来求解相同数目的未知量

.

于是初

始值可利用 ( 3
.

2 3 )式求得
,

全壳可解
.

需强调指出
,

沿
犷 方向的边界仅有有限点固定会引起一定误差

.

然而
,

因是薄层
,

故误

差不大且可控
.

迄今未见任何一种理论或方法能将全部边界固定
.

五
、

算 例

下面给出的算例是用 4 倍精度在计算机 S I E M E N S / 75 7 0C 上进行的
.

表中 I
, ,

I
: ,

1
3

分

别是上
、

中
、

下层被分割的薄层数
.

算例 两跨三层连续圆柱壳 (图 1 ,

石= 儿” l) 顶面受法

向均布压强 q 作用
,
0一 o , 甲两边简支

, x = O ,

21 两边分

别固支和简支
.

壳体
_

}二下两层材料相同
,

每层都有如下

的弹性常数比
:

C , 2
/C , ; = 0

.

2 4 6 2 6 9 ,

C , 。/ C , ; = 0
.

0 8 3 1 7 一5 ,

C Z : / C , ; = 0
.

5 4 3 1 0 3 ,

C 2 3 / C
, 1
~ 0

.

1 2 5 0 2 7
,

C 。:

/ C
I ;
一 0

.

0 3 0 一7 2
,

C
4 4

/ C
: l ~ 0

.

2 6 6 8 1 0 ,

C
。。

/ C : : 一 0
.

15 9 9 1 4
,

C
o 6
/ C

I ; ~ 0
.

2 6 2 9 3 2 ,

创l’/ C汗一 5
.

c 釜尸和 C尸分别是上
、

中两层材料的C : ,

值
.

壳体具有如下的几何参数
:

h
l
一 h

3

= o 一 h
,

h
:
= 0

.

sh
,

S ~

S 和R 。分别表示中面弧长和半径
.

图 4 三层连续画柱壳

当C {{’一 C {资) ~ C : ; 时
,

该叠层壳蜕化为单层壳
.

表 1 不同分层情况下三层连续开口壳的应力和挠度

}
_

IW毗火ah)
“/ R 。

⋯
‘

”
’ ‘

”
劣 1一

音
,

“一
墨

砰 e 反圣’/ (g h)

里2一一
刀�

z一2
一一劣

} 氏 / q

}

⋯
X l一。

·

“-

a 二

/ q 口 二

/ g

号
’。一
令

“一
号切一2

一一
口八l一2

一一劣

一 1
.

90 08

一 1
.

9 0 1 7

一 1
.

9 01 6

一 1
.

9 6 3 2

一 1
.

9 6 3 1

一 1
.

9 6 2 7

1 6
.

7 9 07

1 8
.

5 4 18

1 8 5 3 8 4

一 2
.

806 3

一 2
.

7 826

一 2
.

7 83 0

一 3
.

08 4 8

一 3
.

0 4 3 3

一 3
.

0409

。UA‘J兮121415
no
‘d‘J,

R o + 0
.

sh ’

0
.

6
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表 2 h/ R 。

取不同比值时三层连艘开口壳的应力

丙/ R
o 0

.

2 0
.

4 0
.

6

}

应 力

本文解

厂1二 I , = 3

I : = 1 0

SA P S

本文解

1 1 = I, 二 4

I, = 12

S A P S

本文解

1 1= I, = 4

I : = 14

SAP S

一 2
.

649

一 1
.

048

一 0
.

3 3 9

一 0
.

17 2

一 0
.

肠8

1 5 3 4

783580229083418756一一一一一
一 10

.

86 7

一 7
.

2 06

一 1
.

5 4 3

0
‘

7 8 3

3
.

884

7
.

7 3 1

一 1 0
.

820

一 8
.

6 7 2

一 1
.

810

0
.

5 2 7

2
.

6 08

6
.

081

一 3
.

9 1 2

一 1
.

6 88

一 0
.

44 7

0
.

0子6

0
.

20 1

2
.

8 66

一 3
.

5 3 3

一 2 464

一 O

一 3
.

951

一 2
.

97 5

一 0
.

7 3 8

0
.

081

,曰not‘n‘,妇6仲‘.勺on

⋯
介“马‘件‘

J

O工嘴
.

片改no,‘O沙

718051168162
,�,山n“n“�“U,自

一一一
OOt‘n八Ono了斤‘

确挂OU
‘

6三“O产污宜.上n目斤改六O护O
洲

t)

⋯⋯
刀峙nonll八11,山no

一一一
一 1 0

.

044

‘ 8
.

19 0

一 1
.

7 78

0
,

57 7

2
.

8 4 3

5
.

17 8

一 1 2
.

9 08

一 1 1
.

4 07

一 2
.

3 6 4

0
.

2 6 7

1
.

301

3
.

8 6 3

,自O了,山
452531

n”,�

,‘nQ勺Un“n“�‘上,孟

一一一一一一一

口 二

/ 叭介 = l/2
,

刀= 中 /2 )

外层外表面

外层内表面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面
a 。/ g (x

: ~ l/2
, 0= 甲/ 2 )

外层外表面

外层内表面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面
。 / q ( 二

i = 0
,

夕= 切/ 2 )

外层外表面

外层内表面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面
: r 二

/ q ( 二
; = 0

,

0 ~ 甲/ 2 )

外层外表面

外层内表面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面
a 二

/ 叮 (劣
2
~ l/2

,

6二甲/2 )

外层外表面

外层内表面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面
a。/ g (x

Z= I / 2
,

0 = 甲/ 2 )

外层外表面

外层内表面

中层外表面

中层内表面

内层外表面

内层内表面

5 3
.

71 9

一 16
.

6 02

一 3
.

32 0

2
.

5 7 2

12
.

861

一 42
.

3 5 5

19
.

1 0 0

5
.

6 8 0

1
.

1 3 6

一 0
.

7 72

一 3
.

861

一 1 6
.

49 0

2 5
.

2 22

一 1 2
.

7 20

一 2
.

6 4寸

1
.

6 9 5

8
.

4 7 5

一 1 3
.

3 3 2

1 8 5 4 2

一 9
.

9 6 7

一 1
.

9 9 4

0
.

9 5 7

坦
.

7 86

一 5
.

7嫂9

一 3
.

682

一 0
.

7 3 6

726566T132T9395343

一 2
.

9 60

一 1
.

3 40

一 0
‘

分98

一 0
.

1 9 9

一 0
.

6夕9

1
.

5 0吕

J

O月口
口
UnnO工卜U

1076四7768
口Jn“nUnU,白

一一

.000.015
⋯015
删川
⋯959
527

⋯676
630178.88276)

0吐以--0姗。招门田---0--0
i
--2吐门
002.一 1 0

.

093

一 1 0
.

021

一 2
.

004

一 1
.

7 26

一 8
.

6 3 2

一 8
.

6 28

0
.

000

一 1
.

3 69

一 1
.

3 69

一 0
.

8 05

一 0
.

805

0
.

000

叨盯57959500n
. J叹J口
�
O丹�OU八“nU20‘嘴上,一
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一一一一

一 13
.

80 1

一 9
.

86 2

一 2
.

0 71

0
.

998

4
.

95 0

9 0 6 9

一 1 4
.

400

一 1 1
.

5 3 0

一 2
.

3 8 7

0
.

73 3

3
.

5 71

7
.

68 4

一 咬
.

5 62

一 2
.

3 26
一 0

.

5 7 4

0
.

0 6 3

0
.

2 8 3

2
.

9 7 9

一 11
.

1 5 6

一 9
.

1 08

一 1
.

9 5 9

0
.

72 4

3
.

5 6 5
.

6
.

15 8

一 1 4
.

9 6 0

一 1 2
.

9 38

一 2
.

6 7 7

0
.

3 6 9

1
.

7 4 2

4
.

7了1

一 4
.

3 0 5

一 3
.

1 7 3

一 0
.

7 85

0
.

3 7 5

1
.

829

3 87 1

一 4
.

1 1 0

6 5 7
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衰 3 h/R
。

取不同比值时单层连绷开口充的位移

h/ 刀
。

0
.

1 0
.

2

位 移

本文解

I : = 1 3 = 2

1 2 二 8

SA PS

本文解

1 1 = 几= 3

1 2 ~ 10

SA PS

一
�

附C i l
/ ( q h) ( x

i = l/ 2
,

夕= 甲 / 2 )
r 二 R o + 0

.

sh

r 二 R O一 0
.

sh

一 26 2
.

25 4

一 2 5 3
.

凌9 2

一 2 3 3
.

7 1 0

一 2 3 4
.

9 1 3

一 3 3
.

06 1

一 3 2
.

6 7 5

一 32
.

1 7 2

一 32
.

100

砰e : :
/ ( 。人) ( 、

2 = z/ 2
, o二 , / 2 ) }

r = R o + 0
.

sh
‘

, = R 。一 0
.

sh }

—
一

- 一 一
-
一一 }

犷C : i / (。h) ( x
, 二l/ 2

,

夕=
、

o) 一
r
“ R 。+ 0

·

sh 一
:
= R 。+ 0

.

4几 一
r = R o 一 0

.

4 h

r” R o一 0
.

sh

一 3 3 5
.

1 0 2

一 3 36
.

9 21

一 3 1 7
.

6 4 5

一 3 1 9
.

6 8 6

一 4 0
.

4 76

一 4 0
.

222

一 3 9
.

8 42

一3 9
.

924

一1 3
.

1 0 7

一 2 2
.

5 09

一 9 1
.

8 7 7

一 1 01
.

0 4 9

一 1 0
.

11 1

一 1 8
.

1 3 2

一 7 8
.

19 0

一 8 6
.

09 0

1
.

96 6

一 0
.

49 7

一 1 5
.

3 78

一 1 7
.

5 13

1
.

801

一 0
.

418

一1 4
.

6 85

一 16
.

6咬3

注
:

本表结果是用三层壳的程序计算的
,

即令C ;;
) 二 c 才二 q

:
.

数值结果示于表 1
、

表 2 和表 3 ,

级数取项为 。~ O , 1 , 2 ,

一
,

1 22
, n = 1 , 3 , 5 ,

一
,

29
.

由表 1可见
,

分层法收敛速度很快
.

若取相应于 I ;二几= 4 ,
I

:
一 14 的 结果作为本问题的

解
,

误差很小
.

表 2和表 3 中列有利用 S A P S的三维有限元解
,
考虑对称性

,

对 1 / 2 壳采用 16

节点24 个等参元
.

表 2给出不同比值 h/ R O
下的三层连续开 口圆柱壳的应力

.

与S A P S 解对比可见
,

在壳的

内点处有限元解误差不大
.

但在边界 ( x
,一 0) 点

,

差异明显
,

有时甚至连应力的正
、

负号都

改变了
.

此外
,

S A P S算得的x 王~ 。处的升
:

值是错的
,

因它们在顶面和底面不为零
,

且不满

足层 间连续条件
.

所有这些可解释如下
:

( 1 ) 通常有限元计算边界应力时精度较差
.

( 2 ) 给定的算例第 1
、

3两层很薄
,

单元三个方向尺寸差别较大
,

在此情况下
,

有限元

不能给出较满意的结果
.

( 3 ) 精确解在边界上固定点数远多于 S A P S 解
,

所以边界上的最大应力值也远 大 于

S A P S解
.

如都只固定 5 点
,

计算发现
,

精确解算得 的 x , 一。处的 a
:

的最大值减小到约为

S A P S解的 2倍
.

当 c {}’一 C {子’~ C
, ,
时

,

三层壳蜕化为单层壳
,

两种方法算得的位移值差别不大
,

见 表

3

六
、

结 论

本文对薄的
,

中厚的和强厚的叠层连续开 口圆柱壳给出统一的解析解
.

物理概念 清 晰
.

克服 了诸家板壳理论由于基本方程 间的互不相容而引起 的种种矛盾和限制的缺点
.

数值结果

表明
,

分层法具有收敛快
、

精度高
,

误差
一

可控等特点
.

本文解满足层间应力和位移的连续条

件
,

而通常的有限元解却难做到这点
.
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