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摘 要

对蠕变不可压幂律非线性粘弹性材料中裂纹的蠕变扩展进行了分析
,

为描述银纹带中的力学

行为
,

假设在裂纹尖端邻域中断裂过程区 中分布着阻抗裂纹张开的粘聚应力沂
.

通过对均匀应力

参考状态平凡解的摄动
,

将非线性粘弹性问题化成线性问题处理
.

对于幂指数。架 1的弱非线性情

况得到了应力与位移表达式
.

提出断裂过程区局域能量判据
,

导出了裂纹孕育时间尹与蠕变扩展

率
“
的预测公式

。

关键词 非线性粘弹性 蠕变不可压 摄动法 裂纹扩展 裂纹孕育时间

一
、

引 言

银纹损伤是高 聚物材料特有的一类损伤断裂现象
.

从微 (细 ) 观力学角度看
,

银纹带的

形成是从完好的连续体向裂纹发展过程中的一个中间状 态
.

在银纹区中仍有某种
“

藕断丝连
”

的微纤维存在
,

对裂纹的形成与张开起阻抗作用
.

此区可称为拟断裂区或断 裂 过 程 区
.

因

此
,

这类问题比一般断裂问题更具复杂性
,

粘弹性材料具有遗传积分型本构关系
,

比同类弹性问题复杂得多
.

K n a u s、〔‘’首先研究

了线性粘弹性材料的延迟断裂问题 (G r iffi 七h 问题 )
.

后来
,

S c h a p e r y 「2 ’
处理了存在银纹

带的线性粘弹性裂纹问题
,

·

他不管银纹带材料的具体性质
,

假设它是完全裂纹的延伸
,

但作

用着抵抗裂纹张开的断裂粘聚应 力 a,
.

H e等人
仁3 j
基于塑性增量理论

,

用摄动概念分析了幂

律不可压材料的裂纹问题
,

作者声称此法可用于蠕变 裂 纹 问 题
.

但是
,

不难看出
,

由于文

〔3 〕所处理的材料模量 拼是不随时间变化的常数
,

严格而言
,

其方法对蠕变问题是不适用的
.

本文受文〔2 〕
、

〔3 〕的启发
,

分析了具有幂律非线性粘弹不可压本构关系的裂纹体的断裂

问题
.

以均匀应力
、

应变场为参考状态进行摄动分析
3 二,

将非线性问题简化成准各向同性体

的线性枯弹性裂纹扩展问题
,

得到了在远场张开型载荷q和银纹区粘聚力 。,
联合作用下的应

力场的渐近解和裂纹面张开位移的渐近解表达式
.

最后
,

根据局域能量判据
,

得出了预测裂

纹起裂孕 育时间和裂纹扩展速率的计算公式
.
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二
、

边值问题的描述

2
.

1 裂纹体构形

具有中心穿透裂纹的粘弹体如图 l 所示
.

承受垂直于裂纹面的对称载荷
,
裂纹面平行于

二轴
,

处于y ~ o的卜
二
坐标面中

.

裂纹长度为 2。(t ), 裂纹尖端处有微小的断裂过程区
.

此过程

区的放大区示意于图 2
.

局部坐标原点固定在裂尖上 ; 裂纹面的坐标 为 省~
a
(t) 一为 裂尖前

方坐标为雪
; 二 x 一a( t)

,

银纹区为。( 雪( a
.

在银纹带上作用着粘聚应力a ,
(省

, 才)
.

若令 a ,
等

于常值屈服应力
,

则这就是著名的D u g d al e模型
.

「「「 - - 一洲洲
LLLLL jjj

图 1 平面裂级体与受载构形 圈2 裂尖断琪过程区示意田

2
.

2 材料本构关系

假设小变形
,

蠕变不可压
,

幂律非线性粘弹性蠕变型本构关系由下式表示
:

一号l:
D (‘一)

会〔(会)
” 一 ’

·

S ‘,

」
、·

(2
.

1 )

式中
n
) 1是独立的材料常数

,

又
J
为应力偏量 ; J 。

是具有应力量纲的参数
,

例如可取它为屈

服应力
.

D (t 一
:
)为遗传核函数

,

可由单轴蠕变试验测定
.

ae 为有效应力
,

表示为
:

。 一

丫乒不 (2
.

2 )

指标‘与j等于l, 2 , 3 ; 服从张量指标加法规则
.

2
.

3
.

边界条件

载荷条件
:

在无穷远边界
,

扩+ , “。。

几
:

= 一 T 《0

a , , = g (t )> o

裂纹面条件
:

, = 0且 !x }<
a
(才)一

a
(t )

, a , ,

= 。
: , ~ o

夕= o且
a
(才)一 a (t)簇 !义 1(

a
(t)

仃, , = 。了(占
, 公)

, a
: ; 一 。

(2
.

3 a )

(2
.

3 b )

(2
.

3 e )

(2
.

3 d )
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应该指出
,

式 (2
.

3a )表示在无穷远处作用均匀定常压应力
,

在裂纹体产生 均 匀 应 力
、

应变

场
,

并且裂纹保持闭合
,

此状态称为参考状态
,

用上角标
“ 二 ”

号表 示
.

式 (2
.

3 b) 与 (2
.

3d )表

示 I型外载和断裂过程区内的断裂粘聚应力
.

二者联合作用构 成对参考状态的摄动
.

2
.

4 基本方程

由T
, q (t) 与a 了(蜜

, 才)共同作用产生的力学场
:

云‘一“育+ 比
‘

g ‘, ”。
誉, + : ‘,

位移、应变关系
:

(2
.

4 )

(2
.

5 )

·
:

, 一
合(

。
:

, , + 。
:

, ‘

)
,

且 一 , 一

合(一
, + · , , ‘

)
(2

,

6 )

不可压条件
:

矛‘: = 。
誉
‘
= : “ = 0 , 舀‘, ‘= u

贯
, ‘= u ‘, ‘= 0 (2

.

7 )

应力场
:

云‘, = a 岔
J + a ‘,

.

或 夕
‘, = S 季

, + S ‘,
(2

.

5 )

平衡条件
:

。犷
, , J = o 及 a ‘, , , = 0 (2

.

9 )

本节的边界条件(2
.

3 )
、

几何条件(2
.

6 )
、

(2
.

劝
、

平衡条件(2
.

9 )连同本构 关 系(2
.

1 )构成本

文 问题的完整的提法
.

三
、

摄动分析

3
.

1 参考状态的建立

在才= 0时刻施加x 方 向的均匀压应力 尸二尸(约~ 一 T H (t) 并令其保持恒定
,

H (t) 为单位

阶跃函数
.

裂纹闭合
、

产生均匀应力场
:

a 朴 (才)= 。朴H (t )
,
S 季, (才)= 尽犷

j
H (才) 与 a 言(t )~ 叮芸H (, 、 (3

.

1 )

其 中下划
“

一
”

线的量为与时间无关的量
,

因此有

: 夕(, )一

戮 D( ‘
一 )会l睽)

” 一 ‘
·

二H (· ,
朴

一
刹普)

” 一 ‘
,

些
”(, )

f一 9 , 鑫
‘

_ _

_
、

「 a 艺 , 砚 一 l

由于
: 。
= }导

。‘, e‘,
l
“ ,

于是‘ (才) = 刀 (t )卜泛生 } 叮芸
L O J ‘ 口 o J

(3
.

2 )

(3
.

3 )

所以表达式
。
季

, 。誉‘/ (a劲
“与时间无关

.

对于平面应变
, 。:

:

一。
, 。 :

:

一粤(
。 :

二

+ 。 : ,
)

,

于是
‘

a 竺
:

- 一 T H (了)
, a 忿, 一o , a 曾

T
, , 、

二

= 一2 1 ( t j
2

(3
.

4 )

所以
a : 一

宁TH (t) ‘、
0 ,

(3
.

5 )
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应变场也是均匀的
:

张 双 寅 熊 电 完

。
芬

, = 一 。竺
:

= 竺三已节, 。曹
:

= O

一 二 。

(李畏
一

)
”

”(! ,
(3

.

6 )

刀(t) 为蠕变柔量函数
.

3
.

2 摄动应力与应变增量场

在上节建立的由尸- 一 T H (t) 作用引起的均匀参考场之上叠加上由。, 与 q (t) 造成的摄动

场
,

产生增量应力。‘, 与增量应变
。‘, .

参考塑性增量理论
〔“〕,

摄动场的应力偏量与应变之间的

关系为
:

子(普)
” 一 ’

}:
D (‘一 ,

杂
一“一〔合

‘。
‘。占J‘+ “‘! d , 。’

一令。
‘, 。, ‘+ 兽止于竺

一 。
:

, : : ‘
.

(。落)
一 2

1
: 。‘

J J , ‘
.

J
(3

.

7 )

式中 合二为 K r o n e c k e r 记号; 此式与幂律硬化塑性增量应力、增量应变关系
『
“’.

式 (3
.

7 )

等号右边前两项是弹性应变
,

第 3 项为塑性应变
.

对(3
.

7 )式进行张量运算
,

得到如下摄动状态关系式
:

。: :

一l:
D “一

‘
’日S

: :

d r
(3

.

s a )

· n 。

(

一‘

}

。 (卜
·)

令
、·

。 (才一 )
一

争
一

、r

(3
.

sb )

(3
.

se )

式 中

一叠(臀)
” 一 ‘

一

子l令会」
” 一 ‘

(3
.

9 )

不难看出
,

(3
.

8 )式并非精确的各向同性粘弹性本构关系
,

处理上仍有较大难度
.

对于许多弱

非线性粘弹材料
, n哭 1 ,

引入记号刀一
。
斌 万

,

(3
.

8 )式可重写为式 (3
.

10 )
,

对弱非线性 高 聚

物这是一个好的近 似
.

声 心

““一 {
。

刀义 D 又‘一 r ) 七d
日5

1 ,

(3
.

10 )

于是
,

非线性粘弹性问题化成准线性粘弹性问题
,

前人
『 2 1的解法这里可以借用

.

3
.

3 对应原理

由经典的弹性
—

粘弹性对应原理
,

对于驻态裂纹问题 (固定边值问题 ) 粘弹性解可直

接由对应的弹性问题求出
,

然后通过拉普拉斯反 变换获得原问题的解
.

然而
,

对于扩展裂纹

情况
,

事情 并非如此直接了 当
.

为了研究粘弹性材料裂纹扩展问题
,
G ra h a m 【4 」的扩充对应

原理可以应用 ; 但要满足如下三个条件
:
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·

裂纹单调扩展
,

而不发生闭合多

·

垂直于裂纹面的正应力a , , 与材料常数无关 ;

·

裂纹面张开位移可以分解为
。= 。。

(E
, ,

)”
。
(省

, , 才)
.

本文情况完全符合以上三个条件
,

扩展的对应原理可以使用
.

以下用右上角标字母
“

R
”

表 示

对应的弹性问题解
,

在抓 t)与a ,
(雪

, t )作用下
,

相应弹性问题的应力a咨
,
有如下表达式

:

。乳一{子鲁
一

捻犷
材百a ,

馆)

(君+ 君
:
)

、:

}
·

H ‘“
!
,

H 咕
,

)为H e a v is id e 函数 ; 当雪》o时
,

H (占
,
)” 1 ,

当雪; < o时
,

H (占
:
)“ 0

(3
.

1 1 )

(请见图 2 )
.

根据粘聚应力。季
,
在裂纹尖端有界的条件

,

我们有
:

,

一 l了产 a ,
(幼d 雪

“丫“ “~ 衬幸3J瓜兀荞
一 (3

.

12 )

因此
,

式 (3
.

1 1) 变为
:

。 ,
(雪)

。

澎了(雪+ 如)
d 占 (3

.

1 3 )而一
!

一一
R犷

J

相应弹性问题垂直裂纹的裂纹面张开位移为

一
。 (; )(臀)l:

一(:
,

){
2

(爵)
‘ 一‘·

〔}多缪{」}
“‘

/

(3
.

1 4 )

式中 D
。

= D (约 }
‘二 。

为材料的初始柔量
.

根据对应原理
,

原粘弹性问题的渐近解为
:

J , , = a 普
,
(雪

,
)H (t )

·
(;

, 矛
卜(:

。 (卜
·
)景

一

借)
“·

(3
.

15 )

(3
.

1 6 )

为了简洁起见
,

引入记号I (君)
,

它有表达式
:

I(: )一{:
。,
(:

/

)。(:
,

;
/

)、、
, ; 。(;

,

:
/

)-

则方程(3
.

1 6 )可以写为
:

,

/互一In

一

V 蜜
产

材夕 + 心万
材歹一刚万

。(、
, 才)一H (: ) 又

会认
上式相似于修正的叠加原理M S P

【“ , ”’.

从
, 、

日
刀(才一 了) 一; 之, (1 又互) )d 了

U T
(3

.

1 7 )

四
、

裂纹起裂孕育期和缓慢扩
‘

展速率

4
.

1 局域能量判据

对含裂纹的粘弹体在t二 O时刻加载
,

裂纹并不立刻扩展
,

存在一段孕育时间户
,

在 O( t

< 产时裂纹长度不变
,

裂纹面随时间逐渐张开
.

当裂纹孕育成熟
,

即其力学状态满足临界条

件时
,

裂纹开始增长
,

这个时刻称为裂纹孕育时间产
.

这里
,

产可采用局域能量判据来预测
.

假定在裂纹孕育期 户内
,

断裂过程区内粘聚应力

a ,
对裂纹面阻抗裂纹面张开并吸收能量

.

牙一 {)静
,

叼 ;
.

当班等于裂纹表面能 厂 时
,

裂纹

开始扩展
.

于是
,

考虑到 上下裂纹面对称
,

一 研 曰
。

. 。

1 =
一万 一 = 二丁、 口a 了d 互
乙仅 仪 J O

(4
.

1)
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其中 厂是断裂表面能
,

是材料常数
.

、

4
.

2 裂纹孕育时间

将 (3
.

17 )式代入 (4
.

1)
,

并引入如下记号

J (, )一l:
a , (:

1‘)I“)d “
(4

.

2 )

我们有

二一

磊盯
” (t 一。
备

〔“‘, 〕“
·

(4 3 )

裂纹孕育时间户由上式确定
.

这个准则 与经典断裂力学的能量释放率判据相似
.

4
.

3 裂纹缓慢扩展速率

当裂纹扩展后
,

假定裂尖断裂过程区尺寸a 与粘聚力a , 的分布与大小均不变
、

只随时 间

同裂尖一起向前平移
.

这与平面应力断裂过程区的D u g d al e模型相似
.

当裂纹扩 展△
a
后

,

消耗能量为 2 △a r
,

此能量由外载提供
.

q( t) 在 △t时间内作功为 2q (t) ”OO △朽 。co 为无穷远处

受载边界的平均位移
.

即

△a厂 = g (t)公co △t (4
.

4 )

于是
,

g (t )公泊

r
(4

.

5 )

。就是裂纹缓慢扩展速率
.

五
、

结 束 语

本文尝试分析了幂律非线性粘弹材料的平面应变断裂问题
.

假定蠕变变形为不可压
,

在

裂尖邻域 (即断裂过程区内) 作用着粘聚应力阻抗裂纹面扩张
.

通过摄动法得到了近裂尖区

应力与位移增量的表达式
.

提出局域能量判据
,

预测裂纹孕育时 间和裂纹亚临界扩展率的公

式
.

由于原间题固有的大的难度
,

必须借助于近似方法
.

所得结果适用于
。丝 1的弱非线性介

质
.

此外
,

作用于过程区的粘聚应力 a ,
可用 D u g d al e 模型分析

,

为了检验此模型的可靠性
,

实验研究是必需的
,

也是很复杂的
.
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