
应用数学和力学
.

第18 卷 第n 期 (19 9 7年n 月)

A PPlie d M a th em a tie s a n d M e e ha n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

半平面压电体的Gr ee n函数及其应用
’

刘金喜
1
王 彪

l
杜善义

1

(1 9 96年 7月2 9 日收到 )

摘 要

本文研究半平面压电体在线力
、

电荷和位错作用下的弹性场和电场
,

即 G r e e n 函数
.

基于各

向异性弹性力学中的 S t r o h方法和解析延拓理论
,

推导 了 G r e e n 函数的封闭形式的解
。

作为解的

应用
,

分析了含半无限裂纹的无限大压电介质的机 电祸合场
,

给出了应力和电位移强度因子 的 解

析表达式
.

关键词 半平面压 电体 G r e en 函数 半无限裂纹 应力强度因子 电位移强度因子

一
、

引 言

研究压电材料藕合场方程的基本解
,

即G r e e n 函数
,

具有重要的理论意义和应用价值
.

关于压电介质的基本解
,

最近的工作包括
:

文献 〔1
, 2 〕用F O u ri er 变换技术分别得到了简化

的横观各向同性和各向同性压电介质的基本解 ; 本文作者
〔“〕用平面波分解法推导了一般各向

异性压电介质的基本解 ; 文〔4 〕使用状态空间法研究了横观各向同性半平面压电体在边界上

作用集中力和点电荷的弹性场和 电场 ; 文〔5 〕通过 8 七r o h 方法求解了半平面压电体的接触问

题
.

对于半平面压电体内作用有线力
、

电荷和位错的电弹藕合场
,

尚未见文献报导
.

本文使用各向异性弹性力学中的S 七r o h方法和解析延拓理论
,

推导 了半平面压电体在线

力
、

电荷和位错作用下的 G r e e n 函 数
.

作为解的直接应用
,

给出了含半无限裂纹压电材料

的 G r e e n 函 数
,

分析了裂纹尖端的应力和电位移场
,

得到了应力和 电位移强度因子的解析

表达式
.

二
、

压电材料的基本方程

在直角坐标系 (x
l , x Z ,

戈 )
一

『
,

线性压电材料的基本方程为

本构方程

J ‘, = C ‘J 。 , :

丫爪 。
一 。。‘, E

。 ,

D
‘
= e ‘。 。 , 。 。

+ : ‘,

E
二

式 中 a ‘j ,

协j ,

刀‘
和E ‘分别为应力

、

应变
、

电位移和电场 ; C ‘j。。

(2
.

1 )
。。 、, 和。‘。 分别为材料的

国家自然科学基金资助项目
.

哈尔滨工业大学复合材料研究所
,

哈尔滨 1 50。。1
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一
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弹性
、

压电和介电常数
.

2
.

梯度方程

: ! , 一
音(

。‘, , + 。, ,

小 E ‘

一
,

, !

(2
.

2 )

其中
,

下角逗号表示关于坐标的偏导数
, “和切分别为弹性位移和 电势

.

3
.

平衡方程

u ‘J , ‘~ O
,

式中忽略了体力和 自由电荷
.

D ‘, ‘

一。 (2
.

3 )

鉴于弹性变量和 电变量之 间的相似性
,

等同的处理它们在压 电边值问题的分析中是方便

的
.

为此
,

引入下面的表示形式
’“ 〕

U ! 一
{ (2

.

4 )

下。
, :

(2
.

5 )
一E

。

(M ~ z , 2 , 3 )

(M 一 4 )
一

(M ~ 1 , 2 , 3 )

(M ~ 4 )

(J = 1 , 2 , 3 )

(J ~ 4 )
(2

.

6 )

.

J‘氏D

‘ !

一{

万 ‘

一{
C ‘, 。 。

e ” i矛

e ‘仇 ”

ee 己感”

(J
,

M = 1 , 2 , 3 )

(M一 4 , J = 1 , 2 , 3 )

(J一 4 ; M ~ l , 2 , 3 )

(J
,

M = 4 )

(2
.

7 )
.

、...、

一一蜘
JE

需要说明的是
:

U , ,
Z , 。 ,

万‘, 和E ‘,
如不是张量

,

不服从张量的坐标变换律
.

由 (2
.

4 )、 (2
.

7 )式
,

本构关系 (2
.

1) 和平衡方程 (2
.

3 )可表示为

万‘z ~ E fJ 万 。
Z 万

,

一E ‘J 对 。

U 对
, 。

E ‘, 对 。

U 万
, , ‘~ 0

(2
.

8 )

(2
.

9 )

三
、

压电介质的st ro h 列式

对于压 电介质的二维变形 问题
,

场变量仅是为和x :

的函数
,

和广义应力函数巾
, 一仁中 ; ,

巾 : ,

中
: ,

孕
4

〕为
〔7 三

习 ~ R e
乙 {a

。

f
。

(
二。

)弓
一
。。

兀石
.

}一 :
lte 仁盯 (二 )〕

“ . 1

小一 R
,

e
E 笼b

。

f
。
、: 。 )十石

。

了下百了}= Z R e〔B f (z )〕

广义位移 U 牙 ~ 仁“ , , u : , “: , 职 ]

(3
.

1 )

式 中

f
:

(z
:

)
,

R e 表 示 复 数 的 实 部
,

一横表示共扼
,

上标T 代表矩阵的转 置
.

f
, (司一 〔f

,
(
z 工

)
,

f
。
又: 。

)
,

j
4

(
2 4

)」为广义复变量
z 。

= xl + Pa 、 : 的任意 函数
,

由给定问题的边界条件确
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定
,

带有正虚部的复常数乡
。 ,

复矩阵A 和B 由压 电介质的材料常数E ‘J 二
。

确定
.

从平衡方程(2
.

9 )
,

得到应力和 电位移场为

刃 ’一〔J “
, J 1 2 , 口 1 又 ,

” 1〕’

一爵一
,

, 2

)
“

2
一〔J

2 1 , 口即 , a Z ,

D
之

〕, 一

譬一
,

, I

J
(3

.

2 )

矩阵A 和B满足下面的正交关系

B 石

A 皿 !
I O

0 I
(3

.

3 )

广....
�

全T
B万

牙梦
A河..r...、

和封闭关系

盗B , + 亘刃
, ~ I 一B A , + B A

,
、

A A T + A A
T
一 0 = B B , + B B

, 夕

式中 I 是单位阵
.

方程 ( 3
.

4 )隐含着

A A , ~ 一 fH / 2 ,
B B , 二 i L / 2 ,

A B , ~ ( I 一蓄S ) / 2

其中 ‘一刚 一 1
.

H
,

L 和S 为实矩阵
,

而且H 和L 是对称
、

正定的
.

积 分确定

(3
.

4 )

( 3
.

5 )

它们可以通过下面的

s 一
毋l:

N
l

‘“, d “

H 一
勃!从

(“)““

:

一熟:戈 (“,““

)
( 3

.

6 )

式 中

N
l ( 0 ) = 一 T

一 ‘一
‘

口) R T ( 0 )
.

N
, ( 0 ) 一T

一 ‘
( 0 ) 、

N
;

( 8 ) = R ( 0 )T
一

“ (8 )R ,
(8 )一 Q ( 0 ) )

Q
J 二 (8 )一E ‘J * 二刀‘叮

。 ,

R
J , ,

( 0 )二E
, J 二

。

, ‘

雪
, ,

T
: 、 ( 0

}
一石

’

‘J 、
。

舀‘右
,

刀? 二 [ e o 8 8
, s i n o

,

o ]
,

舀
T ~ [一 s i n 口

, e o 8 0
, o〕

(
、

3
.

7 )

( 3
.

8 )

( 3
.

9 )

四
、

半平面压电介质的G r e en 函数

研究图 1所示的压 电半平面
, x :

~ o 断颐力和 自由电荷为零
,

在点X 爷 ~ (对
,

对 )
,

沿 x 。

轴

作用有均匀的线力
、

线电荷了
, 一 [ f

, ,

f
: ,

f
。 ,

们和广义位错6 , ~ 叻
, , b : ,

b
3 ,
△司

,

其 中几表示电

荷
,
八切为滑移面的 电势切的间断值

〔8 〕.

该问题的解为确定满足下列条件

巾一B f (习 + B F (习 (沿 x Z
一 0)

小* 一了 、
护 C

人 ‘C为绕X 肠的任一闭合曲线 ) ( 4
.

z a 、 e )

、....百,气产

l里I手
。

·

、。一。
J

万‘著今 0
( IX }” oo )



刘 金 喜 王 彪 杜 善 义

夕
二?

的一般解(3
.

1) 中的函数f(2)
.

基于挠动的概念
,

设函数f
。

(
z 。

)为

f
。

(
二。

)二 g 。。
In (

z 。
一二曹)+ 夕

。

(
二 。

)

(a = 1 , 2 , 3 , 4 ,

对“不求和 ) (4
.

2 )

式中 君二x 犷+ P声扎 q 。 。In (
二。
一就 ) 为 无限

大压电介质在尹和石作用下的奇异解
, q 。。

为待定

复常数, g 。

(
z 。

)为非奇异的挠动解
.

根据 (4
.

la )
,

我们得到

刀‘, [。。
。

In (x
, 一二

蓄) + 夕
。
(二

:
)〕+ 瓦

·

[ q , 。

In (欠
, 一 万常)+ 夕

。
(x

l

)〕, o (4
.

3 )

移项整理得

圈 1 半平面压电介质

石‘。互。
o
ln (x : 一乏竺) + B

‘。g 。(x
,

)= 一 B ‘。q , 0
1n (

二 ; 一 二贯)一万
‘。歹。(x 犷) (4

.

4 )

上式左边为上半平面的解析函数
,

而右边为下半平面的解析函数
,

由解析延拓理论
,
存在全

平 面解析函数

。
, 、

。B ‘, g ,
(
‘
)+ 万

‘, 互, 。In (
z 一“尝)

、

一 B ‘, 歹。(之 )一方‘, q , 。In (
z 一 2 贯)

(
z 〔S

+

)

(
: 〔S

一

)
(4

.

5 )

式 中 S
+

和 S
一

分别表示上半平面和下半平面
.

由L io u vi lle 定理
,

得

B 。。g 。(
z
) + 石

。。口, 。In (
二一 : 贯)= o

解此方程
,

并取
z ~ 二 。

(a 一 1 , 2 , 3 ,

劝
,

得到

g 。

(
z 。

)二 一 B J扩石
‘。互, 。In (

z 。
一 : r)

表示成矩阵形式为

(4
.

6 )

(4
.

7 )

州 z) 二 一 乙 <In (
: 。

一 : 贯)>B
一 ’

石I。互
。

(4
.

8 )

式中 g T
(
:
)= [ g ,

(
: ,

)
, 9 2

(
z :

)
, 9 3

(
z 。

)
, 9 4

(
2 4

)」
, g若= [ g , 。 , g : 。 , q 。。 , 9 4 。

」

I : = d ia g [ 1
,

o , o , o ]
,

I: = d ia g [ o
, 1 , o , o ]

,

I
。

~ d ia g 〔o
, o , z , o〕

,

I
‘

~ d ia g 仁。
, o , o , z〕

<In (
z 。
一忍节)>一 d ia g 仁In (

z , 一群 )
,

In (
z : 一对 )

,
In (

z 。
一时 )

,

In (
: 4
一时 )〕

为了确定待定常数
,

使用条件(4
.

lb )有

(4
.

9 )

(4
.

1 0 )

“

三} {
“。

方 B 刃 乏

i
一

止山
二 1 2 汀名 万 产 J

一 笙。
, ’

一

J

(4
.

1 1 )

应用正交关系 (3
.

3 )
,

从上式解出q0 为

q 。

一 (A
,

f+ B , 石)/ 2耐 = h/ 2耐

联合 (3
.

2)
、

(4
.

2 )
、

(4
.

8 )和 (4
.

12 )
,

半平面压电介质的G r e e n 函数为

(4
.

12 )

“一

知沁
(

一
, , >人·

加一
, , >B

一 ’

一 }}
。一

知协
(

一
: )>入·

势
· (

一
: )>一。一 }i

(4
.

1 3 )
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式 中 Im 表示取复数的虚部
.

由(3
.

2 )得到半平面压 电介质的应力和 电位移场为

“ !

一青
‘m
{
“<

六
> ”+

鑫
” <

六
> “一”‘·”

}
(4

.

14 )

二 : 一
毋
‘m
{
“< 不 护

“十

署
“丸盏

> “
一 ‘”‘, “}{

上式表明条件(4
.

Ic) 已经满足
.

五
、

压电介质中的半无限裂纹问题

含半无限裂纹的压电体如图 2所示
,

在点x , 一 (对
,

对 、作用广义载荷了和位错 6
,

裂纹面

上面力和 自由电荷为零
.

此问题可 由上节的结果求解如下
:

由于映射函数
二一扩 (5

.

1)

图 2 含半无限裂纹的压电介质

将含裂纹的
z 平面保角映射为占平面的上半平面

,

所以令 (4
.

1 3 )中的二
。 , : 曹和 就 分别为扩石

,

斌靡和斌蔽
,

我们便得到含裂纹压 电体的 G re
e n 函数为

4

g 一

告
‘m
{欢

‘n ‘材云一斌介 , >”+

石
“<‘n ‘斌 Z 。

一 斌介)>”
一 ‘

”‘·‘
}

。一
乒

m
{
B <‘· (、、一、、 )>“十

户
B <‘· (、、一、。)>B 一 , 几“

}
(5

.

2 )

压 电体中的应力和 电位移场为

茗
;

= 一

牛
I以 B <

·

若扛 、

P
a

杯不(衬不一丫礴)
> h+ 艺 B <

街‘ 1

P
a

甲石(犷石一材万; )
> B

一 ‘

石I。万}
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二 :

一鑫
一

‘m
{
“<

而、云
二

而 > h + 乙 B < 、不云而氟
> “一。, ·;

}
(5

.

3 )

上式表明裂纹尖端的应力和 电位移场是奇异的
,

奇异性的幅度可以用应力和 电位移强度因子

所表征
.

与弹性问题相似
,

其值为

K = [ K
, ,

K
x ,

K
, ,

尤
。〕,

一li m 斌 一 2 , 戈 ,刃 :

劣2叶 0
劣里叶 0

一

澎
“。

{
2”<

扁
> “ ·

}‘
+

念
“。

{
2“<

扁
> “全

}
”

(5
.

4 )

式中 K
D
为电位移强度因子

.

如果位错 6不存在且力和 电荷了作用在裂纹表面蛛 一x 。

时
,

K 一花井
泛二了

丫 乙兀不。

应力和 电位移强度因子为

(5
.

5 )

_

L式说明
:

在某些情况下
,

应力和电位移强度因子与材料特性无关
.

六
、

结 论

本文应用各向异性弹性力学中的 S 七ro h 方法和解析延拓理论
,

得到 了半平面压电介质

和含半无限裂纹无限大压 电介质 G r e o n 函数的封闭解 , 分析了裂纹尖端的电弹藕合场的特

征
.

其线力和线 电荷解可用作边界元法的基本解结合数值技术分析复杂的机电藕合问题 ; 位

错解可 以用于研究计入藕合效应的位错一边界相互作用问题
.

文中研究的是自由边界问题
,

当x : 二 0或裂纹面上给定U , 二 仁u , , 。: , 。
、

: ,

初 二 0 时
,

‘

即刚性

边界条件时
,

只要修改 (4
.

8 、式 中的或z) 为

以引 ~ 一 乙 < In (: 。

一 : 贯)> A
一 ‘

亘I
。
互
。

(6
.

1 )

便可得到相应 问题的G re e n 函数和刚性裂纹的尖端场
.
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