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摘 要

本文研究了( I )和(l )类的二次系统奇点的分支
,

并 回答了【l] 中提出的问题
.

关铂词 二次系统 发散量 奇点

一
、

引 言

我们考虑型 (I )和 (l )的二次系统
:

分~ 一 刀+ 6义 + lx
Z
十。戈, 十刀

2 ,

夕一 x 口十 a x
)

.

(1
.

1)

全~ 一似 + 舀义+ l戈
2

十。书夕十 n 夕“,

夕~ x (刃+
a x + bg )

-
-

一

(l
.

2 )

作为解决二次系统分支问题的贡献
,

本文研究系统 (1
.

1)和 (1
.

2 )奇点的分支
,

它的极限环分

支是在关于鞍点和非鞍点个数的假设下
,

借助 B er lin s ki i 定理和指标定理被仁1
一 6 」所研究

.

R e y n 和 K o oi j
〔了」

研究了二次系统无穷远奇点厂特别是高阶奇点的性质
.

本文将详细地分析

(l. 功和 口
.

2 )的奇点
,

特别是无穷远奇点的分支和性质
,

并给出 (1
.

1) 或 (1
.

2 )在直线 1 + a x 一 o

或 1 + a x + b刀一 。
_

}几细焦点的三个焦点量的公式
,

从而解决了〔l〕中提出的问题
‘

进一步
,

我

们可以获得无穷远高阶奇点产生的机理
.

假设
a 铸 O ,

不决一般性
,

令
a < 。

.

二
、

二次系统 ( l助奇点的性质

首先考虑系统 又‘
.

1 ‘ .

()(O
, O)和N (O

, 1 )是夕轴」:的两个奇点
.

当 (
a + 。今

2 二 4 (l一 a 〔3)
,

〔1
.

1)有一个高阶奇点S (一 1 /a
,

(
a + m )/ 2a )

,

它的特征值是

几1一。
,

兄
2
~

, n (a + 。) + 2 (a占一 2 1)

2 O

当(
a + 。)

“

> 4 (l一 a 占)
,

(一 )在 1 + a x 一。 }: 有两个奇点S ‘
(
、‘, 夕‘)(i = 1 , 2 )(万

1 > 万2
)

,

N 和

S
:

是鞍点
,

O和 S :
是非鞍点

,

5 1
点的特征方程是

护 一 娜+ Zlx l + 。夕1 )凡一 1 + 阴 x , + 2刀1一 O (2
.

1)

如果6 + 2阮 : + 。 9 1 ~ o ,
5 1位于di v ~ o 仁

,

若还有 l 一。x l 一 2万1 < 0 ,
5 1
是个细焦点或 中心

.

当

。 二 o ,

di v ~ o 与 1 + a x ~ o 重合
,

(1
.

卜 没有极限环
,

当 。铸 。,

di v = 。 与 1 十ax 一 o 在
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5 1
(一 1 / a ,

(2 1一 a占)/ 。: a )点相交
.

令

。 (
a + 。) + 2 (

a肖一 2 1)
一 1一 。义 1 一 2 y l > O

作 变换 x 二 厉+ 、 , ,
, 一歹+ g , ; 厉~ 毖

,

歹一 一斌万夕
,

石二斌万石
.

为了方便起 见
,

仍 用 x’

, , t代替牙
,

歹
,

Z
,

(1
.

1 )成为

活= 一夕+ l双万
、“一 。D x 梦+ D 材万 夕“,

夕= x (1 一
a 二) (2

.

2 )

从 仁5 」我们
一

可以获得下列

定理 1 系统 (1
.

1) 在 (细焦点) 5 1的三个焦点量是

附
, ~ 一 。 D (l + D ) + Zal

牙
2

~ m a
(一 s a + , ; ; D ) [D

Z

(l+ D )
“
一 a Z

(2 1+ D )〕

W
:

= 一。 a Z

[ 2 a 2

+ D Z
(l+ ZD )〕〔D

Z
(l+ D )

“
一 a Z

(2 1+ D )〕

(1
.

1) 的无穷远奇点尸(1
, , ,

0) 的梦坐标和特征值满足

f (刀) = 夕3
+ m 刀2

+ l万一 a 一 o (2
.

3 )

几1 ~ 一 a / , ,
几

:

- 一 (3夕
2

+ Zm , + l)~ 一 f
‘

(夕) (2
.

4 )

当刀< 一 。 / 3 (或 > 一 m 邝 )
,

f (川是 凸 (或凹 ) 的
,

故 当l一 O时
,

我们有下列 图 1
.

仁本
一

六
一

丰牛气 不 , , : 二 3 矛
厂

万万动 李
〔; / 4 ‘ , , 牙灯 0 们 > O

其中A是拐点
,

, ,

~ 一。邝
.

当 l> O ,

如果 m Z

< 31
,

(2
.

3 )无极值点
.

由 于 f(0) 二 一
a > 。,

(2
.

3 )只有一个负根
.

如 果 。 2

> 31
,

(2
.

3 )有极 值 点 夕关一 (一。 + 斌丽万百之) 邝和 沪
釜 一 (一。

一 双淤二丽 ) / 3 < , 爷
.

一 、

2耐 一 9卿l一 2 (。
2
一 31 )刚i云碑二丽

_ 人 , 、

了Lg 下 夕~ ——
一一—一二下

—
-- 一

-
- 一

—
一

“ 鉴绝 g 又m )
Z ‘

(2
.

5 )

由于g ‘

(。) ~ (。 一双而U二毛硬)
“

/0 > 。,

州 一 斌叮 )一 l斌丽 /0 一 a > 0 ,

浏 一OO )~ 一 oo
,

存 在

。苦 < 一 斌丽使得 (2
.

3 )当m = m 关
时有两个根

,

当。< m 关
时有三个根 (见图2a )

.

当 。) 斌丽
,

由于g( 斌丽 ) ~ 一 l刚丽 / 9 一 a > (或 ~
,

或 < )0 对于l< (或 ~
,

或 > ) 3澎了
,

因此 当 l< 3刀歹
,

对 m > 斌弃
,

f (尹 )> 0 (见图 Zb)
.

当l> 3粼了
,

由于

f (夕
爷 关

Zm “
一 g m l+ 2 (切

2
一 3 1)斌而〔感之

2 7

一 a

叠夕(m ) (2
.

6 )

“
‘

一

哩土令兰
3‘‘

2
一

> 。
,

f
( 世

一

、~
3 /

Z m “
一 g m l , _ , 、 _ , ,

一飞下
一 -

-
--

一
u
经 g L华夕, g

‘

气。少~

2 m 2
一 3 1

_

-

一一二
~ -

一一 ) O
甘

(当 。 “
一 :3l 乡 0)

.

存在 。 , > 斌 31使得夕(。
1、~ O ,

八 一。 , / 3 )< 0 ,

当 m > 。 1 ,
夕(m )> 0

.

由于

夕(+ co ) = + co
,

存在
, : ; 2 > , : 1

使得f (一 。 ; 2 / 3 ) ~ O ,

f (, 肠 )< O ,

f (刀爷 关)> 0
.

从 (2
.

5 )我们知道存在

。 :

> m Z

使得 当。 ~ 。 。 ,

f即哟 ~ O ,

当。 > 二 ,

f (g 哟 > O (见图Z d )
.

当 l~ 3粼砂
, 川~ 澎丽

一

,

。一粼石
一

是(2
.

3 )的三重很
,

类似土述分析
,

存在 仇> 斌盯使得 当 阴》刚习
,

我们有图Z C ,
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扣冬
一

扭 水, , : < , ,: ,

I了工= I户乙
, , :

’

( , , : < 一 、

厂琢丁
一 洲万下一 镇

, , : < 丫
~

丽
~

图Z a (州 < 了密
一

)

牛
“

件
。 ;

竺
、

/ 不
.

, 、 \厂石

才
/

一

、

牛
一

甘
/

冲
/

。, 二
了习

、 / 3厂
一 ,

, z 二 , I ))J ) I, ;

图Zb (l< 3澎J面) 图Z e (I二 3粼砰 )

卜
_

少
_

多
·

_

乡
六朴

二 尹
~

妙粉 了
一

子份子洲一
22工= n 之1 , , : : ( , , : ( m 。 m = 水3 拼 > 扭 3

卜,leeL工丰|||we岌

一/丈

困Z d (l> 3粼己
2

)

当l< o , m = 。,

如果l~ (或>
,

或 < )一 3刁砚夕万
,

f勿
关
)二 (或<

,

或> )0
.

由 g ‘

(m )> 0,

对任意固定的l< 0 ,

存在 。关 一 (或>
,

或< )o使得当 。二 。气 f (沪)一 。,

当 。> 爪气 f勿哟

> 0
.

我们有图 3
.

结合图 1 , 2 , 3和 (2
.

4 )
,

我们有

一

尽苏
一

卞
?

I, 才丫 尸护毛
尸2充

)
尸尹王

图3 (l< o )

定理 2 系统 (1
.

1 )无穷远奇点有下列性质
:

( I) 当 l~ o ,

系统 (1
.

1 )当 。< 3粼
一

砰万时有一个稳定结点 (S N )p
l
(1

, 万, ,

0)
,

一个不

稳定结点(U N )p
:

(1 , : 2 , O)和一个鞍点 (S A )p
。

(1
, 刀。 , O) (刀: < O< 夕:

< , 。

); 当 优 二 3刁蔺了

时有一个稳定结点尸
1和一个鞍结点(S A N )尸

:

(从< 0 < 脚)
; 当m > 3方可了时有一个稳定结点

P l
(y

l< o );

(I ) 当l> 0 ,

对于。< 斌叮
一

,

存在 。肠 < 一澎打使得 ( I) 中的结论当用 。,
代替 3 方 石夕蓬

-

时是正确的
.

对于 川》斌丽
,

如 果 l< 3刁蔽
,

(1
.

1) 有一个稳定结点尸
1
(夕

; < 0) ;如果 l二 3方了
,

存在 而> 斌丽使得 (l
.

1 )当 m 二斌盯时有一个三重奇点
,

当斌丽 < 。< 而时有两个稳定结点Pl
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和 尸
: ,

一个鞍点尸
:

(夕
1 < 夕

:

< 9 3

< 0 )
,

当。 ~ 而时有一个稳定结点尸
1和~ 个鞍结 点尸

:

(夕
1< 加

< 0 )
,

当。> 而时有一个稳定结点尸
1 (夕1< o 、; 如果 l> 3刁歹

,

存在m
,

> mi > 斌31 使得 ( 1
.

1)

当材丽( m < 。 1
时有一个稳定结点尸

1
勺

, < O、; 当。~ 。 :
时有一个稳定结点尸

1和一个鞍结点尸
:

(夕
2

< , 1 < o )
; 当 。 , < m < 。 3

时有两个稳定结点尸
1和尸

,

一个鞍点 尸
:

切
:

< 脚< 刀l< 0)
; 当 m

~ 。 时有一个鞍结点尸
2

和一个稳定结点尸
。

口
3

< 夕2

< o ) ; 当。> 。 3

时有一个稳定结点尸
: ;

(皿) 当l< 0 ,

存在 m 爷一 仁或 >
,

或 < )o对于 l= (或 >
,

或 < )一 3刀万瓜
口

使得 (1
.

1) 当 二

< m 势
时有一个稳定结点尸

1 ,

一个不稳定结点尸
。和一个鞍点尸

。

(梦
1 < o < 夕2 < , 己

)
; 当 二 ~ 。长时

有一个稳定结点尸
1和鞍结点尸

2

勺
, < 。< 夕2

)
; 当m > 。 , 时有一个稳定结点尸

,
勿

; < o )
.

.

利用无穷大分界线环
仁6 〕的性质

,

我们有

推论 系统 (1
.

1) 不能有无穷大分界线环
.

注1 系统(1
.

1) 月高阶无穷远奇点至多是指标为。{均鞍结点
,

或者是指标为1的三重奇点
, ‘

已是由两 个

稳定结点和一个鞍点重合形成片J
.

三
、

二次系统 ( l )奇点的性质

我们现在考虑系统 (1
.

2 少
,

(1
.

2) 在 1 + ax + 勺一。上奇点S 林
。 , 刀。)的x 坐标满足

(n a Z
+ b

Z
I一。 a b)二

2
+ (Z

a n + a b 一。 b + b
z
占)x + , + b 二 o (3

.

x)

S 的特征值几满足

凡
2
一 [占+ (2 1+ b)戈

。
+ 。刀

。

〕元+ 火。

[b (d + 2 2火
。
+ m , 。

)一 a (一 x + 。x 。
+ Z n , 。

)」= o (3
.

2 )

令 D
一 ‘

= x 。

〔b(d + Z lx
。
+ m , 。

)一
a (一 1 + 。x 。

+ 2 。夕。

)j
.

当D < o (或D > o ,

或D = o )
,

S是一个

鞍点 (结点
,

或焦点
,

或高阶奇点 )
.

当D > 0 ,
。+ (21 + b)x 。+ 。夕

。

一。
,

S 位于 di v = o上
,

它是一个细焦点或中心
.

当 阴“ 一 b (b + 21 )
.

一。
, 1 + ax + 勺一 0 与 d iv = 0重合

,

(l
.

2 )无极限

环
.

当。 a 一 b(b + 2 1)笋 。
,

占b 一阴

x0 = i于石二石i万干诬而
一 ’

由于S 是一个细焦点或中 心
,

x 。
笋 0

.

~ x 。

双万歹
,

d t = 斌万d Z
,

(1
.

2 )变成

6 十 21 一 a d

从一 而百刁
~

必干至灼

令
x = 之+ x 。, 刀= 歹+ 从 ; 二 ~ 乳 z = 。无+ b乳 z ~ 厉 , 叨

半一
, + 一 (“十 , )、。

2
十一、

。

Dx
。十一、。。、。。么

半一
(1 十一、

1 /

一
。、D 。)

其中 M 一。 a 一 b
Z
一 Zbl

,

N ~ a Z n 一。 a b + b
Z
I

.

从 [ 5
,

荟12 」我们有

定理3 系统 (1. 2 )在细焦点 5 1的三个焦点量是

万
1 = 断

’[M瑞 D (b + l十 x 丢D N )一 (b + 21 )〕
,

一 附
2

= x J’M (5 一N ) [ x 吕D (b + l+ N )
“

(N 一b )一 (b + 2了+ N )」
,

不
。

~ 欠J’M 〔2 + x 丢D N (b + l+ ZN )〕[义丢D (b + l+ N )
“

(N 一 b )一 (b + 2 1+ N ) 」
.

最后
,

我们考虑 (l
.

2 )的无穷远奇点
.

当”沪 。,

不失一般性
,

令
“ ~ l ,

(1
.

2 )的无穷远奇

点p (l
, 夕,

0) 的 , 坐标和特征值满足

f(川 = 犷+ 。犷 + (l一句万一
a 一 。 交3

.

3)
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几1 = 一 a / , 一 b
,
元2二 一 (3梦

“

+ Zm 夕+ 卜 b) = 一 f
‘

(功

当。
“一 3 (l一 b )> 0 ,

f (, )一 。有两个极值点

(3
.

4 )

二 一 m + 材丽二万i不万了
~ 一 _

‘ 二

沙
‘ ’

~

—
-

一一

一一
, 万

” ”

J

一 m 一 刚爪
“
二 3 (l岛)

3

了(。
,
)=

~

兰望卜吕丝1丝
一 b )一 2 〔m

Z 一 3 (l一 b )」斌m “一 3 (l一 b )

2 7

一 a
会夕(。)

, _ _ 、

20 3 一 。。: (z 一 b ) + 2 仁, n Z 一 3 (l一 b )二心茄二万万三 6 )

J L夕下叼 ~ 一一
-

—
-

—
—

一不不-

一一一
- -

一
-

一
一

全

一
乙 ‘

一 a
叠 夕又。)

当 l一b = 。,

(3
.

3 )中f (刀)的位置能够显示在图 1 中
.

系统 (1
.

2 )当。< 3方五瓜 时有三个

奇点P l (1
, , i , o )

,
P :

(1
, y : , 0 )和P

。

(1
, , 。 , O) (夕1 < o < 万: < 夕。); 当。 = 3粼蔺

4
一

时有两

个奇点尸
, 和尸

。

(, 1
< 0 < 刀。- 一 2 刁五石 ); 当 。> 3 刁百反

一

时有一个奇点 p l (夕1 < 0 )
.

1
.

6> 0 ,

从图 1 和 (3
.

4 )知
,

尸 1
是稳定结点

.

当 阴 < 3刁司4
,

f (一 2刀五万万)< 0 ,

从而
,

0 < 脚< 一 2 刁五而
.

< 刀。
.

由于从
2 ’~ 粼丽

泛/ 2 一 b 当 。 ~ 3方
.

石瓜
、 ,

我们有

i) 当 b一刀丽 / 2 , 。一 3方蔺丁
,

川
。’~ 冲’~ O ; 当。< 3刁可 4

,
几尸> o ,

越
, , > 0 ,

从
3 , <

0 ,

形
3 , < 0 ,

即 (l
.

2 )当 m < 3粼石牙五时有两个稳定结点 尸
, ,
尸

。

和一个不稳定 结 点 尸: , 当 m

一 3粼万瓜
-

时有一个稳定结点尸
1和高阶奇点尸

。,

它是由不稳定结点尸
: 和稳定结点 尸

3

重合形成

的 (记为U S ); 当 m > 3刁可互
~

时有一个稳定结点尸
,
(从< 0)

.

相应的结果如图 4
.

ii) 当 b> 粼丽 / 2
, m ~ 3刁可万

,

津
, < 0 ,

珍
)= 0

.

由于y :

、 0 +

当 m 。 一 co
,

存在 m ‘

< 3刀万瓜 使得班
2 ’= 0

.

因此
,

我们可以获得图5
.

SN尸l

UN尸 SNP x

SN P -

UN P Z

SN P 3

.卫.月....盈‘厅

.

.叔

,

,‘
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.口.
..
户百胜.己.t
几

. ....

碑且,奋

\
一

访 3 柞两
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SSSA P ZZZ SAN P ooo

SSSN P 33333

图 4 图 5

利用B e rl in o ki i定理和指标定理
,

相应图 5 我们有图 6
.

yyyyy 夕夕

谈
,〕

,

/ 一一 ~ 咬 / 尸尸
~~~ 哎{ / 产一一~ 长

。 / 尸一
.......

··

六
飞厂诊诊

·

六
二

/ 火火
·

入
_ l

一

厂讹讹
·

八
二

厂含含

图 6

iii ) 当。< b< 刁丽脚
, 1n 一 3 粼可万

,

岸
)> 。,

材
’~ 0

.

当 。 一) 一。
,

从。 + co
,

存 在

。, < 3刀石万使得双
3 , ~ 0

.

从 (3
.

4 )我们有
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几1 = 一 a / , 一 b
,
元2二 一 (3梦

“

+ Zm 夕+ 卜 b) = 一 f
‘

(功

当。
“一 3 (l一 b )> 0 ,

f (, )一 。有两个极值点

(3
.

4 )

二 一 m + 材丽二万i不万了
~ 一 _

‘ 二

沙
‘ ’

~

—
-

一一

一一
, 万

” ”

J

一 m 一 刚爪
“
二 3 (l岛)

3

了(。
,
)=

~

兰望卜吕丝1丝
一 b )一 2 〔m

Z 一 3 (l一 b )」斌m “一 3 (l一 b )

2 7

一 a
会夕(。)

, _ _ 、

20 3 一 。。: (z 一 b ) + 2 仁, n Z 一 3 (l一 b )二心茄二万万三 6 )

J L夕下叼 ~ 一一
-

—
-

—
—

一不不-

一一一
- -

一
-

一
一

全

一
乙 ‘

一 a
叠 夕又。)

当 l一b = 。,

(3
.

3 )中f (刀)的位置能够显示在图 1 中
.

系统 (1
.

2 )当。< 3方五瓜 时有三个

奇点P l (1
, , i , o )

,
P :

(1
, y : , 0 )和P

。

(1
, , 。 , O) (夕1 < o < 万: < 夕。); 当。 = 3粼蔺

4
一

时有两

个奇点尸
, 和尸

。

(, 1
< 0 < 刀。- 一 2 刁五石 ); 当 。> 3 刁百反

一

时有一个奇点 p l (夕1 < 0 )
.

1
.

6> 0 ,

从图 1 和 (3
.

4 )知
,

尸 1
是稳定结点

.

当 阴 < 3刁司4
,

f (一 2刀五万万)< 0 ,

从而
,

0 < 脚< 一 2 刁五而
.

< 刀。
.

由于从
2 ’~ 粼丽

泛/ 2 一 b 当 。 ~ 3方
.

石瓜
、 ,

我们有

i) 当 b一刀丽 / 2 , 。一 3方蔺丁
,

川
。’~ 冲’~ O ; 当。< 3刁可 4

,
几尸> o ,

越
, , > 0 ,

从
3 , <

0 ,

形
3 , < 0 ,

即 (l
.

2 )当 m < 3粼石牙五时有两个稳定结点 尸
, ,
尸

。

和一个不稳定 结 点 尸: , 当 m

一 3粼万瓜
-

时有一个稳定结点尸
1和高阶奇点尸

。,

它是由不稳定结点尸
: 和稳定结点 尸

3

重合形成

的 (记为U S ); 当 m > 3刁可互
~

时有一个稳定结点尸
,
(从< 0)

.

相应的结果如图 4
.

ii) 当 b> 粼丽 / 2
, m ~ 3刁可万

,

津
, < 0 ,

珍
)= 0

.

由于y :

、 0 +

当 m 。 一 co
,

存在 m ‘

< 3刀万瓜 使得班
2 ’= 0

.

因此
,

我们可以获得图5
.

SN尸l

UN尸 SNP x

SN P -

UN P Z

SN P 3

.卫.月....盈‘厅

.

.叔

,

,‘

O

.口.
..
户百胜.己.t
几

. ....

碑且,奋

\
一

访 3 柞两

SSSN P III SN P III

SSSA P ZZZ SAN P ooo

SSSN P 33333

图 4 图 5

利用B e rl in o ki i定理和指标定理
,

相应图 5 我们有图 6
.

yyyyy 夕夕

谈
,〕

,

/ 一一 ~ 咬 / 尸尸
~~~ 哎{ / 产一一~ 长

。 / 尸一
.......

··

六
飞厂诊诊

·

六
二

/ 火火
·

入
_ l

一

厂讹讹
·

八
二

厂含含

图 6

iii ) 当。< b< 刁丽脚
, 1n 一 3 粼可万

,

岸
)> 。,

材
’~ 0

.

当 。 一) 一。
,

从。 + co
,

存 在

。, < 3刀石万使得双
3 , ~ 0

.

从 (3
.

4 )我们有
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当l一 b < o ,

由于
二二 f (川 的两个极值点(tl) 料< 夕哟位于

2 轴的两边
, g ‘

(。 )> o ,

故当l一b

> (或一
,

或 < ) 一 3刁萨瓜
,

存在。
怜< (或 ~

,

或> )0 使得 当m < (或一
,

或 > 少。气 f (沪 )< (或

~
,

或> )0
,

我们有显示
二= f (川位置的图 1 1

.

丰
:

)

才
/

、

(
/

/ 、 /
、 ,

/ l\ / ) / 1 、一2
尹

y

才一{岁‘ 一才
一

厂一
一

才 一
卜一

I,L > ”

图 11

显然
,

当。< (或二
,

或> )机气 系统 (1
.

? )有三个 (两个
,

或一个 ) 无穷远奇点
.

1
.

1 一 b = 一 3粼
,

砰返

i) 岭
O ,

Pl 是稳定结点
,

当从= 0, b一 (>
,

或 < )粼
一

氮z--, 越
2 ’~ O ,

川
么’~ 一 3a/ 斌

一

不可)
-

一 b ~ (<
,

或> ) 0
.

由于 当。 < O ,

f (斌 万万万二i)
一

/ 3 )< 0 ,

我们有O < 脚< 斌
一

取石习又/ 3 < 夕3 .

因此
,

当 b一粼
一

元r
,

。 < O ,
尸

:

是不稳定结点
,
尸

。

是稳定结点
.

相应的结论如图 1 2
.

如果 b> 粼泛价
一 ,

当m < 。,
尸

:

是稳定结点
,

且存在丽< 0使得当m ~ 而
,

从
2 )二 。

,

或当
,n
< 而

,

石
“, > o ,

我们有图 1 3
.

SN P I

U N P Z

SN P 3

SN P -

U SP o SN P x

SN 尹 i

U N P Z

S N 尸 :

S入尸 1

S人N尸

SN 尸
,

SN 尸日 l

sA 尸 2

{
sN ” ,

{
SN 尸。 SA N 尸2 { SN P l

生
0

图 12

一

百

图 13

如果 。< b < 粼 万歹
~

,
尸

:

是 不 稳 定结点
,

且存在 而 < 0 使得 当 。= 而 ,

石
3 , = 。,

或 当
。: < 而 ,

川
“)< 0 ,

即图 1 4
.

5 州尸 1

U N尸 :

sN , 1

{卿
1

{一
tJN 尸2 1U N p Z一 SN p l

望竺且SAU州 SA 几, SAU尸习 S

塑生生

ii 飞 b < 。,

当二 <
‘ ,

尸
:

足不稳定结点
,

一

尸
;

是鞍点
; 当 二 ~ 。,

尸
;

是鞍结点 (几;
2 ’> 0 ,

雌川

~ O )
.

由于当。
, 一

卜冈 仁一 。“ )
, 刀, 一)

一 叨 、。
一

) ,

类似于 b 一 l一。的分析
,

存在 爪一爪 (a
,

b) 使

得 当二 < 而 ,
尸 :
是稳定结点

,

当二一 。 尸 ,是鞍结点以{
‘’一。,

越
‘’< o )

,

当, 。> 丽 ,
p l
是鞍点

,

2
.

1一 b > 一 3方云
2

/ 4

i , b> 。,

相应于刀气 (~ 或>
、一 。

/b 咬即当 。~ 。‘ ,
时

2 ’

> (
.

一或 < 、())
,

我们有洛! 1 :
) .
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洲 ”!

恤
尸 1

知州 :
U N P Z { U N P Z t UN P Z I SN P z l

望尸
3

{
SA份”

3

{
SA”3

{
SA扩

2

{s
“尸

.

工
.

监

沉 刀名,

SN尸 1

UN P Z

SN P 3

SN P I

US P Z SNP 忿

SN P I

UN P Z

SNP 一 I

1

SAN PZ !

SN P I

SA尸:

1
呀

SN P l l

‘

望上2企竺少
N 尸3

{SA丫
;

{SN P I 22。

一
_

_
-

一一一
曰. . .

_

图 15

ii) b < 。,

当 。< 。气 尸
。

是不稳定结点
,

尸
3

是鞍点
,

当 m = 。气 p
Z

是鞍结点 (川
2 )> 。,

澎
, = 0)

.

由于 当m 。 + co (一 co )
, 9 1。 一 oo (o

一

)
,

存在。 = 而(
。 ,

b
,

l) 使得当 m < 。
,
尸 1
是

稳定结点
,

当。 = 。
,
尸 1
是鞍结点 (川” = o ,

形
, ’< o )

,

当。> 。 ,
尸1
是鞍点

.

当l一 b > 0 ,

由于g ‘

(m )> 0 ,

当。 = 一澎
.

感
~

(了二石了叠 一说
,

f (一 m / 3 )= 〔3(l 一 b) 〕
3‘2

/ 2 7 一“

> 0 ,

当m ” 一 co
,

f (刀
,
)” 一 co

,

存在 m ‘< 一 承 使得当 m = m 气 f (功 ) = o ,

当 m = 说
,

l一 b

< (=
,

或> ) 3 刁矛
,

f (一。 / 3 ) ~ 一 〔3 (l 一b) 〕
3‘“

/ 3 一 a > ‘~
,

或< )0
.

对于 l一 b < 3粼砂
,

当

m > 爪
,

f(, 朴 )> O ,

由于夕
‘

(m )> o ,
夕
‘

(。 )> o ,

我们有图 1 6 a
.

书个扮
一户件产I七> r比

图 16 a

对于 l一 b = 3刁砂
, 刀一方万是 (3

.

3 )的三重根
,

类似于图Zb
,

当川 < 爪
, : = f(川 的位置如 图

1 6a
,

当。) 爪
,

存在而> 滋
,

使得图 16b 成立
.

夕夕 八八
/// \~~~

r了1 < I)乙若 In 产产乙二 I产不 , , : 卜不

图 16 b

i) b < 0 ,

当l一b < 3粼 护
, 。< m 气 尸

2

是不稳定结点
,

尸
:

是鞍点
,

当 川 ~ 二苦 ,
尸

:

是鞍结

点
.

由于。、 + 二 、一二 )
, 。1。 一。 (0

一

)
,

当 。‘ < (=
,

或 > )一 a/ b
,

即 川
‘)> (一

,

或 < )。
,
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存在而
釜 < (~

,

或> 夕m 补
使得当m < 爪

,
尸1
是稳定结点

,

当。 , 而
,
尸 1
是鞍结点

,

当。> 币 ,
P l

是鞍点
,

_

当 l一 b ~ 3刁砂
, 。= 爪 ,

尸1
(, 1 < 0) 是三 重奇点

.

当川~ 而
,

如果刀
:

~ 一 a/ b
,

则 当说

< 。< 而 ,
尸 1
是鞍点

,

尸
2

是不稳定结点
,

尸
3

是稳定结点 ; 当 m ~ 而
,
尸 1
是鞍点

,

p
:

是高阶奇

点; 当m > 而
,
尸 ,
是鞍结点

.

如果 当。= 而
, , :

< 一a/ b
,

即川
2 )> o ,

存 在 ,二 ‘
(爪< 。 ‘

< 而 )使

得当 m > 爪
,
尸:
是鞍点 ; 当爪< 。< 而

,
尸 :
是不稳定结点

, 。一而
,

尸
2

是高阶奇点 ; 当 m < m ‘,

尸
3

是鞍点
, 。= 爪 ’ ,

P
。

是鞍结点
, m ‘

< 。 < 而
,
尸

3

是稳定结点
.

当。= 爪 ,

如果 , 2

> 一 a/ b,

即从
, )< o ,

当爪< m < 爪
,
尸

3

是s N ; 如果 当爪< m < 而
,

从幻 特 。,
尸:
是S A

,

当 m = 而
,
尸 2是

S A N ; 尸1的性质可 以类似l一b < 3粼砂的情况讨论
,

如果存在。 “

(爪 < m “

< 。)使得川
2 )二 o ,

则 当。 > 爪
,
尸 ,
是S A ; 当爪 < m < m “ ,

尸
2

是 U N
,
附= 。 “ ,

尸
2

是 S A N
, 川 “

< 阴< 爪
,
尸

:

是

S A , 。= 而 ,
尸

:

是S A N ; 当承 < 。 < 爪 ,

P
3

是S N
.

ii)
厂

b < o ,

当卜 b < 3粼砂
,
尸1是 S N ; 如果 当 哪二耐

,
’

沪 < 一a/ b
,

则 当 。< 耐
,
尸提

V N
,

且存在“ < m ,
使得当m < 。

,
尸

3

是S N , 当m 一而
,
尸

3

是 S A N ; 当m > 两
,
尸

。

是S A
.

类

似地
,

对于 , 怜 ~ 一 a / b( 或> 一 a / b)
,

我们有相应的结果
.

因此
,

对于沪 < (一
,

或> )一
a / b,

相应的分支图如图 15
.

当l一 b一 3方矛
,
尸 1
是三重奇点 (当阴~ 仇 ); 当仇< 。< 而

,
P l是S N

,

尸
2

是S A
,
尸

3

是 S N ; 当。一而
,

P l
是 S N

,
尸

2

是S A N ; 当m > 而
,
尸1
是S N

.

对于 l一 b> 3粼砂
,

令 。 ‘

~ 材不丁马了
,

类似图 2 ,

我们有图 17
.

rr :
<

I) ; , = z产王, , 尹L
.

< 尹尹上< 一 一 , , L
’

簇
, , :

压 , , : , , , :
<

I, : <
一, z : 1

甘
·

】
, , ; > 肛 :

图 17

当 l一b> 3刁砂
,

如果b> o , 。> 。气 我们有图 1 8
.

SN 尸 ,

S N P 一 1 SA P Z

.

{
⋯、N 尸 1

{SA粤p
Z

{
SN p 3

图 18

其 中m Z> 。 , > 斌
一

J口二可
, 刀3

( 夕
2
成刀

, .

对于。( 、气 相应的结论如l一 b< 3刁丁 的情况 (ii )
.

如果b < o ,

当m < 1
沪

,
尸

:

是 U N
,
尸

3

是 S A (。< 夕2

< 从) ; 当m 一。气 尸
:

是鞍结点
.

由于

(夕
‘、

,

二~ 一 夕万
_

_ _

3川 + 2。夕‘+ (l一 b )
(‘= 1 , 2 ,

当。< 。
: , 刀 ,

单调减
,

当。 = 。 2

(或。 1 )
, 夕1

(或刀
:

)与脚重合
,

3 )

当水 : < 。 < 。
2 ,

脚单调增加
,

当
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水> 吸
, 夕:

单调减
.

当优一m : ,

如果 几{
’)= o ,

即 夕1 - 一 a / b
, ,二 2

= 3 a / Zb + b (l一 b) / Z a ,

由于 当 , ;
< 。 : , y ,

>

一 a / b
, , 2 , 夕3

< 一 a / b
,

我们有 几l
, ’< o ,

几{
2 )> o ,

几{
3 )> o ,

即图 1 9
.

m一
尸A叹�

rl!11l-111

丛些企妙夕
2

SN P l

SA N j,

{
, ;N 尸‘

{
U N ‘”

} S A P :

US P Z

SA 尸3

I尹之
乃

宁1

1!l
�

11

J丫口之N父曰
一

!11!
门L

图 19

当m ~ 。 2 ,

< 歹
,

当阴> 峨 : ,

如果
飞久{” > o ,

令夕
2
~ 歹

,

由于当。
1 < m < 。

: ,

脚< , 2
< 歹

,

当 。= 。 1 , 刀, ,
叠歹

块> 乳 由于当。。 一 co
, , 1 0 0 一 ,

存在而使得 当。< 而
,
尸1
是 S N ; 当。二爪 ,

尸 , 是 S A N ,

当而< m < 。
2 ,
尸1
是鞍点

,

关于尸
2 ,
尸

。

有图 20
.

U N 尸
, !

: 、尸 、

!s、
_ _ _ 二」_

_

u N I。 : }、人N 尸
2

S 八尸 ,

{
、人多

飞_

毋

}

{
S入尸

凡_ _ _

二,一尸N�人
�卜

l一!一

叭⋯
I了乙2

图 20

当m 一。
2 ,

如果 从
, ) < 0 ,

当m < 。
2 ,
尸1
是S N

.

如果 当m ~ 。 , , m l ~ 3a / 2b + b( l一b ) / 2a
,

久1
2 ) = o ,

我们有图 2 1
.

SN P I

迎些

S N P -

、l’) 二 几), )

、N 尸 ,

{
S‘尸2

{
异八鱼工

{

S A N 尸: ;

{

SA I
, 3 rs八j

,

二

l|||仁

O
一

一一一

圈 2 1

当 。 ~ 。 , ,

冲
, > 0 ,

存在。 (m
, < 。< m :

)使得形
2 , 一 O ( 当m = 。 )

,

类似地
,

我们有图 2 2哥

卜丫 jJ

U N 尸2 }

SA 尸: {

S N P -

SA N P Z

I ]乙

SN I
, ;

SN P I

SA N 尸

}sN 尸-

⋯
‘JN 尸,

! SA p ,

SN p z {

S‘N ”
2

{
_

世月
I ]之

sN 尸 r l

sA 尸 2

{
SA p 3 1

SAN P Z

SA 尸3

矶 2

SA 尸3 m

!11!
-

图 2 2

当 。一。 1 ,

川
2 ) < o ,

由于当
1、今 十 co

,

定结点 ; 当。 ~ 而 ,
尸 是鞍结点 ; 当。> 而

,

可能的
.

图23 给出而 < 出 2
的结论

.

刀。

” 一 co
,

存在而> 川 工

使得当m ;
< 。 < 而

,
尸

3

是稳
尸 是鞍点

.

其中。 < 。; :
。或。一

, : 2 ,

亥纂
。 : 2 )都是
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!!111

、

,、

: 、 ,
」 ,

{
z!N z

, 2 {

、、尸 3

{
SN P -

S A N 尸 2 S N P I

SN P x

SA N 尸 2

}sN 了
, 1

{
S“”2

}S N P 3

77 忑1

图 2 3

1 SN P I

{
S‘” 2

户竺丝

、N ,
, 、

!
SA 尸 2 }SA N 尸2

sA 尸。{sA 尸
3

}
{

{
sA 尸。 ,。

r111
一

‘
L一

r||月一

注2 类仪于图G
,

7
,

9
,

相应于无穷远奇点分支
,

我们可以获得所有奇点的位置图
.

这在研究 LC 分

支是极其有用的
。

系统 (1
.

2 )当
n = 。的无穷远奇点尸 (x

, 1 , 。、的二坐标和特征值满足

f(x) 二以
“
一 (b + l)扩一 二x 一。

几1 - 一 3 a扩 + 2 (b + l)
% + 。一 一 f

产
(% )

,
几

:

~ 一 a % “
一 bx

(3
.

5 )

(3
.

6 )

当b + l一 (>
,

或 < 飞o
,

(
、 ,

z) 平面 !夕= 了(x) 的位置如图 2 4
.

井 从
一

n 上< 0 m 二 0
22之) 0

一

钾
里

味
/

一

升件斗
一

卡
, , :

’

( , , : < 不 ,”
》 m

辛
)

卞份共专牛
,炸 < 0

, , : 二 0 0 < , ,卫< , , : . , , : ” m
. , , : ,

< , , ,
< 而

I,了
) 万王

图 2 4

其中
, , ; 关 - 一 ‘b + l、
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