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摘   要
本文推广了 T ikhonov正则化方法,导出了带复数核的第一类 Fredholm 积分方程的正则解应

满足的正则积分微分方程,并讨论了正则解的收敛性# 作为这一方法的应用, 数值求解了与二维

摇板造波问题相应的一类逆问题,并给出了选择最佳正则参数的一个实用的方法# 

  关键词  逆问题  第一类 F redholm 积分方程  复数核  正则化方法

k 11 引   言

最近几十年来, 数学物理和应用数学中的逆问题已引起人们越来越大的兴趣,其中很多逆

问题, 如遥感遥测、间接测量、参数识别等, 经常可归结为第一类 Fredholm 积分方程的求

解
[ 1, 2, 3] # 

      Q
b

a
K ( y , x ) f ( x ) dx = g( y )   ( c [ y [ d ) (111)

式中, 积分核 K 为一表述物理现象的已知模型, g 是已知的数据函数,而 f 是待求函数# 上式

还可更一般地表示为

      Af = g (112)
其中, A : X y Y 是一个线性算子( X , Y 通常是 Hilbert空间) # 由逆问题导出的算子 A 通常

是一个作用在无穷维空间上的紧算子# 因此,方程( 112)通常是不适定的, 即使方程的解存在

且唯一,但它并不连续依赖于数据 g
[ 4] # 有许多恢复解的稳定性的方法, 其中 Tikhonov 正则

化方法可能是最常用的# 带实数核的第一类 Fredholm 积分方程的正则解已有过广泛的研究

# 然而,从许多实际问题中抽象出来的这类积方程含有复数形式的积分核,有时还可能以一个

无穷级数的形式出现# 迄今为止, 带复数核的第一类 Fredholm 积分方程的求解方法尚未见诸

文献# 
本文则研究了带复数核的第一类 Fredholm 积分方程(包括核是个无穷级数的情况)的正

则化解法及其数值处理# 我们在第二节中将 T ikhonov 正则化方法加以推广,导出了这类积分

方程的正则解应满足的正则积分微分方程# 进而在第三节中研究了近似正则解的收敛性问题

# 最后,作为这一方法的应用, 在第四节中数值求解了与二维摇板造波问题相应的一类逆问

题,并给出了选择最佳正则参数的一个实用的方法# 
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k 21 T ikhonov正则化方法的推广

设积分核 K 是在[ c , d ] @ [ a, b ]上的连续的复数函数, X 和 Y 分别取为H
1
[ a, b] 和 L 2

[ c, d ] ,其中, L 2[ c , d ]和 H
1
[ a, b]分别是复Hillbert 空间和复 Sobolev 空间, 记 +, +Z 和< ,

> Z 分别为空间Z 的模和内积# Tikhonov 泛函取为 M
a
( f , g) = +Af - g +2

L
2
+ a8 ( f ) ,其中

8 ( f ) = Q
b

a
q 0( s)

df
ds

2

+ q1( s ) | f ( s) |
2
ds 为稳定泛函,而 q 0, q1 是已知的正函数, q 0有

连续的一阶导数, A(> 0)是一个适当选择的常数, 称为正则参数# 方程(112)的正则解 f a 即

为使泛函M
A
( f , g)最小的函数# 

T ikhonov[ 5]最初采用的是 q0= 1, q 1= 1;而 Phillips[ 6]采用 q 0= 1, q1= 0他们都成功地给

出了一个恢复第一类积分方程解的稳定性的数值算例# 在 T ihnlnov 的方法中, 为了恢复第一

类积分方程解的连续依赖性,解的先验信息的利用起着重要的作用# 之后,许多研究者对 q 0

= 0, q1= 1的情况, 作了大量研究# 为简便计,本文仅考虑 q0= 1, q1= 1的情形,这时 8 (f )= +f

+2H 1# 

定理 211  设 A : H
1
[ a , b] y L 2[ c , d ]是一个有界线性算子,则对任意 g I L 2[ c , d ] 存在

唯一的 f A I H 1
[ a, b ]使

      M
A
( f A, g) = inf

f I H 1[ f , g]
M

A
[ f , g] (211)

而且 f A满足正则方程

      Af A+ �A
*
Af A = �A * g (212)

其中, �A * 为 A 的伴随算子# 

证明  对任意 f I H 1
[ a, b] ,有

     +Af - g +2
L
2
+ A+f +2

H
1 = + Af A- g +2

L
2
+ A+ f A +2

H
1 + +A ( f - f A) +2

L
2

  + A+ f - f A+2
H
1+ 2Re3f - f A, Af A+ �A

*
( A f A- g )4H 1

从上面方程易知,条件( 212)是 f A极小化泛函M
A
( f , g )的充分必要条件# 

定义算子 T : H
1
[ a, b ] yH 1

[ a, b]为 T = AI + �A *
A ( I 为单位算子) # 则对任意 f I H 1

[ a, b ] ,有

      A+f +2
H
1 [ A+f +2

H
1 + +Af +2

L
2
= Re3Tf , f 4H 1

从而, T 是一个严格强制算子, 由 Lax_M ilgram 定理知, T 有一个有界逆算子 T
- 1
: H

1
[ a, b ]

y
H
1
[ a, b]   Q. E. D

注记 1 在本文对核 K 的假定下, 方程(11 2)中的算子 A 是一个有界线性算子[ 4]# 

注记 2 记 A + 是 A 的广义 Moore_Penrose逆算子,则对每一个 g I D( A + ) = R ( A ) + R ( A ) L , 当 Ay 0
时, f Ay f = A + g ,而且, 如果 f I R (�A * A ) , 则+ f - f A+ H

1= o ( A) ; 如果测量数据 g D满足 +g - gD+ L
2

[

D, 并记 f D
A为方程( 21 2)中用 g D替代g 时的相应的解,则存在 A= A( D) y 0(当 Dy 0 时) ,使 + f - f D

A+ H
1= o

( D2/ 3) [ 7] 前者说明,用正则解 f A来作为原方程的近似解是可行的, 后者说明正则解 f A是连续依赖于初始数据

g 的# 

正则方程( 212)在正则解的数值求解中是不方便的,为此,我们给出它的显式方程# 任取

v ( s) I H 1
[ a, b ]及 K\0,作 K的二次函数

     G ( K) = M
A
( f + Kv , g) = M

A
( f , g) + KH ( f , g ) + K2MA

( v , g)
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其中

  H ( f , g ) = Q
d

c Q
b

a
K ( y , x ) f ( x ) dx - g( y )c� � � Q

b

a
K ( y , s ) v ( s ) ds和复 dy

+Q
d

c Q
b

a
K ( y , x ) f ( x ) dx - g ( y ) f� � ( gQ

b

a
K ( y , s) v ( s) ds

� � (

dy

+ AQ
b

a

df
ds

� � 1

d�v
ds

� � + f ( s ) v ( s)� � � 是ds + AQ
b

a

df
ds

( 
d�v
ds

A

� � (

+ f ( s ) v ( s)

" " 初采 用

ds

= Q
b

a Q
b

a
K
*
( s, x ) f ( x ) dx - b ( s) - A

d
2
f ( s)

ds
2 - f ( s )息的  之 v ( s ) ds

+Q
b

a Q
b

a
K
*
( s , x ) f ( x ) dx - b( s ) - A

d
2
f ( s)

ds
2 - f ( s)y� � (

[  , d
v ( s) ds

+ Af c( s ) v ( s) b
a+ Af c( s ) v ( s) b

a

其中, K *
( s, x ) = Q

d

c
K ( y , s) K ( y , x ) dy , b( s ) = Q

d

c
K ( y , s) g( y ) dy , 其中上面的横线表示

取共轭# 

因为 M
A
( f , g) 在 f A处取极小值等价于G ( K) 在 K= 0处取极小,即dG ( K) / dK K= 0 = 0,

从而, H ( f , g) = 0# 于是由 v 的任意性,我们可得如下的正则方程

Q
b

a
K
*
( s , x ) f ( x ) dx - A

d
2
f ( s)

ds
2 - f ( s ) = b( s) (213)

及边界条件

f
c
( s ) v ( s )

b
a = 0 (214)

如果已知方程( 112)的解 f ( x )的区间[ a, b] 端点的值,例如 f ( a)= 0, f ( b ) = 0, 则我们

取 X 为H
1
0[ a, b] (由在区间[ a, b ]端点取同样值的复数函数组成的一个复 Sobolev 空间) ,从

而必有 v ( a)= 0, v ( b)= 0,于是条件(214)自动满足# 这样,寻找正则解 f A( x )的问题可归结

为求解如下的边值问题

P1:

Q
b

a
K
*
( s, x ) f A( x ) dx - A

d
2
f A( s )

ds
2 - f A( s )从而� � (T = b ( s)        ( 215)

f A( A) = 0, f a( b ) = 0                     (216D )

如果所求的解不满足齐次边界条件( 216) ,比如 f ( a) = G1, f ( b ) = G2,则我们可令 f ( x )

= f
*
( x ) + q( x ) , 其中 q ( x ) =

1
b - a

( ( b - x ) G1+ ( x - a) G2) , 这时 f
*
( a ) = 0, f * ( b) =

0# 于是我们可以先计算对应于 f
*
( x ) 的满足如下边值问题的正则解 f

*
A

Q
b

a
K
*
( s, x ) f

*
A ( x ) dx - A

d
2
f
*
A ( s)

ds
2 - f

*
A ( s) f= b

*
( s)

f
*
A( a) = 0,  f *A ( b) = 0

其中, b
*
( s ) = Q

d

c
K ( y , s ) g( y ) -Q

b

a
K ( y , x ) q( x ) dx �K� �, �作

dy , 然后取原问题的正则解为

f
*
A ( x ) + q ( x )# 

如果我们对方程( 112)的解 f ( x )在区间[ a, b ]端点的值一无所知,则条件( 214)等价于

f c( a )= 0, f c( b)= 0# 这时,边界条件(216)则变为

f A
c
( a) = 0,  f Ac( b ) = 0 (217)
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如果所求的解不满足条件( 217) ,则可对其用上述的方法处理# 

k 31 收敛性分析

不失一般性,我们可仅考虑边值问题 P1的情况# 用权因子 w j =
1
h
,将 P1离散即得

  E
n

i= 1
hK

*
( s j , x i ) f

i
A- A

f
j- 1
A - 2f

j
A + f

j+ 1
A

h
2 - f

j
A s� � v (= b ( sj )  ( j = 1, 2, ,, n ) (311)

其中 , h =
h - a
n + 1 , x j = s j = h @ j ( j = 1, ,, n) , 而 f

0
A = f A( a) = 0, f

n+ 1
A = f A( b ) = 0 ,

线性代数方程组( 311)可简记为

A n + A Cn/ h
2
+ I n� �( s

� ��

f̂
n
A= Bn (312)

其中, f̂ n
A= ( f

i
A)
T
n , 即为边值问题 P1的近似解, I n 为n 阶单位矩阵# 

现在我们来考虑差分格式( 311)的收敛性# 记 F
i
A( i = 1, 2, ,, n )为边值问题 P1 的解在

x = x i 处的精确值# 则我们有

定理 311  假设 f A I C
4
[ a, b] , 核 K

*
( s, x ) 关于 x 有二阶连续偏导数, 则 f̂

n
A y F̂

n
A=

(F
i
A)
T
n  ( n y ] ) # 

证明  由数学分析的知识可知,

    E
n

i= 1

hK
*
( s j , x i ) F

i
A
i
- A

F
j - 1
A - 2F jA+ F

j + 1
A

h
2 - F

j
A为� � �

= b( s j ) +
( n + 1) h3

12

52( f A( x ) K *
( sj , x ) )

5 x 2 x = N
-
h
2

12
f
( 4)
A ( Gj ) (313)

其中, N I ( a, b) , Gj I ( xj - 1, xj + 1) ( j = 1, 2, ,, n)# 

将( 311)和( 313)相减,即得

A n + A Cn/ h
2
+ I n a �如� �a (Pn = G n

其中

Gn = ( g i )
T
n , g i =

( n + 1) h3

12

52( f A( x ) K * ( sj , x ) )
5 x 2 x = N

- A
h
2

12
f
( 4)
A ( Gi )  ( i = 1, 2, ,,

n)

于是, Pn = ( A n + A{ Cn/ h
2
+ I n} )

- 1
G n,其中 P n = ( F

i
A- f

i
A)

T
n # 由于 n y ] 时, Gn y 0,

从而, Pn y 0 #  Q1E1D# 

在实际问题中, 核往往是个无穷级数# 设 K
*
m( s , x ) , bm ( s) 分别是 K

*
( s , x ) 和 b ( s) 的

前 m 项和 # 则一个好的近似正则解可以通过下列方程解得

( A
m
n + A{ Cn/ h

2
+ I n ) } f̂

n
Am= B

m
n (314)

其中, A m
n = ( hK

*
m ( sj , x i ) ) n@ n , B

m
n = ( bm ( si ) )

T
n , f̂

n
Am = ( f

i
Am )

T
n # 

定理 312  如果 K
*
m ( s, x ) y K

*
( s , x ) , bm( s ) y b( s ) 对任意 x , s I [ a, b ] 一致成立

(当 m y ] 时) ,则 f̂
n
Am y f̂

n
A (当 m y ] 时) # 

证明  将( 312)与( 314)相减, 可得

( A n + A{ Cn/ h
2
+ I n } ) ( f̂

n
A - f̂

n
Am ) = ( A

m
n - A n) f̂

n
Am + ( Bn - B

m
n )

于是, f̂ n
A - f̂

n
Am = ( A n + A{ Cn/ h

2
+ I n } )

- 1
{ ( A n - A

m
n ) f̂

n
Am + ( Bn - B

m
n ) }
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由条件知, A n- A
m
n y 0, B m

n y Bn (当 m y ] 时) , 从而 f̂
n
Am - f̂

n
A y 0(当 m y ] 时) # Q1E1 #D

k 41 算   例

作为这一方法的应用,在这一节中我们考虑二维半无限长水槽摇板造波问题及其相应的

一类逆问题# 

二维半无限长水槽摇板造波正问题的提法如下: 如图 1所示,水槽中 x = A处有一摇板,

以圆频率 X在微幅振荡下造波, 这时摇板在水槽中产生一右传波# 

    图 1  摇板造波                   图 2 压力造波

在线性势流理论范围内, 水槽中的流场可以用速度势 <d ( z , x ) exp[ - i Xt ]描述,它可表示

为[ 8]

<d ( z , x ) = A
*
0
cosh k0( z + h )

cosh k0h
exp[ ik0( x - a) ] + E

]

i= 1

A
*
j coskj ( z + h) exp[- kj ( x - a) ]

式中, k 0 和 kj ( j = 1, 2, ,) 分别由色散关系 X2/ g* = k 0tanh k0h 和 X2/ g * = - kj tan kjh确

定, g* 为重力加速度, 系数 A
* 和 A

*
j 由摇板上的边界条件确定, 即5 <d ( z , x ) / 5x x= a =

f ( z ) ,其中, f ( z ) 为摇板的法向速度,这样

A
*
= -

i
k 0 p 0Q

0

- h
f ( z )

coshk 0( z + h)

cosh k0h
dz ,  A *j = -

1
kjp jQ

0

- h
f ( z ) coskj ( z +

h ) dz

而

p 0 = Q
0

- h

cosh2 k 0( z + h)

cosh2 k 0h
dz ,  pj = Q

0

- h
cos2 kj ( z + h) dz  ( j = 1, 2, ,)

速度势 <d ( z , x )就是正问题的解# 

现在, 来考虑这样一个逆问题: 即在自由面[ 0, a] 上寻求一压力脉动 Re{p̂ ( x )exp[ - iXt ] },

使由其产生的速度势 <i 可在 x \a 的流场中模拟摇板产生的势<d ,其中 Re 表示取物理量的

实部, p̂ 为脉动压力幅值的分布形态, X为压力脉动频率,如图 2所示# 

在这一压力作用下, 场中的速度势可记为 <i ( z , x ) , 它由二维 Laplace 方程, 池底条件, x

= + ] 处的辐射条件,自由面条件
5 <i
5 z -

X2

g
* <i =

iX
Qg *

p̂ , (0 [ x [ a)

0, ( a [ x )

( Q为水密度) , 及池壁

条件5 <i / 5x x = 0 = 0确定 # 我们还要求在原先的摇板位置上速度势 <i ( z , x ) 满足原物面的

边界条件
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5 <i /5 x x = a = f ( z ) (411)

为方便计,记 p ( x ) = ( i X/ Qg* ) p̂ ( x ) , 并称之为压力分布 # 

为满足池壁条件,我们对 <i 关于 x = 0作偶延拓,并让压力分布在[ - a, a]上# 易知,当

p ( x )为偶函数时,池壁条件自动满足# 

自由面上 D( x- N)型的压力脉动产生的速度势为[ 9]

<i ( z , x ) = B 0
cosh k0( z + h )

coshk 0h
exp[ ik0 | x - N| ]

+ E
]

j= 1
B j coskj ( z + h ) exp[- kj | x - N| ] (412)

其中 B 0 =
i

tanh k0h + k 0hsech
2
k 0h

,  B j = 1
sinkjh + ( kjh/ coskjh )

  ( j = 1, 2, ,)

于是,当在[ - a, a]上有 p ( x )型压力分布时,有

<i ( z , x ) = Q
a

- a
B 0
coshk 0( z + h)

coshk 0h
exp[ ik 0 | x - N| ]

+ E
]

j= 1
B j coskj ( z + h ) exp[- kj | x - N| ] p ( N) dN (413)

在 x = a上,由条件( 411)可得

Q
a

- a
ik 0B 0

coshk 0( z + h)

coshk 0h
exp[ ik 0( a - N) ]

- E
]

j= 1

kjB j coskj ( z + h ) exp[- kj ( a - N) ] �p ( N) dN= f ( z )

当 p ( x )是偶函数时,上式还可记为

Q
a

0
2ik 0B 0

coshk 0( z + h)

coshk 0h
exp[ ik 0a] cosk0Na

- E
]

j= 1

2kjB j coskj ( z + h ) exp[- kja] coshkjN �p ( N) dN= f ( z )

即 Q
a

0
K ( z , N) p ( N) dN= f ( z ) (414)

这是一个带复数核的第一类 Fredholm 积分方程, 其中

K ( z , N) = 2ik0B0
cosh k0( z + h )

coshk 0h
exp[ ik0a] cosk 0N

- E
]

j= 1
2kjBj coskj ( z + h) exp[- kja] cosh kjN

而 p ( x )即为逆问题的解# 

作为一个算例, 我们取 f ( z )= 1, a= 1, 并对 h = 1, X= 415计算 f̂
n
A # 计算 f̂

n
A 的关键是

如何选择一个最佳的正则参数 A# 我们的方法如下: 首先选择一个序列 Aj = A0 @ 10- j ( j = 1,
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2, ,) ,其中 A0 是一个适当选择的常数, 并取若干个 j 的值求解方程( 312)# 我们发现,一定存

在一个 j 0(在我们的例子中, j 0= 12) , 当 j = j 0时,得到的解是不稳定的,而当 j = j 0- 1时解

开始趋于稳定, 然后对取定的 j= j 0- 1, (1)取若干个 n 的值(例如, n = 55, 111) ,检查所得解

是否稳定和收敛; (2)取若个 x 的值,检查 <i ( z , x )和 <d ( z , x )是否一致# 如果结果不满意,

可修改 A0 的值,或取 j = j 0- 2, 重复步骤(1)和(2) , 直到得到满意的结果为止# 图 3和图4表

明了正则参数对正则解的收敛性和稳定性的影响,而图 5示出的是在 x = 310(米)时相应的正

逆问题的速度势 <i ( z , x )和 <d( z , x )之比较# 由图可知, 所得正则解是稳定和收敛的,而且,

此时正逆问题的速度势是吻合的# 

本文的结果表明,推广后的 Tikhonov 正则化方法对恢复带复数核的第一类 Fredholm 积

分方程解的稳定性是十分有效的# 

图 3 当 A= 51 725@ 10- 12时,方程( 41 4)的解

此图表明, 积分方程( 414)的解是不稳定的

图 4  正则参数对正则解的稳定性和收敛性的影响

(实线表示当 A= 21 92 @ 10- 10时, 在 n= 55, 111 二种情

况下的正则解, 虚线示出的是当 A= 21 92 @ 10- 11时,

在 n= 55, 111 二种情况下的正则解)
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图 5 当 A= 21 92 @ 10- 10, x = 31 0(米)时,正逆问题速度势之比较

( ) ) ) : <d ; ,: <i )
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On the Regularization Method of the First Kind Fredholm

Integral Equation With a Complex Kernel and its Application

You Yunxiang  M iao Guoping
( Shan ghai J ia o T on g Univ er sit y , Shangha i 200030, P . R . Chin a )

Abstract

The regularized integrodifferential equation for the first kind Fredholm integral equation with a

complex kernel is derived by generalizing the Tikhonov regularization methodand the convergence of

approximate rgeularized solutions is discussed. As an application of themethod, an inverse problem in

the two_demensional wave_making problem of a flat plate is solved numerically, and a practical ap-

proach of choosing optimal regularization parameter is given.

Key words  Inverse problem, Fredholm integral equation of the first kind, complex kernel, regular-

ization method
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