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摘   要

本文采用状态空间精确线性化方法研究 Rayleigh 数可控的 Lorenz 系统中混沌的控制问题# 

在证明系统可以精确线性化的基础上,借助非线性反馈构造出变换关系使原系统转化为线性可控

系统而实现控制,并给出了控制算例# 

  关键词  Rayleigh 数  Loreng 系统  混沌

k 11 引   言

近年来控制混沌问题引起物理、力学和工程界的重视[ 1~ 6] # 大多数控制方案都是由实验

或理论物理学家及数学家首先提出而没有采用控制工程中的常用方法# 这里以一个典型的呈

现混沌性态的动力学系统 ) ) ) Lorenz 系统
[ 7]

为例, 采用非线性控制系统设计中的状态空间精

确线性化方法[ 8]控制混沌# 本文首先总结控制 Lorenz 系统中混沌的进展, 其次为方便计概述

状态空间精确线性化方法,然后利用该方法设计控制 Lorenz 混沌的非线性反馈控制律,最后

给出数值算例# 

k 21 Lorenz 系统中的混沌及其控制

Lorenz系统是数值实验中最早发现的呈现混沌运动的耗散系统
[ 7]

,其状态方程为

Ûx 1 = P ( x 2- x 1)

Ûx 2 = Rx 1 - x 2- x 1 x 3

Ûx 3 = x 1 x 2- bx 3É º

(211)

系统( 211) 的一个简单物理实现是流体在下方加热上方冷却的热对流管中的环流,此时, x 1 是

流体速度, x 2 和 x 3 分别为水平和铅垂的温度差, P 与流体的 Prandt l数成比例, b 是与空间相

关的常数, R 与流体的 Rayleigh 数成比例# 系统( 211) 的混沌行为已有系统研究[ 9] ,随着控制

混沌问题引起人们注意, 控制系统( 211)中的混沌也有一系列工作# 

就控制机制而言,最简单的是开环的输送控制,可以根据目标动力学行为设计外激励型控
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制 u1( t ) , u 2( t ) , u3( t )使得

Ûx 1 = P ( x 2- x 1) + u 1( t )

Ûx 2 = Rx 1 - x 2- x 1 x 3+ u2( t )

Ûx 3 = x 1 x 2- bx 3+ u3( t )力学

(212)

的动力学行为渐近于目标行为[ 10~ 12] # 控制也可设计成为参数激励的形式[ 13]而成为参数输

送控制

Ûx 1 = (P + u 1( t ) ) ( x 2 - x 1)

Ûx 2 = ( R + u2( t ) ) x 1- x 2- x 1 x 3

Ûx 3 = x 1 x 2- ( b + u3( t ) ) x 3

(213)

(参数)输送控制对于控制目标及初值都有严格的限制# 在受控系统( 212) 中控制 ui ( t ) ( i=

1, 2, 3)加上闭环部分便得到应用于 Lorenz 系统的开闭环控制
[ 14]

, 类似地参数开闭环控制
[ 15]

可以应用于受控制系统( 213) # 

反馈的引入提高控制效果,也可减少相应的控制参数, 研究较多的情形是

Ûx 1 = P ( x 2- x 1)

Ûx 2 = Rx 1 - x 2- x 1 x 3+ u( x 1, x 2, x 3)

Ûx 3 = x 1 x 2- bx 3�

(214)

分别采用线性反馈控制和有界棒 ) 棒控制[ 16]、常规线性反馈控制[ 17]、基于反馈线性化的非线

性控制[ 18]和全局镇定的非线性反馈控制[ 19]等方案# 

从物理实现看, Rayleigh 数较为容易控制# 例如,可以由加于环流管底端的热量来调节# 

故受控系统

Ûx 1 = P ( x 2- x 1)

Ûx 2 = ( R + u ( x 1, x 2, x 3) ) x 1- x 2- x 1x 3

Ûx 3 = x 1 x 2- bx 3

(215)

比系统( 214)更容易实现# 系统( 215) 可以用参数变更结合控制持续[ 20] 控制, 也可用相应

Poincar�映射的迭代序列和内插技巧[ 21]控制# 然而从控制工程角度看,系统( 215) 研究很少,

仅有用基于线性化系统传递函数的比例控制及比例积分控制
[ 22] # 这里我们将设计非线性反

馈控制律控制系统( 215) # 

控制 Lorenz 系统中混沌还有其它工作# 例如, 可以用基于 Kalman 滤波状态估计的随机

最优控制[ 23] ,还可以用基于一类 3层前馈神经网络的最优控制[ 24] # 

k 31 状态空间精确线性化

考虑单输入非线性控制系统

Ûx = f ( x ) + g( x ) u (311)
其中, x I R

n 和 u I R
1 分别是状态变量和控制参数, f : R

n y R
n 和g : R

n y R
n 均足够光滑, 则

f 和g 为R
n 中的光滑向量场# 记

ad
k
f g( x ) = f , ad

k- 1
d g I� � ( x )  ( k \ 1) ,  ad

0
f g( x ) = g ( x ) (312)

其中, [ X , Y ]表示向量场 X 和 Y 的 Lie括号# 可以证明
[ 8]

当且仅当条件:
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11 矩阵

C = g ( x 0) , ad f g( x 0) , ad
2
f g ( x 0) , ,, ad

n- 2
f g( x 0) , ad

n- 1
f g( x 0)

! ! x

(313)
有秩 n , 和

21 在 x 0 附近分布

D = span g , adf g , ,, ad
n- 2
f g� � [ (314)

对合,成立时,存在定义于 x 0 邻域 U( x 0)的实值函数 K( x )满足

L gK( x ) = L ad
f
gK( x ) = ,= L ad

n- 2

f
gK( x ) = 0  ( x I U( x 0) ) (315)

且      L ad
n- 1

f
gK( x 0) X 0 (316)

其中, LXK为实值函数K对向量场X 的 Lie导数# 进而在 U( x 0)中存在变换

z = z 1, z 2, ,, z n , 研
T
= 5( x ) = U1( x ) , U2( x ) , ,, Un ( x2 )

  -x

T

= K( x ) , L f K( x ) , ,, L
n- 1
f K( x )

� �(

T
(317)

及      v = b( x ) + a( x ) u (318)
其中     a( x ) = LgL

n- 1
f K( x ) ,   b( x ) = L

n
f ( x ) (319)

使得系统( 311) 在变换( 317)和( 318)下化为线性可控系统

Ûz 1 = z 2,  Ûz 2 = z 3,  Ûz n- 1 = z n ,  Ûz n = v ( 3110)

k 41 Rayleigh 数可控 Lorenz 系统的非线性反馈控制

现研究 Rayleigh 数可控的 Lorenz 系统( 215) ,将( 215)与( 311) 式比较知 n = 3 且

f ( x 1, x 2, x 3) =

- Px 1 - Px 2

- x 1 x 3+ Rx 1 - x 2

x 1x 2- bx 3制 律

, g( x 1, x 2, x 3) =

0

x 1

0还可

(411)

我们先证明当 x 1 X0 且 P ( 2P- b ) X 0 时, 系统(215) 可化为线性可控系统(3110) , 为此只须

验证条件 1 和 2# 事实上, 由(411)和(412)式知

ad f g =

- Px 1

( 1- P ) x 1+ Px 2

- x
2
1 滑f ,

ad
2
f g =

P (P - 1) x 1 - 2P 2
x 2

- x
3
1- 2Px 1x 2+ (2PR + P

2
- 2P + 1) x 1+ P (1 - P ) x 2

(3P - b - 1) x
2
1- 2Px 1 x 2群  

(412)

故  detC =

0 - Px 1 P( P - 1) x 1 - 2P
2
x 2

x 1 (1 - P ) x 1 + Px 2 - x
3
1 - 2 Px 1 x 3 + ( 2PR + P

2
- 2P + 1) x 1 + P (1 - P ) x 2

0 - x
2
1 (3P - b - 1) x

2
1 - 2Px 1 x 2

= P( 2P - b) x
4
1 ( 413)

从而知当 x 1 X0 且 P (2P- b ) X 0时 det C X 0, 故 C 的秩为 3# 又由(411)和(412)式
g , ad f g处的 p= 0 (414)

仍在 D = span{ g, adf g } 中,故 D 是对合的# 由上节知识知( 215)式可化成( 3110) 式的形式

# 
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为构造变换( 317) ,须先求出 K( x ) , 由( 315)式知

L gK( x ) = x 1
5 K
5 x 2

= 0 (415)

L ad
f
gK( x ) = - Px 1

5 K
5 x 1

+ ( (1 - P ) x 1 + Px 2)
5K
5 x 2

- x
2
1
5K
5x 3

= 0 (416)

当 x 1 X 0时, 由( 415)式知

5K/ 5 x 2 = 0 (417)

故 K不显含 x 2# (417)式代入(416)式并注意到 x 1 X 0 有

P
5 K
5 x 1

+ x 1
5K
5x 3

= 0 (418)

由( 418)式可解出

K( x 1, x 2, x 3) =
1
P
x
2
1 - 2x 3+ L (419)

其中, L是由控制目标确定的待定常数# 注意到

L f K( x ) = - 2x 2
1+ 2 bx 3

L
2
f K( x ) = 4Px

2
1+ 2( b - 2P) x 1 x 2 - 2b2 x 3 ( 4110)

( 419)和( 4110) 式代入( 317)式得坐标变换式

z 1

z 2

z 3 x

= z = 5 ( x ) =

5 1( x 1, x 2, x 3)

5 2( x 1, x 2, x 3)

5 3( x 1, x 2, x 3) )

� � 3 1

=

1
P
x

2
1- 2x 3 + L

- 2x 2
1+ 2bx 3

4P 2
1+ 2( b - 2P ) x 1 x 2 - 2 b

2
xr e 3

( 4111)

当 x 1 X 0且 P (2P- b) X0 时从(4111)式可反解出

x 1

x 2

x 3 )� � �

= x = 5- 1
( z ) =

5
- 1
1 ( z 1, z 2, z 3)

5- 1
2 ( z 1, z 2, z 3)

5- 1
3 ( z 1, z 2, z 3) 4

=

P
2b - P

( bz 1+ z 2- bL)

2 bPz 1 + 2( P + 1) z 2+ z 3+ 2PbL

2 P ( b - 2P ) ( bz 1+ z 2 - bL)

2Pz 1+ z 2 - 2PL
2( b- 2P)

" " $

( 4112)
( 4110)式代入( 319) 式有

a ( x 1, x 2, x 3) = L gL
2
f K( x ) = 2( b - 2P ) x

2
1

b( x 1, x 2, x 3) = L
3
f K( x ) = - 2( b - 2P ) x

2
1 x 3+ 2( R b- 2RP - 4P 2

) x
2
1

- 2( b - 2P ) ( b+ 3P + 1) x 1x 2+ 2P( b - 2P ) x
2
2 + 2 b

3
x 3 ( 4113)

故由( 318)式知

u =
v

2( b - 2P ) x
2
1
+ x 3 - R +

4P 2

b - 2P
+ ( b + 3P + 1)

x 2

x 1

- P
x

2
2

x 1
-

b
3
x 3

( b - 2P ) x
2
1

( 4114)

( 4112)和( 4114)式代入( 215) 式便将( 215)式化为线性可控系统

Ûz 1 = z 2,  Ûz 2 = z 3,  Ûz 3 = v ( 4115)

通过控制系统( 4115)到原点,变更待定常数 L便可控制 x 到目标值 x
g # 为此引入线性反馈控
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制律

v = A1 z 1 + A2 z 2+ A3 z 3 ( 4116)
可任意配置系统( 4115)的极点# 将( 4111) 和( 4116)式代入( 4114)式便得到控制系统( 215)的
非线性反馈控制律

u = x 3 +
A1 - 2A2P + 4P 2A3- 8P3

2P ( b - 2P )
- R + ( b + 3P + 1 + A3)

x 2

x 1
- P

x
2
2

x
2
1

-
( A1 - bA2+ b

2
A3+ b

3
) x 3

( b- 2P) x
2
1

+
A1 L

2( b - 2P ) x
2
1

( 4117)

k 51 控制算例

与大多数研究一样, 我们取

P = 10,  R = 28,  b =
8
3

(511)

未加控制( u= 0)时,系统( 215)有 3 个不稳定平稳点# 这里不考虑平衡点( 0, 0, 0) 邻域中的控

制,另两个平衡点为

( ? b( R - 1) , ? b( R - 1) , R - 1) = ( ? 81485, ? 81485, 27) (512)
x 1 的混沌时间历程如图 1示# 

图 1 未受控系统中 x 1的时间历程     图 2 受控和未受控系统中 x 1 的时间历程

t= 20时开始施加控制# t = 40 时控制目标由 x
g
1= 815 变为 x

g
2= 1010 由于线性反馈控

制律(4116)镇定系统(4115)的平衡点, 由(4112)式知 L为

L =
2P - b

bP
x

g 2
(513)

故 L1= 4619625 且 L2= 6510# 为配置系统(4115)的极点为

( r 1, r 2, r 3) = (- 015, - 110, - 115) (514)

应选取[ 25]

( A1, A2, A3) = (- 115, - 4125, - 410) (515)

( 513)和( 515)式代入控制律( 4117)作用于系统( 215)得控制结果如图 2 所示,其中实线和虚线

分别对应于受控和未受控系统中 x 1 的时间历程# 
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k 61 结   论

我们用状态空间精确线性化方法控制 Ray leigh 数可控 Lorenz 系统( 215)中的混沌运动# 

验证了系统( 215)满足精确线性化条件,基于变换关系( 4111)和( 4112)建立了非线性反馈控制

律( 4117) ,最后讨论一个控制算例# 
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Control of the Lorenz Chaos by the Exact Linearization

Chen Liqun   Lin Yanzhu

( Depa r tm en t of En gineer ing Mechan ics Shan gha i J iaot on g Uni ver sit y , Shangha i 200030, P . R . Chin a )

Abstract

Controlling chaos in the Lorenz system with a controllable Rayleigh number is investigated by

the sate space exact linearization method. Based on proving the exact linearizability, the nonlinear

feedback is utilized to design the transformation changing the original chaotic system into a linear

controllable one so that the control is realized. A numerical example of control is prsented.

Key words  Rayleigh number, Lorenz system, chaos
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