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(张石生推荐, 1996 年 1 月 26日收到, 1997 年 8 月 6 日收到修改稿)

摘   要

本文在偏序局部凸拓扑向量空间中对于 K_凸集值映射和K _次线性集值映射利用了有效性的

概念分别证明了它的 Hahn_Banach 型定理# 

  关键词  集值函数  K _凸  K _次线性的  K_弱有效点

k 11 引   言

Hahn_Banach定理是泛函分析的一个重要结论[ 1] , 它在许多方面有着重要的应用, 如

Clarke次微分[ 3]、Iof fe广义微分[ 2]和[ 6]中定义的广义次微分存在性的证明# 

本文在局部凸拓扑向量空间中,对于给定的尖闭凸锥 K 来确定空间的序,并引进了集值

映射的 K _次线性的概念, 当集值映射为数值函数, K = [ 0, + ] )时,这时 K _次线性即是数值

函数的次线性, 我们利用有效性的概念,对于集值映射得到了比数值函数的 Hahn_Banach 定理

更一般的结论, 最后将这个结论应用在集值映射次微分的研究# 

k 21 广义 Hahn_Banach定理

设 X 和Y是局部凸拓扑向量空间, X
*
和Y

*
分别是 X 和Y的全体线性连续泛函构成的

对偶空间# 记3x
*

, x 4(3y
*

, y4)表示线性连续泛函 x
* I X

*
( y

* I Y
*

)在点 x I X( y I Y)

的值# W( x ) ( Px I X ) 是Y中非空子集,集值映射 W: X y 2Y, x y W( x ) # 设 K < Y是确定

Y中序的尖闭凸锥, intK X«, K
* < Y* 是 K 的对偶锥[ 5]

K
*

= { q
* I Y

*
| 3q

*
, q4 \ 0, Pq I K }

定义 211[ 4, 5]  设 Y <Y是非空子集,点 �y I Y# 如果不存在 y I Y 使得�y- y I intK ,则

称 �y 是 Y 的K _弱有效点,将 Y 所有的K _弱有效点集构成的集合记作 W ( Y, K ) # 

定义 212[ 4, 5]  设 X 是非空凸子集# 如果对任何 x 1, x 2 I X, KI ( 0, 1)有

KW( x 1) + ( 1- K) W( x 2) < W( Kx 1 + ( 1 - K) x 2) + K

则称 W在 X 上是 K _凸的# 
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定义 213  如果集值映射 W满足

( 1)  W( Kx ) = KW( x )   ( Px I X , K> 0)

( 2)  W( x 1) + W( x 2) < W( x 1+ x 2) + K   ( Px 1, x 2 < X)

则称 W在 X 上是 K _次线性集值映射或K _次线性的# 显然如果 W是K _次线性集值映射

数,那么 W在 X 上是 K _凸的# 设 W的K _上图象为

K - epiW= { ( x , y ) | x I X, y I W( x ) + K }

定理 211  设集值映射 W: X y 2Y在 X 上是 K _凸的, Px I X 有 W( x ) X «, int ( K _ep iW)

X«# 设 V 是 X 的非空线性子空间, intK X «, p I int K # 如果存在一点 x
*
0 I X

*
使得 0 I W

( G
x I V

[ W( x ) - 3x
*
0 , x 4p ] , K )则存在一个连续泛函 x

* I X* 使得

3x
*
0 , x 4= 3�x *

, x 4 ( P x I V )

和 0 I W ( G
x I X

[ W( x ) - 3�x *
, x 4p ] , K ) # 

证明  设集合
A = { ( x , y ) | x I X, y I W( x ) + K } ,

B = { ( x , y ) | x I V , y = 3x
*
0 , x 4p }

我们容易推知 A 和B 是 X @ Y中的凸子集, 显然 B X «, intA X «, 我们证明 B Hint A = «# 事

实上, 如果( xc, yc) I B H intA ,由 p X 0则存在 K> 0使得( xc, yc- Kp ) I A , 由此, 我们根据

A 和B 的定义知存在 qcI K , xcI V 和yd I W( xc)使得

3x
*
0 , xc4p - Kp = yd+ qc

再由 p I intK 和K 是凸锥,从上式得到

0 - ( yd - 3x
*
0 , x c4p ) = Kp + qc I intK

由定义 211和上式我们知 0 I
)

W ( G
x I V

[ W( x ) - 3x
*
0 , x 4p ] , K ) ,这与已知矛盾# 根据凸集分离

定理[ 1]知存在( x
*

, y
*

) I X
* @ Y

* 和( x
*

, y
*

) X0使得

3x
*

, x 4+ 3y
*

, y + q4 \3x
*

, x v 4+ 3y
*

, 3x
*
0 , x v 4p 4 ( 211)

其中, x I X , y I W( x ) , q I K , x v I V # 由 0 I W ( G
x I V

[ W( x ) - 3x
*
0 , x 4p ] , K )知存在 �x I V

使得�y I W( �x )和 �y = 3x
*
0 , �x 4p , 因此, ( �x , �y ) I B H A ,设 x = �x , y= �y , x v = �x 和 P q I K 代

入( 211)得

3y
*

, q4 \ 0   ( Pq I K )

由于已知 V 是线性子空间, 故 y
* X 0, 我们得 y

* I K
* \ { 0} # 从 p I intK 和文[ 5]的引理

312 ) 1知3y
*

, p 4> 0# 再因 V 是线性子空间, 从( 211)式可推得

3x
*

, x v 4+ 3x
*
0 , x v 43y

*
, p 4= 0  ( P x v I V )

设 �x * = -
x

*

3y
*

, p 4
,上式即得,

3�x *
, x v 4= 3x

*
0 , x v4 ( Px v I V)

在( 211)中,令 q= 0得

3y
*

, y 4- 3�x *
, x 43y

*
, p 4 \ 0   ( P x I X, y I W( x ) ) ( 212)

假设 0 I
)

W ( G
x I X

[ W( x ) - 3�x *
, x 4p ] , K ) ,由定义 211知存在 x 1 I X, y 1 I W( x 1)使得

0 - ( y 1 - 3�x *
, x 14p ) I intK

据 y
* I K

* \ { 0}和文[ 5]的引理 312 ) 1得
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3y
*

, - y 1 + 3�x *
, x 14p 4> 0

即

3y
*

, y 14- 3�x *
, x 143y

*
, p 4 < 0

上式与( 212)式矛盾# 证毕# 

推论 211  设集值映射 W: X y 2Y在 X 上是 K _凸的, int( K _ep iW) X «, p I intK # V 是 X
中的非空线性子空间,如果存在 x

*
0 I X*

, q
*
0 I K

* \ { 0} , �x I V 和�y I W( �x )使得

      3q
*
0 , y 4\3x

*
0 , x 43q

*
0 , p 4( Px I V, Py I W( x ) )和 �y= 3x

*
0 , �x 4p ,

则存连续泛函 �x * I X
* 和 �q * I K

* \ { 0}使得

3�x *
, x 4= 3x

*
0 , x 4 ( P x I V ) ( 213)

和 3�q *
, y 4 \ 3�x *

, x 43�q *
, p 4  ( P x I X, Py I W( x ) ) ( 214)

证明  从已知知 0 I G
x I V

[ W( x ) - 3x
*
0 , x 4p ] ,假设 0 I

)
W ( G

x I V
[ W( x ) - 3x

*
0 , x 4p ] , K ) ,

由定义 211存在 x cI V 和 ycI W( xc)使得

0 - ( yc- 3x
*
0 , x c4p ) I intK

由 p I intK 和 q
*
0 I K

* \ { 0} ,利用文[ 5]的引理 312 ) 1得

3q
*
0 , - yc+ 3x

*
0 , xc4p 4> 0

即3q
*
0 , yc4< 3x

*
0 , xc43q

*
0 , p 4这与推论已知矛盾# 故由定理 211存在线性泛函 �x * I X

* 使

得( 213)成立,以及在( 212)中令 �q * = y
* 即得( 214)

推论 212  设 W: X y R
1是凸函数, W在X 上是连续函数# V 是 X的线性子空间# 如果

存在 x
*
0 I X

* 和 �x I X 使得 W( �x ) = 3x
*
0 , �x 4, W( x ) \3x

*
0 , x 4( Px I X) ,则存在 �x * I X

*

使得3x
*
0 , x 4= 3�x *

, x 4( Px I V )和 W( x ) \3�x *
, x 4( Px I X) # 

证明  令 K = Rc+ = [ 0, + ] ) , p = 1,由推论 211知结论成立# 

我们有一点延拓的H ahn_Banach定理# 

定理 212  设 W: X y2Y是在 X 上 K _次线性集值映射# int ( K - ep iW) X «, p I intK , 0

I

W( 0) < K # 如果存在 x 0 I X 和 q
*
0 I K

* \ { 0}使得 inf
y I W( x

0
)
3q

*
0 , y 4> - ] , 则存在一线性连续

泛函 x
* I X

* 使得

    inf
y I W( x

0
)
3q

*
0 , y4 = 3x

*
, x 043q

*
0 , p 4

和

0 I W ( G
x I X

[ W( x ) - 3x
*

, x 4p ] , K )

证明  设 x 0 X0, 由 p I intK 和 q
*
0 I K

*
\ { 0}得3q

*
0 , p 4> 0# 令 K= inf

y I W( x
0

)
3q

*
0 , p 4, 则

3q
*
0 , y 4 \ K3q

*
0 , p 4 ( Py I W( x 0) ) ( 215)

已知 W在 X 上是 K _次线性的和 W( 0) < K 我们有

W( x 0) + W(- x 0) < W( 0) + K < K

由 q
*
0 I K

*
\ { 0}和上式得

3q
*
0 , y 4+ 3q

*
0 , �y4 \ 0   ( Py I W( x 0) , P�y I W(- x 0) ) ( 216)

我们证明下式成立

3q
*
0 , �y 4 \- K3q

*
0 , p 4  ( P�y I W(- x 0) ) ( 217)
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事实上,若( 217)不成立, 则存在 D> 0和 �y 0 I W( - x 0)使得

3q
*
0 , �y 4< - K3q

*
0 , p 4- D ( 218)

由 K的定义知存在 y 0 I W( x 0)使得

3q
*
0 , y 04< K3q

*
0 , p 4+ D ( 219)

将( 218) + ( 219) ,得

3q
*
0 , y 04+ 3q

*
0 , �y 04 < 0

上式与( 216)矛盾# 由 x 0 X 0 和 K> - ] 知存在线性泛函 x
*
0 I X

*
使得3x

*
0 , x 04= K# 从

( 215)和( 217)我们能推得

3x
*
0 , x 04p - y I

)
intK   ( Py I W( x 0) ) ( 2110)

- 3x
*
0 , x 04p - �y I

)
int K   ( P�y I W(- x 0) ) ( 2111)

因为如果( 2110)不成立, 那么存在 y I W( x 0)使得

3x
*
0 , x 04p - y I intK

利用 q
*
0 I K

*
\ { 0}和文[ 5]的引理 312 ) 1我们得

3x
*
0 , x 043q

*
0 , p 4> 3q

*
0 , y4

上式与( 215)矛盾# 同理可证( 2111)成立# 作子空间 V = { x I X | x = Ax 0, AI R
1
} , 显然 V

是 X 的线性子空间# 

我们证明

0 I W ( G
x I V

[ W( x ) - 3x
*
0 , x 4p ] , K ) ( 2112)

事实上,如果 0 I
)

W ( G
x I V

[ W( x ) - 3x
*
0 , x 4p ] , K ) ,则存在 AcI R

1使得

3x
*
0 , Acx 04p - y I intK   ( y I W( Acx 0) ) ( 2113)

下面分三种情形分别得到矛盾# 

( a)当 Ac= 0, 由( 2113)得一 y I int K 和 y I W( 0) ,从已知 W( 0) < K 和K 是尖锥得y I
)

-

intK ,导致矛盾# 

( b)当 Ac> 0,由( 2113)和 W( Acx 0) = AcW( x 0)得

3x
*
0 , x 04p -

y
Ac I intK   (

y
Ac I W( x 0) )

上式与( 2110)矛盾# 

( c)当 Ac< 0,由( 2113)和 W( Acx 0) = - AcW( - x 0)得

- 3x
*
0 , x 04p -

y
- Ac I intK   (

y
- Ac I W(- x 0) )

上式与( 2111)矛盾# 

现在设 x 0= 0, V = { 0} , V 是线性子空间# 从已知 0 I W( 0) < K 和K 是尖锥得- W( 0) I
)

intK ,因此

0 I W ( G
x I V

[ W( x ) - 3x
*

, x 4p ] , K ) ( 2114)

从( 2112)和( 2114) , 利用定理 211知存在 x
* I X* 使得

3x
*

, x 04= 3x
*
0 , x 04

和 0 I W ( G
x I X

[ W( x ) - 3x
*

, x 4p ] , K ) # 

由定理 212我们容易推得下面推论# 
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推论 213  假设同定理 212一样# 则存在线性连续泛函 x
* I X

* 和 q
* I K

* \ { 0}使得

    inf
y I W( x

0
)
3q

*
0 , y4 = 3x

*
, x 043q

*
0 , p 4

和

3q
*

, y 4 \ 3x
*

, x 43q
*

, p 4  ( P x I X, Py I W( x ) )

推论 214  设实函数 W: x y R
1
是 R

1
+ 一次线性的, W在 X 上连续# p = 1, W( 0) = 0# 如

果存在 x 0 使得 U( x 0) > - ] ,则存在 x
* I X

* 使得 W( x 0) = 3x
*

, x 04和

W( x ) \3x
*

, x 4  ( Px I X)

推论 214显然就是一般函数的Hanhn_Banach定理# 另外如果存在一个选择函数 g( x )在

�x 的领域N (�x )上连续,并且 g ( x ) I W( x ) ( P x I N ( �x ) ) , 则称集值映射 W在�x 处连通# 显

然若 W在�x 处连通有 int ( K - epiW) X «,因此前面的定理中 K - ep iW内部非空的条件可以换

成W在一点处连通# 

定义 214  如果集值,映射 W满足

( 1) W( Kx ) = KW( x ) ( P x I X) ;

( 2) W( x 1) + W( x 2) < W( x 1+ x 2) ( P x 1, x 2 I X) # 称 W在 X上是次性线集值映射或凸过
程(见[ 8] , P. 131) # 显然, W在 X 上是次性线集值映射,也是 K _次线性映射# 

推论 215  设 W: X y 2Y是在 X 上次线性集值映射# int ( K - epiW) X «, p I intK , 0 I W

( 0) < K # 如果存在 x 0 I X 和 q
*
0 I K

* \ { 0}使得 inf
y I W( x

0
)
3q

*
0 , y4> - ] , 则存在一线性连续泛

函 x
* I X

*
y I W( x 0)和 q

*
0 I K

* \ { 0}使得

    inf
y I W( x

0
)
3q

*
0 , p 4 = 3x

*
, x 043q

*
0 , p 4

和

3q
*

, y 4 \ 3x
*

, x 43q
*

, p 4  ( P x I X, Py I W( x ) )

k 31 在微分学方面的应用

定义 311[ 7]  设集值映射 W: X y 2Y, �x I X, �y I W( �x ) , p I intK # 如果对 x
* I X*

, 不存

在 y I G
x I X

[ W( x ) - 3x
*

, x 4p ]使得 �y- 3x
*

, �x 4p- y I intK , 则称 x
*
是集值映射 W在点(�x ,

�y ) I X @ Y处关于 p 的K _弱次梯度, W在(�x , �y )处关于 p 的所有K _弱次梯度构成的集合记

为5 W(�x , �y ) p # 

由定理 212和定义 311得结论:

定理 311  假设同定理 212一样,则存在线性连续泛函 x
* 使得

x
* I 5W( 0, 0) p

设集值映射 W的图象:

g raph( W) = { ( x , y ) | x I X, y I W( x ) }

b( graph( W)是 g raph( W)的障碍锥(见文[ 8]中 p. 134) # 我们由定理 212得结论:

定理 312  假设同定理 212一样,则存在线性连续泛函 x
* I X

* 和 q
* I K

* 使得( x
*

,

- q
*

) I b( graph( W) ) # 

定义 312  假设 graph( W)是凸集, 设 x 0 I X, y 0 I W( x 0) , 称
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T g raph( W) ( x 0, y 0) = cl ( G
h> 0

1
h

( graph( W) - ( x 0, y 0) )

是 W在( x 0, y 0)处的切锥,设集值映射 DW( x 0, y 0) : X y2Y

v I DW( x 0, y 0) ( u) 当且仅当, ( v , u) I T g raph( W) ( x 0, y 0)

称 DW( x 0, y 0)为 W在( x 0, y 0)处的导数# DW( x 0, y 0) ( u )在 X 上是凸过程(见文[ 8] p.

178) , 我们定义 DW( x 0, y 0)
* 为凸集值映射 W在点( x 0, y 0)处的凸微分,即 DW( x 0, y 0)

*
: Y

*

y2X
*

,

x
* I DW( x 0, y 0 )

*
( q

*
)当且仅当3y

*
, v 4\3x

*
, u4  ( P u I X ) , P v I DW( x 0, y 0 )

( u) # (参见文[ 8] p. 178)由推论 215得结论# 

定理 313  若 g raph( W)是凸集, int ( graph( W) X «, p I intK # 如果存在 u0 I X和
q

*
0 I K

*
\ { 0}使得 inf3q

*
0 , v4

v I DW( x
0

, y
0
) ( u

0
)
> - ] ,则存在一线性连续泛函 x

* I X
*
和 q

* I K
*

\ { 0}使

得

inf3q
*
0 , DW( x 0, y 0) ( u 0)4 = 3x

*
, u 043q

*
0 , p 4,

x
* I DW( x 0, y 0)

*
( q

*
) # 

证明  由文[ 8]中 169页的性质知

int( T g raph( W) ( x 0, y 0) ) X «, DW( x 0, y 0) ( 0) = 0

则由推论 215知结论( 3)成立# 

下面对于一般非凸集值映射 W: X y2Y,由文[ 8] p. 406定义 3, 设 Cg raph( W) ( x 0, y 0)是 W在

点( x 0, y 0) I graph( W)的 Clarke切锥, CW( x 0, y 0)是 W在点( x 0, y 0)处的导数( [ 8] p . 413) , CW

( x 0, y 0)
* 是 W在点( x 0, y 0)处的凸微分# 由推论 215得结论:

定理 314  若 int ( C graph( W) ( x 0, y 0) X «, p I intK # 如果存在 u0 I X 和 q
*
0 I K

* \ { 0}使

得 inf3q
*
0 , v 4

c I CW( x
0

, y
0

) ( u
0

)

> - ] ,则存在一线性连续泛函 x
* I X

* 和 q
* I K

* \ { 0}使得

    inf3q
*
0 , CW( x 0, y 0) ( u 0)4 = 3x

*
, u 043q

*
0 , p 4,

x
* I CW( x 0, y 0)

*
( q

*
)

定义 313  设集值映射 W: X y 2Y, x 0 I X, y 0 I W( x 0) , p I intK ,称子集

5W( x 0, y 0) = { x
* I X

*
| 0 I W ( G

u I X
[ CW( x 0, y 0) ( u ) - 3x

*
, u4p ] , K ) }

为 W在( x 0, y 0)处的相对于 p 的锥次微分# 

我们利用定理 212得定理 315# 

定理 315  若假设同定理 314一样,则5 W( x 0, y 0) p X «
我们有如下结论:

定理 316  若假设同定理 314一样,则对每一个 �u I X,存在 q
* I K

* \ { 0}使得

inf3q
*

, CW( x 0, y 0) ( �u ) 4= max{ 3x
*

, �u43q
*

, p 4 | x
* I 5W( x 0, y 0) p }

证明  设 �u I X, �x * I 5 W( x 0, y 0) p 和

3�x *
, �u4 \ 3x

*
, u4  ( Px

* I 5 W( x 0, y 0) p )

容易知存在 q
* I K

* \ { 0}使得

3q
*

, v 4 \ 3�x *
, u43q

*
, p 4  ( Pu I X, P v I CW( x 0, y 0) ( u ) )

因此,得
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inf3q
*

, CW( x 0, y 0) ( �u ) 4 \ 3�x *
, �u 43q

*
, p 4

由定理 212知存在 x
* I 5W( x 0, y 0) p 使得

inf3q
*

, CW( x 0, y 0) ( �u ) 4= 3�x *
, �u 43q

*
, p 4

因此, 3x
*

, �u4\3�x *
, �u4,从而得3x

*
, �d 4= 3�x *

, �d4# 

由此我们得下面推论# 

推论 317  若 X 是 Banach空间, 单值函数 W: X y R
1 是在点 �x 处的 Lipschitz函数, K =

[ 0, ] ) , p = 1, 则

W0
( x 0, u) = max{ 3x

*
, u4 | x

* I 5 W( x 0) }   ( Pu I X) # 

其中, W0
( x 0, u )为广义方向导数(见[ 3]和[ 8] ) # 

对于一般集值映射, 我们利用它的 K _上图象而引进的广义方向导数和广义锥次微分,得

到了的许多结论,已另外发表# 
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Hahn_Banach Theorem of Set_Valued Map

Meng Zhiqing

( Depar t m en t of Com put er , Xian gt an Uin ver sit y , Xiangt an , Hun an 411105, P . R . Chin a )

Abstract

We have proved generalized Hahn_Banach theorem by using the concept of efficinet for K _con-

vex multifunction and K _sublinear multifunction in partially ordered locally convex topological vector

space.

Key words  multifunct ion, K _convex, K _sublinear, K _wead efficient point
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