
转动系统的相对论性分析力学理论
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(李骊推荐, 1996 年 10月 24 日收到, 1997年 5月 20 日收到修改稿)

摘   要

本文讨论了转动相对论力学理论,主要是建立转动系统的相对论性分析力学理论# 构造转动

系统的相对论性广义动能函数 T *
r = E

n

i= 1

I 0 i# i
2 (1 - 1 - H

#2
i/ # i

2 ) 和广义加速度能量函数 S *r =

1
2 E

n

i= 1

I i
(H

#

i# H
&
i )
2

# i
2 - H

#2
i

+ H
&2
i  R , 给出其Hamilton 原理和三种不同形式的 DcAlembert原理; 对于完整约

束系统,建立了转动系统的相对论性 Lagrange方程、Nielsen 方程、Appell方程和 Hamilton 正则方

程;对于非完整约束系统, 建立了转动系统的相对论性 Routh 方程、�±Á½ Í´º¿ 方程、Nielsen 方程和

Appell方程;并给出转动系统的相对论性 Noether 守恒律# 

  关键词  转动系统  相对论  分析力学  非完整约束  变分原理  运动方程  守恒律

k 11 引   言

自旋运动是微观粒子的固有属性# 1979年, R. Bengtsson 和 S. Frauendorf 精确测量 14种

核子的自旋转速最大值, 结果表明各核子的自旋转速最大值各不相同
[ 1] # 随着科学与技术的

进步,越来越多的实验现象与高速转动问题有关, 爱因斯坦的相对论理论和经典力学的转动理

论已不适用,近年来建立的相对论性完整和非完整系统的分析力学理论
[ 6~ 11]

也不适用# M .

Carmeli于 1985年,建立了转动相对论力学理论[ 2~ 5] , 本文对该理论加以探讨, 主要是首次建

立转动系统的相对论性分析力学的理论框架,构造转动系统相对论性的新型动力学函数,给出

多种形式的变分原理、运动方程及相应的守恒律# 

k 21 转动相对论力学

11 基本假设
假设( 1)  任何物理定律在一切相互匀角速转动的系统中具有相同的表述形式# 

假设( 2)  在一切相互匀角速转动的系统中, 静止转动惯量一定的转动物体均具有确定的

转速上限 ## 
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如果坐标系 Sc( Oxcyczc) 与 S ( Oxyz ) 的 Oz 轴重合, 且 Sc系绕S 系的Oz 轴以匀角速度

8转动, 在转动角坐标 H和时间 t的二维时空度规中,转动相对论的基本不变量 ) ) ) 时空间隔

微元为

( dS )
2
= #

2
( dt )

2
- ( dH)

2
(211)

21 时空特性
在二维时空度规下, S 系和Sc系的坐标变换为

Hc = a1H+ a2 t ,  tc= a3H+ a4 t (212)

为使时空间隔微元满足( dS )
2= ( dSc) 2,则

# 2 t 2- H2 = #2( a3H+ a4 t )
2
- ( a1H+ a2 t )

2

故有

a
2
1 - #2a23 = 1, a1a2 - #2a3a4 = 0, a22 - #2a24 = - #2 (213)

若 t 时刻在S 系中H= 8t ,而此时刻在 Sc系中为 tc时刻Hc= 0,代入(212)式,得

a2 = - a1 8 (214)

由( 213)、( 214)解得

a1 =
1

1 - 82/ #2
= a4,  a2 =

- 8

1 - 8 2/ #2
,  a3 =

- 8/ #

1 - 82/ #2

把上式代入( 212) ,得到转动相对论的坐标变换公式

Hc =
H- 8t

1- 82/ #2
,  tc= t - 8H/ #

1 - 8 2/ #2
(215)

若用静止于 S 系中的量角装置测得的事件A 和事件B 的角距离 $H= H1- H2, 那么在 Sc

系中测量此二事件的角距离则为

$Hc= $H

1- 8 2/ #2
(216)

即角距离在转动方向上因高速转动而收缩# 

若用静止于 S 系中校准的同步时钟测量事件A 和事件B 发生的时间间隔为$t= t 1- t 2,

那么在 Sc系中测得此二事件的时间间隔为

$tc = $t 1 - 82/ # 2 (217)
即二事件的时间间隔因高速转动而延长# 

如果物体绕 Oz 轴转动,在 S 系中测得角速度为 X, 在 Sc系中则为

Xc= dHc
dtc =

dH- 8dt
dt - 8dH/ #

=
X- 8

1- 8X/ #
(218)

这便是转动相对论的角速度变换式# 其逆变换为

X =
Xc+ 8

1 + 8Xc/ # (219)

在此变换下,转动角速度的迭加结果不会超过 ## 例如,一粒子高速转动的上限为 #, 某时刻

相对于 Sc系的角速度 Xc= 019 #, Sc系相对于 S 系的角速度 8 = 019 #,则粒子在 S 系中的角

速度

X =
118 #

1 + 0181 #2/ #2
= 019945 #

31 转动相对论动力学
在转动相对论力学中,物体的转动惯量、角动量和能量都需要重新定义, 这种定义在 8 n
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#时自然回到经典力学情形# 

转动相对论中物体的转动惯量和角动量分别定义为

I =
I 0

1 - 8
2
/ #

2
( 2110)

J = I 8 =
I 0 8

1 - 82/ #2
( 2111)

转动相对论的动力学基本方程为

d
dt
( I 8) =

d
dt

I 0 8

1 - 82/ #2
H= M ( 2112)

I 0 为经典(静止)转动惯量, M 为物体受到的转动力矩# 

若物体在力矩 M 的作用下, 从静止而获得角速度 8 ,由(2112)易得转动相对论中物体的
动能

T r =
I 0

1- 8 2/ #2
#
2
- I 0 #

2
= E - E 0 ( 2113)

其中

E = I #
2
=

I 0

1- 82/ #2
#
2

( 2114)

E 0 = I 0 #
2

( 2115)

分别为转动相对论系统的能量和静能量# 

从( 2111)、( 2114)和( 2115)式,易得角动量与能量的关系
E
2
= E

2
0+ J

2 #2 ( 2116)

k 31 转动系统的相对论性分析力学的变分原理

11 转动系统的相对论性 Hamilton原理

研究 n 个物体构成的力学系统,在 t 时刻第 i 个物体受到的外力对 Oz 轴之矩M i ,经典转

动惯量 I 0i ,相对于 S 系角坐标Hi ,极限角速度 #i ,在理想约束条件下,转动系统相对论性基本

形式的 DcAlembert原理可写为

    E
n

i = 1

- M i +
d
dt
( IiH

#

i )

� � (-

DHi = 0,  Ii =
Ioi

1 - 8
2
/ #

2
i

(311)

设系统的位形由广义坐标 q 1, q2, ,, qs 确定, 第 i 个质点的角坐标Hi = Hi ( q1, q2, ,, qs, t

#) 在 s 维位形空间中沿着 t 1, t 2对应的位形点之间的某一位轨道积分,由(311)可得

Q
t
2

t
1

E
n

i = 1

- M i +
d
dt
( Ii H

#

i )系中 DHidt = 0 (312)

在等时变分条件下 Dt= 0,有

    E
n

i= 1

d
dt
( IiH

#

i ) # DHi =
d
dt E

n

i= 1

I i H
#

i # DHi结 果 - E
n

i = 1

( I iH
#

i ) # DH
#

i

=
d
dt E

n

i= 1
I i H

#

i # DHi� �动相 转-
1
2 E

n

i = 1

I oi #
2
i

1 - H
#
2
i / #

2
i

D
H
#
2
i

#2i
*
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=
d
dt E

n

i= 1

I i H
#

i # DHi� � � +
1
2 E

n

i = 1

I oi #
2
i

1 - H
#
2
i / #

2
i

D 1 -
H
#
2
i

#
2
i

� � #

=
d
dt E

n

i= 1

I i H
#

i # DHM i� � 用 下 , - D E
n

i= 1

I oi#
2
i 1 - 1 - H

#2
i / #

2
i

= �

把上式代入( 312) ,得

    E
n

i= 1

I iH
#
2
i # DHi

t
2

t
1

-Q
t
2

t
1

D E
n

i= 1

Ioi#
2
i 1- 1- H

#
2
i / #

2
i )

� �k 3

的 相 + E
n

i = 1

M i DHi时 刻 �dt = 0

位轨道二端点给定 DHi | t
1
= 0, DHi | t

2
= 0 ,取

T
*
r = E

n

i = 1
Ioi #

2
i 1 - 1 - H

#2
i / #

2
i

� � ( D

(313)

得到转动系统的相对论性 Hamilton原理

Q
t
2

t
1

( DT *
r + E

n

i= 1

M iDHi ) dt = 0 (314)

T
*
r 是我们构造的新型动力学函数,为转动系统的相对论性广义动能# 

把关系式 DHi = E
s

A= 1

5Hi
5 qADqA代入(314) , 令 G A= E

n

i= 1
M i

5Hi
5 qA为第A个广义坐标对应的广义

力,则(314) 式写为广义坐标形式

Q
t
2

t
1

DT *
r + E

s

A= 1
GADqAt )(

dt = 0 (315)

如果系统只受保守力作用,系统的势能为 V,则 E
n

i= 1
M iDHi = E

s

A= 1
G ADqA= - DV, 则由(314)

或(315) 得

DQ
t
2

t
1

( T
*
r - V) dt = DQ

t
2

t
1

L r dt = 0 (316)

其中, L r = T
*
r - V 是我们构造的转动系统的相对论性 Lag range函数# 

21 转动系统相对论性 DcAlembert原理的 Lagrange形式

把关系式 DHi = E
s

A= 1

5Hi
5 qA

DqA代入( 311) , 得

    E
s

A= 1
-

d
dt E

n

i= 1
I i H

#

i 0 7 �
5Hi
5 qA+ GAe o DqA = 0 (317)

容易证明

5H
&

i

5 q&A
=

5H
#

i

5 q#A
=

5Hi
5 qA

,  d
dt

5Hi
5 qA

=
5H

#

i

5 qA
(318)

利用( 318)式, ( 317)可写为

    E
s

A= 1

d
dt E

n

i= 1
I iH

#

i #
5H

#

i

5 q#A 14� � (2+ E
n

i= 1

IiH
#

i #
5H

#

i

5 qA
+ G Au� � t,DqA = 0 (319)

注意到

    E
n

i= 1
I iH

#

i #
5H

#

i

5 qA = E
n

i = 1

Ioi #
2
i # H

#

i / #
2
i

1- H
#
2
i / #

2
i

#
5H

#

i

5 qA
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=
5
5 qA E

n

i= 1
I oi#

2
i 1 - 1 - H

#
2
i / #

2
i

� � ( i
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=
5T *

r

5 qA ( 3110)

    E
n

i= 1
I iH

#

i #
5H

#

i

5 q#A
=

5T *
r

5 q#A
( 3111)

由( 319)得到转动系统相对论性 DcAlembert原理的 Lagrange形式

    E
s

A= 1

-
d
dt

5 T *
r

5 q#A
+

5 T *
r

5 qA
+ GA� � ( DqA = 0 ( 3112)

31 转动系统相对论性 DcAlembert原理的 Nielsen形式

容易证明

5H
&

i

5 q#A
= 2

5H
#

i

5 qA
( 3113)

又 T
#*
r =

d
dt E

n

i= 1
Ioi#

2
i 1- 1- H

#
2
i / #

2
i� � �

t� � �1
= E

n

i= 1
IiH

#

i # H
&

i ( 3114)

注意到( 318)、( 3113)和( 3114) , ( 317)式中

    E
n

i= 1

d
dt
( IiH

#

i ) #
5Hi
5 qA = E

n

i= 1
( I

#

iH
#

i + IiH
#

i ) #
5Hi
5 qA

       = E
n

i= 1

Ii

1 - H
#2
i / #

2
i

#
H
#
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i

#2i
H
#
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IiH
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#

i
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=
5

5 q#A E
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#

i # H
#

i 能 为� � (, 则- E
n

i= 1

I iH
#

i #
5H

#

i

5q#A

=
5

5 q#A E
n

i= 1

Ii H
#

i # H
#

i - 2 E
n

i= 1

IiH
#

i #
5H

#

i

5 qA
=

5ÛT *
r

5 q#A
- 2

5 T *
r

5 qA
代入( 317) ,得到转动系统相对论性 DcAlembert原理的 Nielsen形式

    E
s

A= 1

-
5 T

#
*
r

5 q#A
+ 2

5T *
r

5 qA
+ GA5� � (DqA = 0 ( 3115)

41 转动系统相对论性 DcAlembert原理的 Appell形式

利用( 318)式, ( 317)式中

    E
n

i= 1

d
dt
( IiH

#

i ) #
5Hi
5 qA

= E
n

i= 1
( I

#

iH
#

i + IiH
#

i ) #
5H

#

i

5 q&A

= E
n

i= 1

Ioi (1 - H
#
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i / #

2
i )
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#

i # H
#

i

# 2i
H
#

i #
5H

#

i

5 q&A
+ I oi (1 - H

#
2
i / #

2
i )

- 1/ 2H
#

i #
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#

i

5 q&A" " *

=
5
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1
2 E

n

i= 1

I oi (1 - H
#
2
i / #

2
i )

- 3/ 2 ( H
#

i # H
#

i )
2

#2i
+

1
2 E

n

i = 1

Ioi (1- H
#
2
i / #

2
i )

- 1/ 2H
#
2

a i" " b,

=
5
5 q&A

1
2 E

n

i= 1
I i

( H
#

i # H
#

i )
2

#
2
i - H

#
2
i

+ H
#2
i

� � +

� � �Z

=
5 S *r
5 q&A

代入( 317)式,得到转动系统相对论性 DcAlembert 原理的Appell形式

    E
s

A= 1
-
5 S *r
5 q&A + GA

� � (Ûu
DqA= 0,  S

*
r =

1
2 E

n

i= 1
I i

( H
#

i # H
&

i )
2

#
2
i - H

#
2
i

+ H
&2
i ( 3116)

S
*
r 是我们构造的又一新型动力学函数,称为转动系统相对论性广义加速度能, 也即转动系统
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相对论性的 Gibbs函数# 

转动系统的相对论性变分原理( 311)、( 315)、( 3112)、( 3115)和( 3116)都是在位形空间中
建立的,在速度空间或加速度空间中,上述微分变分原理( 311)、( 3112)、( 3115)和( 3116)可分
别写为 Jourdain原理形式或 Gauss原理形式# 

k 41 转动系统的相对论性分析力学方程

11 完整约束条件下转动系统的相对论性动力学方程
对于只受 k 个完整约束的力学系统, 选取 s= 3 n- k 个广义坐标后,各 DqA( A= 1, 2, ,,

s )彼此独立,由(3112)、( 3115)、(3116)分别得到转动系统的相对论性 Lagrange方程、Nielsen

方程和Appell方程

d
dt

5 T *
r

5 q#A
-

5T *
r

5 qA = G A   ( A= 1, 2, ,, s) (411)

5 T
#
*
r

5 q#A
- 2

5T *
r

5 qA
= GA   ( A= 1, 2, ,, s) (412)

5 S *r
5 q&A

= GA       ( A= 1, 2, ,, s ) (413)

对于保守系, ( 411)式可写为
d
dt

5 L r

5q#A
-
5 L r

5 qA
= 0,  L r = T

*
r - V   ( A= 1, ,, s) (414)

构造转动系统相对论性的 Hamilton函数

H r = E
s

A= 1

5 L r

5 q#A
q

#
A- L r = E

s

A= 1
pAq

#
A- T

*
r + V (415)

用推导正则方程的通常方法, 由( 414)可得转动系统相对论性Hamilton正则方程

q
#
A=

5H r

5 pA
,  p

#
A = -

5H r

5 qA
  ( A= 1, 2, ,, s) (416)

注意到

pA =
5 L r

5 q#A
=

5 T *
r

5 q#A
=

5
5q#A E

n

i= 1
Ioi#

2
i 1- 1- H

#
2
i / #

2
i� � �

� � #

= E
n

i= 1

I oi#
2
i

ÛHi / #2i

1 - H
#
2
i / #

2
i

5H
#

i

5 q#A
= E

n

i= 1

I iH
#
i #

5H
#

i

5q#A

则有

H r = E
n

i= 1
I iH

#

i # E
s

A= 1

5H
#

i

5 q#A
q
#
A- T

*
r + V

在稳定约束条件下, 有

H
#

i = E
s

A= 1

5Hi
5 qA

q
#
A = E

s

A= 1

5H
#

i

5 q#A
q
#
A

故

H r = E
n

i= 1

I iH
#2
i - T

*
r + V = T r + V (417)
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其中

T r = E
n

i = 1

IiH
#
2
i - T

*
r = E

n

i= 1

Ioi#
2
i

1

1- H
#2
i / #

2
i

- 1力学 (418)

为转动系统的相对论性动能与广义动能 T
*
r 之间的关系# 由( 417)、( 418)可见, 转动系统的

相对论性 Hamilton函数等于其总机械能,但这时转动惯量非常数、且 T r 也不是广义速度的二

次齐次函数# 

21 非完整约束条件下转动系统的相对论性 Routh方程

若系统除受 k 个完整约束外,还受有 r 个一阶非线性非完整约束

f Q( qA, q
#
A, t ) = 0   ( Q= 1, 2, ,, r ; A= 1, 2, ,, s ) (419)

设约束条件满足 �¶Ä±¶³定义

    E
s

A= 1

5f Q
5 q#A

DqA= 0   ( Q= 1, 2, ,, r ) ( 4110)

引入 Lagrange乘子 KQ,将( 4110)乘以 KQ并对 Q求和, 再分别与( 3112)、(3115)、(3116)式相
加,得

    E
s

A= 1

-
d
dt

5 T *
r

5 q#A
+

5 T *
r

5 qA + GA+ E
r

Q= 1
KQ

5f Q
5 q#AL

� � (r

DqA = 0 ( 4111)

    E
s

A= 1

-
5 T

#*
r

5 q#A
+ 2

5T *
r

5 qA
+ GA+ E

r

Q= 1

KQ
5f Q
5 q#A#

� � (A

DqA = 0 ( 4112)

    E
s

A= 1

-
5 S *r
5 q&A

+ GA+ E
r

Q= 1

KQ
5f Q
5q#A

� � #

DqA = 0 ( 4113)

适当选取 KQ的值, 使得(4111)~ ( 4113)中不独立的变分 DqE+ Q( Q= 1, 2, ,, r ; E= s- r )

前的括号中的表达式为零,则余下的独立变分 DqR( R= 1, 2, ,, E)前的括号中的表达式也为

零,从而可分别得到转动系统相对论性 Lag range形式、Nielsen 形式和 Appell形式的 Routh方

程

d
dt

5 T *
r

5 q#A
-

5T *
r

5 qA
= G A+ E

r

Q= 1
KQ

5f Q
5 q#A

  ( A= 1, 2, ,, s) ( 4114)

5 T
#*
r

5 q#A
- 2

5T *
r

5 qA = GA+ E
r

Q= 1
KQ

5f Q
5 q#A

  ( A= 1, 2, ,, s ) ( 4115)

5 S *r
5 q&A

= GA+ E
r

Q= 1

KQ
5f Q
5 q#A

      ( A= 1, 2, ,, s) ( 4116)

31 非完整约束条件下转动系统的相对论性 �±Á½Í´º¿方程、N ielsen 方程和 Appell方程

系统的运动受到( 419)的限制, s 个 q
#
A中只有E= s- r 个是独立的,取 E个准速度P

#
R作为

独立变量,且

P
#
R = P

#
R( qA, q

#
A, t )   ( R = 1, 2, ,, E; A= 1, 2, ,, s ) ( 4117)

与 P
#
R对应的坐标 PR称为准坐标# 从(4117)式可反解出

q
#
A= q

#
A( qA, P

#
R, t )   ( A= 1, 2, ,s; R= 1, 2, ,, E) ( 4118)

利用上式消去 T
*
r 中的 q

#
A,得到用 P

#
R表示的转动系统的相对论性简化广义动能

�T *
r ( qA, P

#
R, t ) = T

*
r ( qA, q

#
A( qB, P

#
R, t ) , t )

( A, B= 1, 2, ,, s ; R = 1, 2, ,, E) ( 4119)
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利用( 4118)式还可以消去 S
*
r 中的 q

#
A, q

&
A,得到用 P

#
R, P

&
R表示的转动系统的相对论性简化广

义加速度能

S
*
r ( qA, P

#
R, P

&
R, t ) = S

*
r qA, q

#
A( qB, P

#
R, t ) , q

&
A( qB, P

#
R, P

&
R, t ) , t1 非

( A, B= 1, 2, ,, s; R= 1, 2, ,E) ( 4120)
从转动系统相对论性变分原理( 3112)、( 3115)、( 3116)出发, 结合( 4119)、( 4120)式, 利用

推导非完整系统的 �±Á½ Í´º¿ 方程、Nielsen方程和Appell方程的通常方法[ 12] # 我们可以建立

一阶非线性非完整约束条件下转动系统的相对论性 �±Á½Í´º¿方程、Nielsen方程和 Appell方

程# 

d
dt

5�T *
r

5P
#
R
-

5�T *
r

5PR
- E

s

A= 1

5T *
r

5 q#A
d
dt

5 q#A
5 P

# -
5 q#A
5 PR� � � = P

*
R ( 4121)

5 T
#
*
r

5P#R
- 2

5�T *
r

5 PR
- E

s

A= 1

5 T *
r

5q#A
5 q&A
5P

#
R
-

5q#A
5PRA

� � +�

= P
*
R ( 4122)

5�S *r
5P&R

= P
*
R    ( R = 1, 2, ,, E) ( 4123)

其中, P
*
R = E

s

A= 1
GA

5 q#A
5 P

#
R
为准坐标PR对应的广义力 # 

若取独立的广义速度 q
#
R作为 P

#
R, 则(4121) ~ ( 4123)化为广义坐标形式# 对于只受线性

非完整约束的力学系统或保守系统, 方程(4121) ~ ( 4123)均适用, 可以蜕化为相应的表达形

式,这里不再逐一列出# 对于完整系,方程(4121) ~ (4123)蜕化为方程(411)~ (413)# 

k 51 转动系统的相对论性 Noether 守恒律

在速度空间中, 引入 Jourdain变分 D1, $1, 转动系统的相对论性 Jourdain原理可以写为

    E
n

i= 1

- M i +
d
dt
( IiH

#

i )5� � qD1H
#

i = 0,  D1 t = 0,

D1H= 0,   D1H
#

X 0,   Ii =
Ioi

1 - H
#
2
i / #

2
i

(511)

或      E
s

A= 1

-
d
dt

5 T *
r

5 q#A
+

5 T *
r

5 qA
+ GA )

� � �5

D1 q
#
A = 0 ( 511)c

把 GA分为有势和非势的两部分, 则( 511)c写为

    E
s

A= 1

-
d
dt

5 L r

5q#A
+
5 L r

5 qA
+ G A

c运 动
D1q

#
A= 0,  L r = T

*
r - V (512)

其中, GA
c为非势广义力# 利用速度空间中虚位移的牛青萍定义[ 13]

    E
s

A= 1

5f Q
5 q#A

D1 q
#
A = 0 (513)

引入 Lagrange乘子 KQ, (512)可写为

    E
s

A= 1

-
d
dt

5 L r

5q#A
+
5 L r

5 qA
+ G A

c
+ E

r

Q= 1

KQ
5f Q
5 q#A

� � *D1 q
#
A = 0 (514)

对于非等时变分关系[ 14]
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$1 q
#
= D1 q

#
, ( $1 q )

#
= D1 q

#
- q

#
( $1 t )

#
, $1 q

#
= ( $1 q )

#
- q

#
( $t ) (515)

引进无穷小变换的空间和时间生成函数

( $1 qA)
#
= EH A

( qA, q
#
A, t )

( $1 t )
#
= Eh ( qA, q

#
A, t )   ( A= 1, 2, ,, s) 1

(516)

可以得到

D1 q
#
A = E(H A

- q
#
Ah) (517)

其中, E为无穷小量# 由(514)、(517)知,生成函数必须满足

    E
s

A= 1

5f Q
5 q#A

(H
A
- q

#
Ah) = 0 (518)

把( 518)代入( 514) , 加上并减去一个规范函数 P ,整理得

E E
s

A= 1

GA
c
(H

A
- q

#
Ah ) +

5 L r

5qA
H

A
+

5L r

5 q#A
ÛH A
+ L r -

5L r

5 q#A
q
#
A�Ûh +

5L r

5 t h - ÛP�

-
d
dt E

s

A= 1

5 L r

5 q#A
H

A
+ L r - E

s

A= 1

5L r

5 q#A
q
#
A� � (P h - P

� �= �

*
= 0 (519)

由( 518)、( 519) ,我们得到转动系统相对论性的 Noether 定理:

只要无穷小变换下的空间和时间生成函数 H
A
, h 及规范函数P 满足

    E
s

A= 1

5f Q
5 q#A

(H
A
- q

#
Ah ) = 0 ( 5110)

    E
s

A= 1
GA

c
( H

A
- q

#
Ah) +

5L r

5 qAH
A
+
5 L r

5q#A
ÛH A
+ L r -

5 L r

5q#A
q

#
A- Ûh +

5 L r

5 t h - ÛP = 0

( 5111)
则一阶非线性非完整约束条件下的转动系统存在相对论性广义守恒量

    E
s

A= 1

5 L r

5 q#A
H

A
+ L r - E

s

A= 1

5 L r

5 q#A
q
#
AE h - P = const ( 5112)

若取 H
A= 0, h= 1, P= 0,则(5110)、(5111)化为

    E
s

A= 1

5f Q
5 q#A

q
#
A = 0,  

5 L r

5 t + E
s

A= 1
G A

c
q
#
A = 0   ( Q= 1, 2, ,, r ) ( 5113)

守恒方程( 5112)化为

    E
s

A= 1

5 L r

5 q#A
q
#
A- L r = const ( 5114)

显然,若有

    E
s

A= 1

5f Q
5 q#A

q
#
A = kf Q,  E

s

A= 1

GA
c
q

#
A= 0,  

5 L r

5 t = 0 ( 5115)

则存在守恒量( 5114) ,这便是转动系统的相对论性广义能量积分# 

若取 H
1
= 1, H A

= 0 ( A X 1) , h = 0, P = 0,则(5110)、( 5111) 化为
5f Q
5 q#1

= 0,  
5 L r

5 q1 = 0   ( Q= 1, 2, ,, r ) ( 5116)

守恒方程( 5112)成为
5 L r

5 q#1
= const ( 5117)

51转动系统的相对论性分析力学理论



这便是对应于循环坐标 q 1的转动系统的相对论性广义循环积分,也即转动系统的相对论性广

义动量守恒量# 

k 61 讨   论

关于转动系统相对论性分析力学的变分原理, 我们主要在位形空间中给出了( 311)、
( 315)、( 3112)、( 3115)和( 3116)式, 其微分变分原理为 DcAlembert原理形式# 在速度空间、加

速度空间和 m 阶速度空间中, 我们还可以给出各种形式的转动系统相对论性的 Jourbain原

理、Gauss原理和万有 DcAlembert 原理# 

在非完整约束条件下, 我们给出了转动系统相对论性的 Routh 方程、�±Á½ Í´º¿ 方程、

N ielsen方程和Appell方程# 我们还可以进一步的建立转动系统相对论性的 Mac_M illan方程、

Volterra方程、Boltzmann_Hamel方程、�¶¿À³ 方程、Micevic D�son_Rouor Lazav 方程、Vacco 动

力学方程以及 Kane方程# 

关于转动系统相对论性动力学方程的积分方法, 本文仅给出其 Noether 守恒律# 我们还

可以把经典非完整动力学方程的各种积分方法[ 12, 15, 16] ,如第一积分、Routh降阶法、Whit taker

降阶法、利用第一积分构造积分不变量、Poincar�_Cartan积分不变量、Lagrange 力学逆问题、时

间积分定理、Hamilton_Jacboi方法、单分量法、梯度法、场方法等, 全部推广应用于积分转动系

统的相对论性动力学方程# 

在 H
#

i n #i 的经典近似下,转动惯量

I i =
Ioi

1- H
#
2
i / #

2
i

D I oi

取 1 - H
#2
i / #

2
i 关于 H

#

i / #i 幂级数展开式的前两项,转动系统的相对论性广义动能函数

T
*
r D E

n

i = 1

Ioi #
2
i - E

n

i= 1

I oi#
2
i 1 -

H
#
2
i

2 #
2
is

� � (A

=
1
2 E

n

i= 1

IoiH
#
2
i = T r

化为经典转动系统的动能函数,转动系统的相对论性广义加速度能函数

S
*
r =

1
2 E

n

i= 1

I i
( H

#

i # H
&

i )
2

#2i - H
#
2
i

+ H
&
2
i D 1

2 E
n

i= 1

Ioi H
&
2
i = S r

化为经典转动系统的加速度能函数,转动系统的相对论性 Lag range函数、Hamilton 函数也随

之化为经典形式,本文的理论蜕化为经典转动系统动力学# 
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The Theory of Relativistic Analytical Mechanics

of the Rotational Systems

Luo Shaokai

( Shangqiu Teacher s College , Shan gqiu Henan 476000, P . R . China )

Abstract

The theory of rotational relativistic mechanics is discussed and the theory of relativistic analyt-i

cal mechanics of the rotational systems is constructed. The relativistic generalized kinetic energy

function for the rotational systems T *
r = E

n

i= 1

I oi#
2
i 1- 1 - H

#
2
i / #

2
in

� � (i

and the generalized accelera-

tion energy function S *r =
1
2 E

n

i= 1

I i
( H

#

i# H
&

i)
2

# 2i - H
#
2
i

+ H
&2
i ,� �2 7 3are constructed and further, the Hamilton

principle and three kinds of DcAlembert principles are given. For the systems with holonomic con-

straints, the relativistic Lagrange equation, Nielsen equation, Appell equation and Hamilton canonical

equation of the rotational systems are constructed; For the systems with nonholonomic constraints,

the relativistic Routh equation, Chaplygin equation, Nielsen equation and Appell equation of the rota-

tional systems are constructed; and the relativistic Noether conservat ion law of the rotational systems

are given too.

Key words  rotational systems, relativity, analytical mechanics, nonholonomic constraints, variation

principle, equation of motion, conservation law
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